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TrTKT 1 BBT SCHULTZISKR OFFIGIIV. 



Fortale. 



i^lærværende Skrift giver en Fremstilling af Hovedtheorieme af den analytiske 
Mechanik Ted at udvikle denne Videnskabs Principer, Metboder og vigtigste Re^ 
saltater i et Omfang, som kan svare til den samme Plan, som er fulgt i Forfatte- 
rens forudgaaende Skrifter (^Algebra og Functionslære^ udkommen 1840, ^Dif- 
ferentiale og Integral-Regning^ 1844, ^Analytisk Geometrie* 1848), hvortil dette 
slutter sig. Formaalet for Mecbaniken er at udgrunde de almindelige Love for 

/" de mechaniske Naturkræfters Ligevægt og for Massernes Beva^gelser, hvorved en 
fuldkommen Orden og Harmonie vedligeholdes i Legemverdenens Phænomener. 

^ \ Ved Iagttagelse af disse Phænomener og ved dertil knyttede Sammenligninger 
' og Fomnftslutuinger , men fornemmelig ved Granskninger, der understottes af 

^\ Geometrie og af mathematisk Analyse, ere Lovene blevne udfundne og fremstilte 

>< i deres abstracte Sandbed, deres Almindelighed og indre Sammenhæng. Det er 
kun ved en videnskabelig Indsigt heri, baseret paa Studiet af den analytiske Me- 
chanik, at man sættes istand til fuldkomment at forstaae de mangeartede vigtige 
Anvendelser af Naturlæren paa de techniske Fag, at bedOmme med Selvstændig- 
hed, hvorledes de mechaniske Kræfter hensigtsmæssigst og med stOrst Fordeels^ 
ledes til Opnaaelsen af de praktiske Oiemed. ^^'""^ 
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Det er fOrst ved at fremtræde som en mathematisk Videnskab^ at Mecha- 
niken, ligesom de andre Dele af Naturvidenskaben, har opnaaet den Fuldendthed 
i Formen, den Bestemtbed og E vidents« som er en nodvendig Betmgelse for 
enhver sikker Forudbestemmelse af Phænomenerne som regulerede ved de givne 
Kræfter, altsaa for Muligheden af heldige Anvendelser. Man har ofte af Ukyn- 
dighed misforstaaet den mathematiske Analyses Betydning, baade betragtet som 
Formen hvori Undersøgelsen fremtræder, og som Midlet hvorved denne tilfreds- 
stillende gjennemfOres. Det er imidlertid let at forstaae, at Analysen ikke ved 
sit eget Indhold alene kan bevirke Opdagelsen af Naturkræfternes Love og Pbæ- 
nomener. Den tjener derimod til at opdage disse Phænomeners indbyrdes Sam- 
menhæng og deres Afhængighed af de bestemmende Kræfter. Hvad der stedse 
vilde forblive skjult baade for Sandsningen og for den aandelige Erkjendelse, 
formaaer den mathematiske Analyse at fremdrage, forsaavidt det kan med Nød- 
vendighed fOlger af forud erkjendte Sætninger. Analysen kan overhoved ikke 
lede til andre Sandheder end saadanne, som ere implicite iudeholdte i dem, som 
forhen besiddes, men den formaaer at udlede dem med en Bestemthed og Sikker- 
hed, som man ad ingen anden Vei vilde opnaae. Den kan paa en Maade be- 
tragtes som analog med de mechaniske Redskaber, ' ved hvilke der b6des paa 
den ydre Sandsnings Usikkerhed. Ligesom f. Ex. de optiske Redskaber g]6re 
Lysfomemmelser mulige og give dem Bestemthed, hvor det ubevæbnede Oie 
kun vilde see utydeUgt og usikkert, saaledes er det Calculens Videnskab eller 
den hOiere Analyse, som f6rst gjdr det muligt at opdage og erkjende en Mang- 
foldighed af Sandheder angaaende Naturkræfternes Love og Virkninger, som man 
ved de blotte Fomuf tslutninger, i disses sædvanlige og umiddelbare Form, ingen* 
sinde vilde komme til. 

Det er kun i et Par enkelte Tilfælde, at nogen Tvivl kunde opstaae, om 
hvorvidt den mathematiske Form for Undersøgelsen i Virkelighed præstejrer andet, 
end hvad der meget kortere kunde afgjOres ved simple Slutninger eller endog 
ved en Slags umiddelbar Erkjendelse. Da disse Tilfælde netop i Mechaniken 



have en TflBsendig Betydning og tidligere have givet Anledning til visse Stridig- 
heder, saa omendøkjOndt der ikke nu derom er nogen Uenighed, idetmindste paa 
Videnskabens Standpunkt, fortjene de dog her en kort Omtale. Det er bekjendt, 
at Kræfter og Hastigheder sammensættes efter den samme Lov. For disse sidste 
er Loven indlysende if6lge en let geometrisk Betragtning. Derimod er den ikke 
paa samme Maade evident for Sammensætningen af Kræfter. Det er kun ifOlge 
viase Eiendommeligheder ved den Maade, hvorpaa Kræfterne i Naturen samvirke, 
og som ene Erfaringen kan lære, at man er istand til ved den mathematiske 
Analyses Hjælp at deducere Loven for Kræfternes Sammensætning uafhængigt af 
de tilsvarende Bevægelsers eller Hastigheders Sammensætning. — Det andet Til- 
fælde er Loven for den almindelige Tyngde som Function af Afstanden eller 
Newtons store Opdagelse. Denne Lov kan alene bevises ifOlge Slutninger 
udledte af Iagttagelserne. Den analytiske Mechauik fremstiller^ hvorledes Bevæ- 
gelses-Fhænomeneme afhænge af Loven for Kraften, saa at det kan indsees, at 
enhver anden Lov nOdvendigen maatte have frembragt andre Phænomener. Den 
physiske Astronomie fuldstændiggjdr denne Theorie ved at f5re alle de astrono- 
miske Phænomener tilbage til den samme Lov. I Modsætning til denne Vei^ 
som saaledes Videnskaben er gaaet og ad hvilken den efterhaanden har naaet til 
sine Resultater, have Nogle hotgefter meent at kunne a priori vide^ at en hvil- 
kensomhelst Kraft i Naturen kun kan forplantes paa den Maade gjennem Rummet, 
at den svækkes med de voxende Afstande ved at forholde sig omvendt som dis- 
ses Qvadrater. Buifon fremsatte rigtignok denne Mening for noget over hundrede 
Aar siden, men Clairaut viste, at hans forskjellige Grunde for denne Mening 
vare ganske uafgjOrende. De Tvivl, som en kort Tid havde været tilstede om 
den Newtonske Lovs abnmdelige Gyldighed, ogsaa for de mindre Afstande som 
Maanens fra Jorden, forsvandt imidlertid, da de fuldstændigere Beregmnger tjente 
til at vise, at det Phænomen, som tilsyneladende frembOd Vanskeligheder (Be- 
viegelsen af Apogeum) virkeligen var i Overeensstemmelse med Loven; men 
tillige bleve de Grunde, hvortil Buffon havde villet stotte sig, forkastede som 



VI 

blot luetaphysiske og ubrugbare i den exacte Videnskab. De have ingen bedre 
Gyldighed end de, som f« Ex. bragte de ældre Astronomer til at antage, at Him- 
mellegemernes Baner maatte være Cirkler, fordi de meente, at Cirklen var den 
fuldkomneste af alle Curver. Det vil overhoved være af Vigtighed, at man ikke 
lader noget ubenyttet af den Belæring, som Videnskabens Historie kan yde ; og 
denne Historie advarer tilstrækkeligt imod Brugen af andre Methoder end dem, 
som stotte sig til fagttagelseskunst og mathematisk Beregning. 
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aterie kaldes alt det, som paa en hvilkeDsomhelst Maade ved SandsniDgen kan fornemmes* 
Det er mmopfyldende og bevægeligt; men ifdlge en Naturlov^ som til alle Tider ved Iagttagelse 
bekræftes, kan ingen Deel af Materien selv sætte sig i Bevægelse eller forandre den Bevægelse, 
hvori den er bleven sat (Inertiens Lov). Den ubekj endte Aarsag til enhver saadan Forandring 
kaldes en meckamsk Krafij og Mechaniken er den mathematiske Videnskab, hvis Formaal det er 
at udvikle Principerne, hvorefter disse Kræfter ndmaales, og ifdlge hvilke Lovene bestemmes for 
alle de Systemer af Bevægelser, som skyldes givne Kræfter. Enhver endelig og fuldkommen be- 
grændset Deel af Materien kaldes et Legeme, som maa have én vis geometrisk Form og Volumen. 
Den Mængde af Materie^ som det indeholder, kaldes dets Maese, Et Legeme, som tænkes uende- 
lig lille i alle Retninger, er et materielt Punkt, saa at enhver Masse kan betragtes som sammen«- 
sat af en uendelig Mængde af materielle Punkter* En enkelt Kraft virker blot paa et materielt 
Punkt y Kraftens Angrebspunkt iAppUcations- Punkt"). Et System af Punkter, materielt forbundne 
med hinanden , kan« fdlgelig være underkastet et tilsvarende System af Kræfter. Disse kunne op- 
hæve hinanden, og denne Tilstand af Kræfter kaldes Ugewegt. To eensgJtBldende Systemer af 
Kræfter ere saadanne, som, anbragte paa det samme System af Ponkter, frembringe ndiagtigen den 
samme Bevægelse, saa at det ene af disse Systemer kan sættes istedetfor det andet eller ansees 
som en blot Transformation af det andet. En enkelt Kraft , som er eensgjældende med et Sy- 
stem af Kræfter, siges at være disse Kræfters Resultant, og Transformationen af et System 
af Kræfter Ul en Resultant kaldes Kræfternes Sammensætning, den omvendte Transformation kal- 
dtes en Krafts Oplosning Cl^ecomposition) , og de enkelte Kræfter , hvori den er optOst, ere dens 
ComposatUer^ 
Analytisk MeekanUu 1 



Man deler Mechaniken i Statik og Dynamiks I Statiken Mive Kræfter betragtede udeo 
Hensyn til Bevcgelsen, idet man blot afhandler Principerne fdr deres Transformation, og specielt 
for deres Sammensætning og Oplosning, saavelsom Betingelserne for Kræfters Ligevægt. I Dyna- 
miken nndersdges Sammenhængen mellem Kræfter og tilsvarende Bevægelses - Phænomener , saa at 
disse kunne adledes af hine og omvendt. I ethvert af disse Afsnit betragtes forst det oakelte 
materielle Ponkt, dernæst Systemer af Punkter, som ere materielt forbnndne, deels faste eller 
ubdielige deels boielige Systemer. Særskilt anvendes Mechanikens Principer paa flydende Masser 
(Hydrostatik og Hydrodynamik),' 
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FORSTE DEEL. 



STATIK. 



FORSTE GAPITEL. 

Kræfter virkende paa et enkelt Punkt« 



1. hin Kraft virkende paa et enkelt Punkt maa have en bestemt Reimng og Storrehe. 
Pen £5rste er gi\eik som den, \ hvilken Punktet bevæges, naar det, hvilende men ,frit bevægeligt, 
alene paavirkes af den enkelte Kraft. Deriauid kunne Kræfter sammenlignes med hinanden i Stdr- 
relse uden Hensyn til de tilsvarende Bevægelser, idet to Kræfter defineres som ligestore, naar de 
virkende paa det samme Punkt i modsatte Retninger ere i Ligevægt. Kaldes den fælleds Yærdie 
af disse Kræfter P , saa ville de virkende paa det samme Punkt i den samme Retning give en 
enkelt Kraft <»2/'. Ligeledes ville 8, 4,#««n ligestore Kræfter P virkende paa Punktet i samme 
Retning give en enkelt Kraft ^SP, AP ^ .^^nP. Altsaa kan en Kraft være et bvilketsomh^lst 
Multiplum af en anden Kraft , fdlgelig ogsaa et Submultiplum , og almindeligen kunne to Kræfter 
staae i et hTilketsomhelst Forhold til hinanden, saa at, naar en vis Kraft tages som Enhed, kunne 
alle andre Kræfter udtrykkes som rene Tal. Heraf fdlger tillige, at to hvilkøsombelst Kræfter P 
«g Q^ virkende paa et Punkt i samme Retning, give en Resultant Bi bestemt ved 

R^P^Q. 
Virke db i modsatte Retninger og antages P>>Qf saa give de en Resultant 

R^P — Q 
i Boningen af P ; thi opléses P i to andre ved at sætte P a» @ + A , saa erholdes SysUmet af 
de to Kræfter P 9g Q tmatformeret til Systemet af de ire, Q og R i den ene Retning, Q i den 
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modsalte, men af disse rille de to Knefler Q ophæve hinanden, hvorved tilbagebliver RtssP — Q 
i Retningen af den stdrre Kraft P. Almindeligt, naar et Punkt er underkastet et System af fiere 
Kræfter, P^, P^j Pg,«««, virkende til den ene Side, og Q|, Qj, @$,«»m virkende til den mod- 
satte, erholdes, ved Sammensætning af ethvert af disse to Systemer særskilt, to Resultanter P og Q: 

^«=^i+^« + ^.-M C = Ci+Ga + Ca-M 

hvorefter P og Q sammensættes til P^^Q eller Q*— P, eftersom PZ>Q eller P<ZQ. Dette 

udtrykkes simplere, naar alle de givne Kræfter Pj , Pj, Ps,*««, virkende paa det samme Punkt 

og i den samme Linie, regnes som positive eller negative, eftersom de ere dirigerede til den 

ene Side paa Linien eller til den modsatte, hvorefter haves Resultanten R bestemt ved 

jR «=Pi +Pj| + P, +♦ • ♦, O) 

saa at numerisk Yærdie og Fortegn angive Stdrrelse og Retning. Naar specielt /t=:0, komme 
de positive og negative Kræfter til at ophæve hinanden, d« e. Systemet er i Ligevægt, og over- 
hoved vil R = fremstille den nddvendige Betingelse for Ligevægt. 

Anuu Det fremsatte Princip for Kræfternes Udm«aliag» uden Hensyn til Bevægelsen (den gtatiåke 
UdmaaUng af Kræfter) , forudsætter , at hvilkesomhelst Kræfter , om end af forskjellig physisk Oprindelsef 
ingensinde modiOcere hinandens Stdrrelse ved deres samticlige Indvirkning paa det samme Punkts Naar 
f. Ex«, efter den anfOrte Defioition, P=Q og Q=zRj maa man ogsaa stedse have P==il» d* e. naar 
Kræfterne P og Q virkende paa det samme Pankt i modsatte Retninger ere i Ligevægt, og paa lige Maade 
og il ere i Ligevægt, saa maa ogsaa nOdvendigen Ligevægt finde Sted mellem P og R, virkende mod 
hinanden« Ligeledes, naar P=iF og Q^ff ^ maa man ogsaa have i alle Tilfælde P + 9=P^H*(?'» 
d* e. P og 9 samtidigen virkende paa et Punkt i den ene Retning maae give Ligevegt mod I^ o% ff 
samtidigen virkende paa det samme Punkt i den modsatte Retning, dersom særskilt P og F give Ligevægt, 
saavelsom Q og (f* Heri bestaaer Loven for de meehaniske Kræfters gjentidige Uafhængighed af hmandeny 
som i Naturen viser sig derved, at a]Ie Statikens Resultater angaaende Kræfternes Transformation og Lige- 
vægt ere paa den ene Side nddvendige (mathematisk deducerede) Fdlger af det fremsatte Princip foc 
Kræfternes Udmaaling, medens de paa den anden Side nOiagtigt stemme medTorsJTgene« 

2. Et System af Kræfter virkende paa et Punkt M (Fig. 1) I hvtlkesomhelst Retninger i 
Rqmmet kan fremstilles ved Systemet af Linierne MA^^ ^^S9 MA^^**^, hvis Retninger falde 
sammen med Kræfternes, idet tillige deres Længder forholde sig som Sldrrelseme af de samme 
Kræfter* Man kan antage enhver af Linierne , ved Henførelse til den valgte Længde-Enhed, be- 
stemt ved det samme Tal som den tilsvarende Kraft, der virker efter Liniens Retning, og man si« 
ger da, at Kraften er ligestor med Unien, Problemet er nu at sammensætte et givet System af 
Kræfter MAi , MA^, MA^^.^^ til en Resultant, altsaa at bestemme dennes tilsvarende Linie i 
Retning og Længde. — Antag fdrst to givne Kræfter P og Q, hvis Retninger ere perpendicnlære 
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pta hintBden, fremslitte ved Linierne MA og MB (Fig. S). Resultanten R v«re fremstillet ved 
JfZ^y og man søtte ^DMA=x. Det kommer da an paa at bestemme R og s som Fanctioner 
af de fivne, J^ og Q, eller omvendl at ipdtrykke* enhver af disse som Fanction af R og x. En 
Ligning mellem x. Py R ma'a nddvendigen være homogen med Hensyn til P og R Cll^i disse hen- 
føres til den fælleds Enhed for Kræfter, som vælges vilkaarligt uafhængigen af Vinkel - Enheden). 
Man kan folgelig sætte* 



P=Rftx), Q-=^Rf(^-o^. 



(2) 



Den nbekjendte Fnnction / (o;) tjener ogsaa til ak bestemme Resultanten af to ligestore Kræfter. 
Antag MJbI Hig og modsat MB. De to retvinklede Kræfter MA og MÉ maae da give som 
Resultant MD'=MDy idet j^D'MA=x. De to Systemer MA^ MB og MA, MÉ udgjdre alt- 
saa tilsammen et [System ligegjældende med Systemet MB, MB' \ men, idet MB og MÉ hæve 
hinanden^ kunne de tillige sammensættes til den enkelte Kraft S=2P (i Fig. Ma') i Retningen 
MA, Åltsaa maa denne sidste være Resultant af de to ligestore Kræfter MB og MB\ hvis Vin- 
kel BMB^'=a2x, Det er herved beviiist, at Resultanten S af to ligestore* Kræfter R halverer dis- 
ses mellemliggende Vinkel, 2xy og- at den udtrykkes i. Storrelse (ifilge den Iste (2)) ved 

S = 2 Rf 00* (3) 

Opldses paa lige flaade MB~R i to ligestore Kræfter MC^ME =r, ogMB'^R i 
Md^MÉ ^Ty idet de ligestore Vinkler, EMB = CMB^ÉMB' ^dMB\ sætten »js, saa 
haves R'==^2r /(a), fdlgelfg ^ 

m 

Tillige maa S erholdes ved særskilt at sammensætte de to yderste Kræfter ME^, ME og de to 
inderste Kræfter Jf C, M(fy hvorved fremkomme Resultanterne 2rf(x + z) og 2rr{x — s), som 
litgge falde i Retningen IF i4, hvorved Vinklerne EM'É og CMCf halveres^ Dette girer 

JSt:':^2rf(x + %)'^2rfix — %). 
Ved Sammenligning af disse to Udtryk for 8 erholdes, til Bestemmelse af Fonelionen fy 

na:+z)+r(x—z')^2nx)fiz). (4) 

Udvikles begge Sider efter Potentser af z og sammenlignes Coefficienlerne, erholdes 



idet n=aO, ]^ £, 3 



tf 



r* • 



hvoraf ved Integration 



Den 1ste giver for ft = ], ved at sætte f (0) 
r (x) + a^f (x)^Oy 



f(x) =^ A cos ax-¥ BsxiiaTy 



^ — «2 



men til Bestemmelse af Conslanterne A ogf haves, ifdlge(5) for ii<bO, /"(O) ■al og f' (0)^=^0, 
allsaa ^»sl, Bt^O. Fdlgelig f(ai)s=eosax, hvorved aile Lignin^nie (6) saavelsom Formlen 
(4) ere tilfre^sttllede Qyt Å. F. , IndL , 68)*). Da man i Ligning (3) maa have S = for 



n 



x =^7iy efterdi to ligestore og modsatte Kræfter ere i Ligevægt, saa er cos a — <= O d. e* a 

maa være et nlige heelt Tal; men man maa nddvendigen have a«s], thi ellers vilde Ligning (S) 

give 5i^0 for x =— <.^n, som er umuligt. Fdlgelig er den sdgte Fonction f be- 

a 



stemt ved 



f(x)=scosx. 



(«) 



3. Ifdige (6) blive Ligningerne (2) for Resultanten R a! to retvinklede Kræfter P og Q 

« 

saaledes bestemte : 

P = Rcosx^ QsrsRsinxj (7) 

hvorat udledes for R og for xsa (P.R), d. e. Vinklea mellen Retgin^rae af Knefterae P og A, 



R = ^P»+Q*, 



tff(P.fi)=|-, 



(8) 



eller R vil i Storrelse og Retning falde sammen med Diagonalen Jfi> af Réctanglet AB (Fig.2), 
hvis Sider MA og MB fremstille Kræfterne P og Q. Formlen (3) for Resultanten S af to lige- 
store Kræfter Ry hvis mellemliggende Vinkel s^2xy vil ifdige (6) være bestemt ved 

S« 2Rtosx, (9) 

hvor xt=i{R,S)j saa at denne Resultant i Storrelse og i Retning falder sammen med Diagonalen 
Ma' ^^2MA i Rhomben DD\ hvis ligestore Sider MD og MD' fremstille de to ligestore sam- 
mensættende Kræfter /?* — Naar to sammensættende Kræfter P ^= MA og Qt=^ MB danne eu 
hvilkensomhelst Vinkel (P.Q)=: AMB^ apids (Fig. 3) eller stump (Fig. 4), vil stedse Resultan- 
ten R være fremstillet i Storrelse og Retning ved Diagonalen MD i Parallelogrammet AB^ Kræf- 
ternes Parallelogram^ Opldses nemlig ifdige (7) den ene Kraft P == MA i to andre retvinklede 
Kræfter P^^= Mb efter Linien MB eller dens modsatte Forlængelse og P^^^ Mc -^ Mb ^ 



saa haves 



Pj = /> cos (P.Q) , P^ = Psin(P. e), 



•*} Ved Uenviisninger til Fyrfatterens andre Skrifter blive disse for Kortheds Skyld betegnede saale-^ 
des, at A* F, betyder „Algebra og Functionstffre% D. „Differential- og IntegraI-Regning^ Cr. „Ana- 
lytisk Geometrien 



saa at P^ er positiv eller negrativ, eflersom (P^Q) er ipids eller stump , d. e. eftersom P^ fal- 
der efter Retningen MB (Fig« 3) eller dens modsatte Forlængelse (Fig. 4)/ Systemet Py Q er 
altsaa transformeret til Systemet P^, />^, Q eller ifolge (1) Q + Pp P^y d. e. 

Q-k-PcosiP.Q), PBin(P.Q)^ 

Disse sammensættes ifolge (8), altsaa 

R==\/p^ + Q^^2PQco8iP.Q), ig(Q.n)^ Psin(P.Q) 

hvilke Formler netop ere de samme, som' bestemme Diagonalen MD eller Siden MD i /^MBD^ 
hvor de to Sider BD=^Py MD = Q og ^JfSD = 180<> — (P^Ø ere givne. Mellem de tre 
Kræfter P, ^^ ii og Vinklerne CØ*A), QP^R) og 180^ — (P*0 m&ae altsaa de samme Relatio- 
ner finde Sted som mellem de tre Sider i et plant Triangel og deres modstaaende Yinkier, saa 
at hvilkesomhelst tre af de nævnte sex Stykker, naar kun derimellem idetmindste en af Kræfterne 
findes, kunne tjene til at bestemme de tre andre. Specielt mærkes Relationen 

-^ 2 ?— (11) 

ain {Q.R) sin (/>•/?) a\n {P.Q) ^ ^ 

d. e. to sammensættende Kræfter og deres Resultant forholde sig hver især som Sinus af Vinklen mel- 
lem Retningerne af de to andre. Da man overhoved i disse Relationer kan ombytte Q og A og 
til samme Tid (P^R) og ISO^ — (jP.Q), eller ombytte P og A og til samme Tid (Q.R) og 
180® — (P^Q)y saa folger, at naar R er Resultant af to Kræfter P og Q, saa er ogsaa Q Re- 
snltant af R og en Kraft liig og modsat P, ligeledes P Resultant af R og en Kraft Hig og mod- 
sat Q* — Naar fra et vilkaarligt Punkt i Retningen af Resultanten (eller dens modsalte Forlæn- 
gelse), i en Afstand as r fra Punktet My nedfældes Perpendiculærerne p og q paa Retningerne af 
Kræfterne P QgQ (eller deres modsatte Forlængelser), saa haves p = rsin(PtA)^ q^=srs\VL{Q^R)y 
altsaa ifdlge (11) 

Pp=Qq (12) 

d« e. de sammensættende Kræfter forholde sig omvendt som de Perpendiculærer, der paa sammes 
Retninger nedfældes fra et Punkt i Resultanten* Naar omvendt et Punkt O i Planet af Kræfterne 
Py Q er saaledes beliggende, at de derfra paa disse Kræfters Retninger nedfældte Perpendiculæ- 
rer Py q tilfredsstille Ligning (12), saa maa dette Punkt ligge i Retningen af de samme Kræfters 

Residtant; thi, sættes OMA^a, OMBr=^S. altsaa ^ » ^^ og {P*Q) =^ a + S eller = 

^ p sina 

2n — (a + Z?), saa er (12} det samme som 

P _ ±8m[iP,Q-)~a] 
--. . , 

Q sin o 



• . 
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mea af P, Q-og (P*Q) findes (P^R) formedelst 

P 8\n[iP.Q)^CP.Ry] 

Q^ ainCP.R:) ' 

aUsaa enlen (P.A)==a eller C'^^it^asldO^ — a, eftersom O ligg<er i eller adeo(or\^ C^.Ø. 



4. Et System af Krøfter, 



"l 9 P^ > P% > ♦ ♦ • • Pn > 



fremstille ved Linierike MA^^ ^^%j MA^^^.^.^MAn (Fig. 1), hvis L»iij:der og Retninjrer i 
Rummet ere hvilkesomhelst, kunne sammensættes derved, at Resultanten bestemmes fdrst for to af 
disse Krnfler MA^ og MA^j dernest for denne Resnltant og MA^y endvidere for denne sidste 

Resultant og MA^ o. s* v. Han kan ritsaa fra A^ drage en Linie A^B^ ^ MA^ 9 dernæst 



^.^a 



MA^f S^B^ 



MA^y.^^ Bn^iBn ^ MAm ^ hvorofter MBm fremstiller Resultanten 

i Stdrrelse og Retning. Falder f« i if, saa at MA^B^B^^^.Bn er en sluttet Polygon, idet 
nemlig 3fBn^\ og MAn ere lige og modsatte, vil Systemet vssre i Ligevægt; men i modsat Fald 
er der ikke Ligevægt Den Orden, hvori Kræfterne successive sammensættes, er i alle Tilfælde 
ligegyldig. Specielt bemærkes ^ at tre Kræfter^ for at kunne være 1 Ligevægt, maae ligge i eet 
Plan, idet tillige enliver af dem er liig og modsat Resultanten af de to andre ^ saa at de maae 
forholde sig enhver især som Sinus af Vinklen mellem de to andre ^ifdlge C^))* — For tre 
Kræfter MA^ , 3fA^ , 3fA^ , som ikke ligge i eet Plan , er Resultanten ifdlge den angivne Con- 
stniction fremstillet ved Diagonalen dragen ud fra M i Parallelepipedet bestemt ved de tre sam- 
menstddende Sider MA^y MA^, MA^, Ere disse tre Linier indbyrdes perpendiculære , bliver 
Parallelepipedet retvinklet, saa at Systemet af tre Kræfter X, Y, Z dirigerede efter tre retvinklede 
coordinerte Axer or, y, «, hvis Regyndelsespunkt er Kræfternes Angrebspunkt, bestemmes ved Re- 
sultanten R og dennes Vinkler a, 6, c mod Axeme: 

jr = Acosir, Ysficos^, 2 = Acosc. (13) 

Disse give 



R 



(14) 



der r«gnes positiv, medens AT, 7^ Z er hver især positiv eller negativ eftersom den falder paa 
den positive eller negative Axe, og idet a, 6, c, regnede mod de positive Axer, falde mellem O 
og 180<>., Naar enhver af Kræfterne P^ , P, , ♦ • . JP« , der jegnes positive ligesom Ry apldses 
ifdlge (13) efter de nævnte Axer, idet Vinklerne, som disse danne med P^ , betegnes ^^» l^i^y T^t 

og naar man dernæst sammensætter Composanteme efter enhver Axe til Xy Y, Z ifdlge (1), saa 
erholdes : 
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X«2:Pj^cosa^, Y'^^ZPj.coi/Sj., Z== SP^coay^y (16) 

Simmien 2! srarende til A=a 1, 2^ »»»fi. Ifdlge (14^ er dernæst Resultanten R bestemt, hvor- 
efter Yinklenie a, 6, c haves ifdlge (13}. Man har / 
cos*aj. + cos*/?^ + co8*y^ = 1 > costtj cosa^ + cos/Jj^ cos/J^ + cosy^ cosy^ = cos (P^ ♦ Pp , 

hvor (P^«jPp betegner Vinklen mellem Retningerne af Kræfterne P^ og P^, altsaa 



jR= V/2:Pj^* + 22:P^P^cos(P^^Pp , (16) 

idet det fdrste 2! svarer til Jfcesl, 2,««*ii, det andet til alle Combinationer k, I af to forskjel- 
lige Tal i samme Række. Heraf sees, at R alene afhænger af Stdrrelserne af de sammensættende 
Kræfter og af alle Vinklerne mellem deres Retninger to og to , derimod ikke af Axernes Stilling* 
Skal Systemet være i Ligevægt, mat man have iiesO, altsaa if61ge (14) 

j:«o, Y^O, Z«o, (17) 

disse Størrelser bestemte yed (15). 1 modsat Fald er ikke Rmzaø eller der er ikke Ligevægt« 
Bet vil ogsaa sees, at, naar Ligningerne (17) ere opfyldte, vil enhver afKræfteruQ Pj,.Pj,***Pii 
være liig og modsat Resultanten af alle de andre, idet denne Resultant bestemmes^ som det blev 
Tijst ved Formleme (13) og (15> 

5. Det materielle Punkt, hvorpaa Kræfterne virke, kan enten være, som forhen antaget, 
fuldkommen frit, saa at Bevægelsen kan skee uhindret i enhver Retning, eller det kan være bwir 
det, idet det tvinges til at forblive paa en given Flade eller Linie. — For at Punktet kan være 
i Ligevægt paa den givne Flade, hvortil det er bundet, vil det ikke være nødvendigt, saaledes 
som naar det er frit, at Kræfternes Resultant AasQ, men det vil være tilstrækkeligt, at Resul- 
tanten er dirigeret efter en Normal til Fladen. Da vil der nemlig udoves et Tryh imod Fladen, 
men Punktet vil ikke kunne bevæges, efterdi der ingen Grund er, hvorfor Bevægelsen paa Fladen 
^ skulde finde Sted i en Retning mere end i enhver anden. Er derimod Resultanten ikke dirigeret 
efter en Normal til Fladen, vil der ikke være Ligevægt; thi Resultanten kan da opldses i to ret- 
Tinklede Kræfter, den ene efter. Normalen, som blot uddver et Tryk, den anden efter Tangentpla- 
net, og ved denne sidste vil Punktet nddvendigen blive sat i Bevægelse paa Fladen. Betingelsen- 
Ligningerne for Ligevægten erholdes ved at betragte Punktet som frit, idet man til det givne Sy- 
stem af Kræfter foier en Kraft liig og modsat Trykket, nemlig Overfladens RtacUon Ny som er 
ubestemt i Størrelse, men dirigeret efter Normalem Betegnes dens Vinkler mod Axeme ved 
^1 fi^ fy erholdes ifdlge (17) 

-¥+iVcosa=iO, y+iVcos/?«=0, Z+iVcosy = 0^ .<18) 

Disse give ifdlge (13) 
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jRssATj an=si80^— a, *=1800 — /?, c^lSO^^-y (19) 

d« e. Resultanten ii man være liig og modiiat N eller , hvad der or del samme, dirigeret efter 
Normalen. Er Fladen given ved en Ligning 

i« = (80) 

mellem a?, y, z, saa haves ((?» II, I, (59) og 11^ (9^) 

eosa cos 3 cosv 
du du Su 

dx dy ds 

saa at Endeligningerne af (18} ved Elimination af N kanne skrives : 

du du du 

^■i^»» ^^^^ ^v^^ 

d:i; dy d« 
Er enhver af Kræfterne P^ saavelsom cosa^, oos^., cos;^. givne som Fnnctioner .af d?, y, s, 

hvorved ogsaa X^ Y^ Z bUve Fonctionor nf o;, y, «, saa ville Ligniigeme (SO) og (fil) tj^>^ 
til «t bestemme Værdierne af disse Coordnnter til ethvert af LigevægtspunlEteme paa den givno 
Flade d. e. de forskjeliige PmlEtery hvor Kræfternes Resultant er dirigeret efter Normalen. An-* 
tages Fladen alene at kunne reagere til den ene Side (f. Ex. idet Punktet ligger paa Overfladen 
af et fast Legeme), ere cosa, cos/J, cos^ for enhver Deel af Fladen bestemte el blot i aamerisk 
Yærdie, men tillige i Fortegn, og man kan da sætte 

cosa«=F--, cobS=^V -T-^ cosr«=Fr-, (2fi) 

dx * dy ' du 

■ 

saaledes at ^'^{{-rj +v5~/ "** \5"/ ^^ positiv, thi ellers behøvede man kun i (20) 

at forandre « Ul — tf, hvorved ogsaa Fortegnet uf enhver af Stdrrelsenie —- , — , — vilde 

dx dy ds 

forandres til det modsatte* Det vil da sees, at der til Ligevægten endnu kræves, at Værdien af 

de ligestore Stdrrelser (21), nemlig (ifdige (18) og (22)) -^N V, er negativ. 

6. Er Poaktet bundet til en given Uaie, bestemt ved to Ligninger 

tfsaO, t>«:0, (28) 

■ellem jt, y, «, vil det koone betragteø som bundet paa ean Gang til to Flader, ved hvis Over- 
skJAring Linien fremkoBuaer, I. Ejl Fladerne bastemte ved « =» o og vessO, eller to hvilkesomhelst 
andre Flader lagte gjennem den samme Linie, altsaa bestemte ved Ligninger ndledte af «s=3 og 
f)c=o combinerede med hinanden paa hvi&ensomhelat Maade. Punktet kan altsaa atter betragtes 
som frit, idet man til de givne Kræfter foier de ubestemte Reactioner N og ^ dirigerede efter 



u 

I 

Normalerne til den ene og den anden Flade, eller en enkelt Reaetion sammensat af N og iv', alt- 
saa dirigeret i Normalpianet ttl Linien. Ere tom forhen a, fi, y Vinklerne, som Axerne danne 
med ReUuogett af Kntfte* JV, ligesaa a, /f*, y YinUeme mod i/, haves som Betingelses-Lignin- 
ger for Liger^gten 

X+iVcosa + ycosa=0, y + iVcos/J + JV'cos/J'«o^ Z+iVcosy+ycosy^O. (24) 
Ende^gningen ved Elimination af iV og i/ erholdes ved Addition af disse tre Ligninger, efterat de 
ere blevne multiplicerede med de respective Factorer 

eosfi eosy — cosy cos^, cosy cosa — cos« cosy , cos« cos^'-^ cosfi cosa. 
Altsaa, idet disse Cosinnsser bestemmes med Hensyn til Fladerne (W), erholdes : 

dyd% dzdy/ \d%dx dxdz/ \dxdy dydx/ 

Ukenut Llgtmg eombinerel med begge Ligningerne (28} tjener til at bestemme Coordinatarne 
3;, y, X lil ethvert ^ Ligevægtspunkterne paa Linien. Betegnes ved X, få^ v Vmklerhe, som Li* 
niens Tangent danner med Azeme, haves som bekjendt (G, II, II, Cl^)) 

cosA cos^ cosr 

dudv dudv dudv dudv dudt dudv^ 
dydz dzdy dzdx dxdz dxdy dydx 
saa at Ligning (25), naar Udtrykkene (13]) indsættes, giver 

cos A cos a + cos ^ cos 6 + cos 1/ cos c = O, 
som netop udtrykker, at Kræfternes Resultant maa være perpendiculær paa Liniens Tangent eller 
dirigeret i Normalplanet, Denne Resultant er da den samme som Trykket paa Linien, og maa 
læidKes ophævet ved en Krtifl, der er ligestor og modsat, nemlig Liniens Reaction. ]>a iovrigt 
Reaotionen foradscettes ,at kunne have en bvilkensomhelst Retning i Normalplanet, vil Punktet være 
i samme TitfæMe som om det var indsluttet i en uendelig tynd Canal, hvis Axe falder sammen 
med Linien* Det kan tillige bemærkes, at ifSIge (23) haves ved DifTerentiation 

du , du , d« ^ ^ de , dr , de , 
dx dy ^ å% dx dy ^ dz 

og ved herimellem at eliminere successive d;^, dy, dx erholdes 

dx dy dz 



dftde dudt dudv dtido dudt dudv 
dydz dzdy d»dx dxd» dxdy dydx 
saa at Ligning (25} ogsaa kan skrives 

Xdx'i-Ydy+Zdz=^0. (26) 

Det samme haves ifdige de behjendle Formler ((?. II, II, (195)) 

2* 
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^ dx dy . dz 

coaA=-T-, COSli«=a-^, co«v=»^-, 

ds ds ds 

idet ds betegner Bueelementet. Det sees ogsaa, at Ligaingr C26) udkommer Ted Addition af de 

tre Ligninger (24") multiplicerede med de respective Factorer dxj dy, ds, thi ifolge (22) haves 

eosa^dx'k-cos/i^dyi-cosy.dz=Vdu^^O 

og paa lignende Haade cosa ^dx-h cos fi' ^dy + cos y\dz='0. Det vil endvidere seesy at Lig- 
ning C26) vil udkomme saavel af Betingelses- Ligningerne Cl&)y for Ligevægten af et Punkt bun- 
det til en given Flade, som ogsaa af Ligningerne QIT) for Ligevægten af et frit Punkt. Man kan 
f6lgelig betragte (26) som fremstillendie den almindelige Betingelses-Ligning for Ligevægten af et 
enkelt materielt Punkt, idet Xj Y, Z, bestemte if&lge (15), ere Fonctioner af Punktets Coordina- 
ter X, y, z. Er Punktet frit, blive Xy y, z uafhængige Stdrrelser^ saa at (26} deler sig i de tre 
Ligninger (17). Er Punktet bundet til en Flade^ maae x, y, z tilfredsstille en Ligning (20), saa 
at en af disse tre Stdrrelser bliver en Fanction af de to andre, hvorved (26) deles i to Lignin- 
ger' fremslilte ved (21}.^ som ere Eudeligningerne ved EHmination af dxy dy, dz mellem 
(26) og 

du . du ^ du , 
dx dy dz 

Endeligen, n^ar Punktet er bundet til en Linie, maae ar, y, z opfylde to givne Ligninger (23}, saa 
at kun en af disse Stdrrelser er uafhængig, og (26} folgelig en enkelt Ligning, som idvrigt kom- 
mer under Formen (25}, naar dx^ dy^ dz bortskaffes formedelst dti=sO og iivs=0. 

7* Systemet xyz tv forudsal retvinklet^ men man kunde ogsaa have betjent sig af et 
skjævvinklet Sytem. Ere AT, Y, Z som forhen de positive eller negative Coroposanter til en po- 
sitiv Kraft R appliceret paa Begyndelsespunktet, men idet Systemet xyz er hvilketsomhelst, og ere 
X'y y', Z^ den samme Krafts Composanler efter et andet vilkaarligt System xyz med samme Be- 
gyndelsespunkt, saa kunne JT, Y, Z saavelsom A^, Y', Z' betragtes som Coordinaterne i det ene 
og det andet System til Endepunktet af den Linie , som fremstiller Kcaflen R i StOrrelse og Ret- 
ning. Altsaa ere X\ Y', Z^ bestemte ved X, Y, Z, og omvendt, formedelst de samme Formter, 
som i Geometrien haves til at udtrykke selve Coordinaterne x\ y\ z ved x^ y, «, og omvendt, 
naar Overgangen skeer fra et System til et andet ved Omdreining. af Axerne, uden Flytning af Be- 
gyndelsespunktet, , nemlig (G. II, I, (10} og (12}): 

4 

^'sin {x ♦ y'a'} = JTsIn (a? ♦ y a'} + Y sin Qy^yzy + Z sin (z ♦ y V}, 
Y'sin(y\(rV}=A'sin(a?*j;V} + Ysin(y»a;V}+Zsin(2»a;V}, ^ (27) 

Z'sin (» . xy') = X sin (op • xy) + Y «in (y • x^y) + Z sin (z ♦ x'y). 
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r / t 



r r 



PI JcV, 



Antages et System af Axer if/^ bestemt ved Systemet æy^ , idet g J- PI. yi, fj 
f -L PK xy\ saa haves 

sinCx ♦y V>=C05(a;' ♦ |), sinCa? • y V)i=cosCa; • f ); sinCy * y V)«=cosCy ♦ ID, sin(» . y V)=3C0sC» * £)» 
sinCy' • xz'y=scos(jy ; iy), sinCa? ♦ «'»')=co8(iF . ly), sinCy ♦ a?'»')=cosCy . -ly), sin(s ♦ a?'»')=co8Cs • iy),] 
stnC^i' . xy')==cos(z . Q, BinQx • xyy=>cosix • ^, sinCy ♦ x'y')==C08(j ♦ f ), sin(« ♦ a:'y')=cos(» , ^. 
Altsaa, naar jSystemet xy« er retvinklet, erholdes yed i Q27y at indsaette Udtrykkene C^S"): 

A'cos Cx ♦ I) = i? cos CR . f ), y'cos Cy' . 17) = jR cos (il . 17), Z'cos C«' . f>= « cos C« • O* (28) 
Det aamme ndledes^ af C^^D ^^^ t^t iBi^kle n = 3, jP| =3 AT', ^%'=^ ^'9 P^=^2f og bestemme en- 
hver af disse tre Kræfter ved elimination af de to andre, eller simplere ved at tage Axen g iste- 
detfor 0^ saa at a^^=x\l^ 0(3=3^9=90^ Cn^mlig a^^=^y\l9 ^3=^^'*Di^ hvorved den 1ste 
C15]1 redaceres til den 1ste C28}, og paa lignende Maade erholdes den 2den og 3die (28) af 
den 2den og 3die C^^) ved at tage respective Axen 17 istedetfor y, ^ istedetfor js« — Naar det 
Pnnkt, hvorpaa Kræfterne virke, ikke er Begyndelsespunkt men bestemt ved Coordinaterne x, y, s 
i det ene, x', y\ z i det andet System, saa gjælde dog ligefuldt Formlerne (27) , idet X^ Y, Z 
ere Composanterne parallele med Axerne I det ene System, ligesom X'j Y', Z' med dem i det an^ 
det System. Det sees nemlig, at Formlerne (27) forblive de samme , naar istedetfor X, Y, Z, 
X\ y', Z* sæties JT + a?, y + y, Z+«, X' + Xj Y'+y\ Z' + x,'. Er Systemet xyz retvinklet, ville 
Ligningerne (17) adtrykke Betingelserne for Ligevægten af et frit Punkt; mea disse Ligninger 
give ifolge C27) 

X'=:0, y'=o, Z' = 0, ^ 

ligesom ogsaa omvendt, naar disse sidste ere opfyldte, maae ifdlge (27) Ligningerne (17) finde 
Sted. Betingelserne (17) for Ligevægten af et frit Punkt ere altsaa gjældende for en hvilken- 
somhebt Stilling af Axerne æ, y , i, hvis fælleds Udgangspunkt og hvis Retninger i Rummet ere 
vilkaarlige, naar de blot ikke ligge i eet Plan; thi Betingelserne ville være opfyldte for et hvil* 
ketsomhelst ilystem , naar de blot ere det for et enkelt System. Er Punktet bundet til en given 
Flade, og antages dfet som Begyndelsespunkt, idet den positive Retning af 2'nes Axe falder sam* ^ 
men med Normalen til dea Side hvor Fladen reagerer, medens Axerne a; og y ere retvinklede 
Axer i Tangentplanet, saa ere Betingelseme for Ligevægten fremstillede ved Ligningerne (18), idet 
« = /?=» 90®, / =- O, nemlig 

jr=0, y«6i Z-t^N^O. . (29) 

Forandres i (27) Z til Z + iV, og antages. Axen % at falde sammen med z eller Retningen af 
Fladens Reaction, samt Axerne x' og y at ligge i Tangentplanet^ saa haves 

-I' sin(a?' • yzy^sXsinCx ♦ y'«')+ YsinCy • y V), Y'ainQy' ♦ « V)=Asin(a7 ♦ arV)+ y8in(y 

2f^Z^Nf 



♦a?V), I 



(30) 
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af hvilke de to fdrsle ogsaa fdlge speoieU af Formlenie for Coor^nataxeriief TraDsformatioa i 
PI. xy (G^ I, I> (43 og C^}). Den Iste og 2den (29) j som fremstille Beiingelsenie for Lige-* 
Tægten (thi hertil reduceres de to Endeligninger af (18) ved BlimiaatioB af 10} ^^^ altsaa ifdlge 
den 1ste og 2den (30) eensgjttldende med 

med andre Ord: Betiogelserae (29) gjelde for en hvilkensomhelst Stilling af Axeme dP og y i 
TangentplaneL Er Punktet bundet til en given Linie , og antages del som Begyndelsesponkty idet 
o^^nes Axe er tangerende til Linien , y og 2 retvinklede Axer i Normalplanet, 'saa haves som Be- 
tingelse for Ugeyægi ifdlge (24), ved at satte a ss a' => 90^, 

l' = 0, y + iV cos /J + Vcos /J'« , 2 + iVcosy + ycosy=0. (31) 

Den 1ste af disse er selv Endeligning ved Elimination af iV og i/ ; men ere Axerne x' og x de 
samme , derimod y' og z vilkaarlige Axer i Normalplanet , saa vil den 1ste (27) give A^<= X^ 
eller man har X=>o og X' = som eensgjældende , d* e« den 1ste (31) fremstiller Betingelsen 
for Ligevægten uafhængigt af de to andre Axers Stilling i Normalplanet« 

8. Naar man fra del givne Funkl, hvorpaa KrflBfl^ne virke, drager ea ret Liaie =^, 
af vilkaarlig Længde og Retning, ud i Rummet, og betegner ved r og p^ ProjeciioBeme af ^paa 

Retningerne af Resultanten R og af en hvilkensomhelst af de sammensættende Kræfter jP^, saa ha- 
ves ved f. Ex. at lade /f falde sammen med den positive Retning af x^nes Axe : 

r = ^cosa, p^ = ^cosa^. . (82) 

Idet ^ antages positiv, vil enhver af disse Projectioner være at regne som positiv eller negativ, 
eftersom den falder paa selve Kraftens Retning eller dens modsatte Forlængelse. Altsaa haves 
ifdlge den 1ste (13) og (15), ved Multiplication med J, 

Rr==2Pj^p^. (33) 

Omvendt vil enhver af Formlerne (15) , idet venstre Side er besteml ved (13) , kunne afledes al 
den ene Formel (33) ved blot Division med ^i, idet Retningen af ^ antages sncaessive al fald« 
sammen med den positive Retning af or'aes, y'nes, Vnes Axe. — Ved Poiktels wrtmelle Emtigheé 
forslaaes enhver uendelig lille Forflyttelse af samme^ som kan finde Sted, uden Hensyn til de paa* 
virkende Kræfter, alene i Overeenastemmelse med de Betingelser, som det er underkastet. Er 
Punktet frit, kan dets virtuelle Hastighed tages efter tre vilkaarlige Axer i Rummet; er det bun* 
det til en Flade, da efter to vilkaarlige Axer i Tagentplanet ; er del bnndel lil en Unie, da alene 
efter denne Linies TangenU Skal Punktet være i Ligevægt, maa man i ethvert af de fre Tilfælde 
have, idet for etages den virtuelle Hastighed, Rr = 0^ i forsle Tilfælde formedelst R = Oy men 
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i ^de to aadre formedelst m 0> tflerdt Residtaiiteii R naa danse en ret Vinkel med deu yirtaelle 
Hastifbed. Altsaa haves ifdlge C33) denne almindeUge BetiAge)ses-*Ligning for Ligevegten af et 
enkeil Punkt: 

SP^P^^O (34) 

d. e* Summen af alle Kræfterne multiplicerede hver isør med den virtuelte Hastigheds Projection 
paa Kraftens Retning fsaa være Hig med Nul, alle Kræfterne regnede positive, men enhver af Pro- 
jectionerne regnet positiv eller negativ, eftersom den falder paa selve Kraftens Retning eller paa 
dens modsatte Forlængelse. Efter den Maade , hvorpaa den virtuelle Hastighed // bestemmes, vil 
Ligning (34), ved' Division med ^, give, efter Omstændighederne, enten tre Ligninger eller to 
Ligninger eller en enkelt Ligning, nemlig Ligningerne (17), den 1ste og 2den (29}, den 1ste 
(31)* — Rigningerne (24) kunnø ifolge (15} og (22) fremstilles saaledes : 

-- du dv ^ du dv „ du dv 

HP.cosa. + h^ — +A- T- = 0, ^P. cosiS.+i^i — +A. — «=0, IJP.cosv. + /^^ T-+*aT-=?=<'> 

idet h^ og h^ ere vilkaarlige Storrelser, almindeligen Functioner af x, y, 2* Antages et Punkt 
i den modsatte Forlængelse af Kraften P^ bestemt ved de retvinklede Coordinater $^, 9^, ^^, og 

sættes dets Afstand til det givne Punkt "^P^, haves 

cos«.=s =-r"> cos^.=» «=-T-> cosy. = =-7- > i^) 

* Pi, d^ * Pjt ^y Pk ^^ 

saa at de tre Ligninger (24) ogsaa kunne fremstilles saaledes: 

^^^Pk ^ dm , dv ^ ^Pk ^ du , df> ^ ^^ ^Pk ^ du ^ dv 

*dx dx *dx ''dy dy dy *d» *a» *d» 

Disse multiplicerede respeetive med da;, dy, d 2 og adderede give' 

SP^dp^ + h^du+h^dv^Oy (37) 

som er en Transformation af Ligning (26) , hvortil den reduceres ifdlge (15) og (36) , idet til- 
lige dii = og de »I O; men istedetfor i Ligningen 

SP^dpj^^O (38) 

^Pk ^Pk ^Pk 
at eliminere to af Stdrrelserne dop, dy^ d«, indeholdte i dp. =--— di + --— dy+--— dz. forme- 

' dx dy az 

deist dus. o 9 d« = 0, udledte af de givne Betingelses -Ligninger (23) mellem Coordinaterne 
X, y, Xy vil man ligesaa godt kunne betjebe sig af Ligningen (37), som deler sig i tre Ligninger 



.-*-. 
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Ted at sætte Coefficienterne for dx^ dy, d«, hver ismt csO, hvorefter Endeligningen B6gt8 ved 
Elimination af h^ og h^. Denne anden Met|iode er almindelii^re, efterdi Xj y, z ikke behdve at^ 
være retvinklede Coordinater, men knnne beteg^ne hvilkesomhelst tre variable Stdrreiser, hvorved 
Steder i Rummet kunne bestemmes, idet man dog vedbliver at have 






^n 



COS/J^, 



dp. 



d» 



= cos 



n 



Haves blot en enkelt Betingelse tf &= O , sættes i (37) A^ = O , hvorefter de tre Ligninger, hvori 
(,37) deles, give to Endeligninger ved Elimination af den enkelte Stdrrelse h^^ Er ingen Be- 
tingelse given eller Punktet fuldkommen frit, haves A^ es O og Aj| «= O, saa at (37) reduceres til 
(38), som deler sig i tre Ligninger, eensgjældende med Ligningerne (17). 



n 



ANDET CAPITEL. 

Krafter Tirkende paa et fast System af Punkter. 



fOrste afsnit. 

ParaUde Kræfter^ 

1. Et System af materielle Ponkter aigea at Tære fasty naar Forbindelsesmaaden tving^er 
dem lil al forblive i uforandrede indbyrdes Afstande og Stillinger, f. Ex. idet de aHe hdre til det 
samme faste Legeme. Ethvert af Punkterne kan være underkastet et System af Kræfter, som kan 
sammensættes til en Resultant (ifdlge 1ste Cap.)) hvorved erholdes blot enkelte Kræfter virkende 
paa de forskjellige Punkter* De Punkter i Systemet, som ingen Kræfter ere underkastede , kunne 
betragtes som ikke existerende, thi da de ingen Indflydelse kunne ud6ve paa selve Systemet af 
de givne Kræfter, maae de i Statiken ansees irom ligegyldige, Maar omvendt ved Transformation 
af det givne System af Kræfter forslgellige andre Kræfter blive indfdrte, maae deres Applica- 
tions-Punkter forudsættes fast forbundne med det oprindelige System af Punkter, men uden at de 
behovede i Virkeligheden at existere deri. — Et fast System af to Punkter ^, B (Fig. 5) er i 
Ligevægt, naar de underkastes ligestore Kræfter P i modsatte Retninger efter Linien ^B\ thi 
enhver af disse Kræfter kan blot virke til at forskyde denue Linie efter dens Forlængelse i Kraf- 
tens Retning, men da disse Kræfter ere ligestore og modsatte, er der ingen Grund, hvorfor Bevæ- 
gelsen skulde skee mere til den ene Side end til den modsatte. Disse Kræfter bevirke altsaa en 
blot Vdstramning eller Sammentrykning , uden Forlængelse eller Forkortelse , af den faste Linie 
ABy idet de nemlig enten kunne være dirigerede fra hinanden eller mod hinanden, altsaa enten 
kunne stræbe at fjerne Punkterne A og B fra hinanden eller at nærme dem til hinanden, hvilke 
Virkninger ophæves ved den faste Linies Reaction. Ethvert Punkt af denne Linie vil da være un- 
derkastet den samme Udstramning eller Sammentrykning, hvis Stdrrelse ?= jP; men det er tillige 
aabenbart, at dette ogsaa maa flnde Sted, naar det ene af Punkterne f. Ex. A er befæstet og alene 
B underkastet en Kraft P som forhen, thi Punktet A vil da uddve en Reaction liig og modsat 
den paa Punktet B applicerede Kraft P. — Er Systemet AB underkastet de tre i Fig. 6 anty* 
AnalytUk Mechanik* 3 
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dede Kræfter, +P yirkende pm B efter Retningen Bjij +P virkende pat A i samme Ret« 
ning d« e. efter Forlængelsen af B^^ og — P virkende paa j4 i Retningen ^B, saa vil 
dette System af tre Kræfter være eensgjældende saavel med den enkelte Kraft +P vir- 
kende paa jB, som ogsaa med den enkelte Ki'aft +i> virkende paa ^; thi deels ere de to Kræf- 
ter virkende paa jé i Ligevægt , deels er ogsaa ^ P virkende paa ^ i Ligevægt med -h P vir- 
kende paa B^ Heraf f5lger, at den enkelte Kraft + P virkende paa ji og den enkelte Kraft + P 
virkender paa B ere eensgjældende. Denne Sætning kan udtrykkes saaledes: Det er tilladt i et 
fast System af Punkter at antage Applications-Pnnktet for en Kraft forffyttet til et hvilketsomhelst 
andet Pankt i den rette Linie hvori Kraftens Retning er beliggende, forsaavidt som det nye Ap- 
plications-Punkt antages fast forbundet med Systemet. Kaar altsaa alle Pnnkterne i Systemet ligge 
i en ret Linie og Kræfterne ligeledes ligge i denne, dirigerede nogle til den ene Side, andre til 
den modsatte, saa give de en Resultant i samme Liniø liig Summen af alle Kræfterne regnede som 
positive og negative (I, (1)). 

2. To parallele Kræfter P og Q^ virkende paa de med hinanden fast forbundne Funkter 
JÉ og Bj dirigerede enten til samme (Fig. 6) eller modsat Side (Fig* 7), kunne almindeligea 
sammensættes til en enkelt Resultant A, idet dennes Applications-Punkt tænkes fast forbundet med 
yd og B, Til Systemet P, Q foie man de ligestore Kræfter Jlf, N virkende paa ui og B i mod- 
satte Retninger efter Forlængelserne af Linien ^B, hvilket er tilladt, efterdi dette System M, N 
er i Ligevægt* Ved Kræfternes Parralielogram sammensættes dernæst de to paa j4 virkende Kræf- 
ter P og M til Resultanten 5, ligeledes Q og N ^ virkende paa B, til Resultanten 7« Systemet 
5, 7 vil da være eensg|ældende med det oprindelige System P , Q. Tillige vil S^ T falde i eet 
Plaa med Pj Q, men S og 7 kunne ikke være parallele undtagen i det ene Tilfælde, hvor P og 
Q vendte til modsatte Sider (Fig. 7) ere ligestore. Naar dette sidste Tilfælde undtages, ville de 
rette Linier, hvori Kræfterne 5 og 7 falde, forlængede stdde sammen i et Punkt O, som man 
kan gjdre til disse Kræfters fælleds Applications-Punkt (Art. 1). Opldses nu 5 i to Kræfter lige 
og^ parallele med P og My ligeledes 7 i to Kræfter lige og parallele med Q og Ny erholdes fire 
Kræfter virkende paa O, nemlig Py Q, ^, iV, af hvilke Hf og N (i Fig. OM' og O i/') som 
ligestore og modsatte hæve hinanden* Altsaa blive blot P og Q tilbage, som falde paa den 
samme Linie z^ de oprindelige Kræfter P og Q, nemlig Linien OCj som i C skjærer AB 
(Fig. 6} eller dens Forlængelse C^ig« 7>. Den sdgte Resultant R er fdlgelig bestemt ved 

R=P±Q, (1) 

idet dverste eller nederste Fortegn gjælder, eftersom de parallele Kræfter P og Q ere vendte til 
samme Side (Fig. 6) eller til modsatte Sider (Fig. 7). Antages P og Q positive , og i det an- 
det af Tilfældene P>Qy bliver R positiv, og den er i det fOrste Tilfælde vendt tU samme Side 
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som P og Q faml belig^ode mellem dem> i det andet Yendt til samme Side som den storste 
Kraft P samt belinende ndenfbr dem og nærmest ved P, Man kande i Cl) ^^^ blot Overste 
Fortegn men derhot regne de parallele Krefter som positive eller negative^ eftersom de ere vendte 
til den ene Side eUejf til den modsatte« Panktet C, kaldet Centrum for de to parallele Kræfter 
P og Qf ktt antages som Applieations-Ponkt for Resultanten R, For at bestenmie dets Beliggen- 
hed sMe auin 

og man nedfetde Ara C Perpendicnløreme m og t paa Retningerne af Kræfterne S og T, samt p^ 
og 9i paa Relningeme af P og Q. Da C ligger i A, Resultanten af S og 7, og tillige i if, 
Resultanten af S og af en Kraft Hig og modsat P , samt i iV, Resaltanten af T og af en Kraft 
liig og modsat Q^ saa haves ^I, (18)) 

S$=Tt, ^ Ss=Pp^, Tt=Qq^, 

altsaa Ppi »Qg^, men tillige er ^»s^, fdlgelig 

9 9i 

Pp^Qq. (2) 

Med Cl) o? rø combineres 

r^q±p. (8) 

Naar altsaa tre af de sex Stdrrelser Py Qy Rj p, q^ r ere givne, kunne de tre andre findes, dog 
forudsat, at de tre givne hverken ere alle tre Kræfter P, Q^ Ry ^Her Alle tre Li&ierp, qy n 
Særskilt bemærkes den afledte Relation 

^=^=-^. (4) 

q p r 

d. e. naar tre parallele Kræfter, hvoraf den ene er Resultant af de to andre, overskjæres af en 
ret Linie, vil enhver af Kræfterne forholde sig som det Stykke af Linien, der afskjæres mellem 
de to andre Kræfter. Af Cl) og (4) fdlger, at naar R er, som forhen. Resultant af P og Qy 
saa er omvendt P Resultant af R og af en Kraft Hig og modsat Q, ligeledes Q Resultant af R 
og af en Kraft liig og modsat P. '^ At Py Q og r som^ givne bestemmes R ved (l')y og for p 
og q haves 

c — ^ (6) 



P±.Q^ ^ PJlQ 



3. Den fondue Bestemmelse for Resultanten af to parallele Kræfter forudsætter, at disse 

ikke ere ligestore og modsatte. I dette Tilfælde vilde Formlerne (1) og (5} give, formedelst 

P^ssQ og nederste F<Nrtegn, 

3* 
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hvoryed antydes, al Sammensætniogen er umalig. Derimod erholdes stedse ea Resultant, naar de 
modsatte Krefter P og Q give en Forskjel, on end nok saa lille. Antage« P nforandret, men Q 
Tozende at nærme -sig til jP, vil Centret C (Fig. 7) stedse mere Qerne sig henad Forlængelsen af 
BA 0% til samme Tid R bestandigen aflage, saa at man ved at lade Q afvige fra P ved en til- 
strækkelig lille Differents , kan bringe C til at fjernes lige saa langt som man vil og tillige re- 
dacere R til at blive lige saa lille som man viU Saasnart Q, fremdeles vozende, kommer til at 
overstige P, vil C falde til den anden Side, i Forlængelsen af AB ud over B^ og R falde i Ret- 
ningen af Q, men man kan atter bringe C til at fjernes og R til at formindskes saa meget man 
vil. I selve Overgangen, hvor QsssPy vil folgelig ingen Resultant kunne virkeligen angives. — 
Han kan stedse, om man vil, antage AB (Fig* 6 og 7) perpendiculær paa Retningen af de to 
parallele Kræfter P og Q, som virke paa ^ og jB^ thi drages en vilkaarlig Linie perpendiculær 
paa denne Retning, kunne dens Skjæringspunkter med de forlængede Retninger af Kræfterne iages 
som Applications-punkteme for disse. Ere nu tillige Kræfterne P og Q ligestore og modsatte 
(Fig» 8), kunne de aabenbart alene virke til at omdreie Systemet om O, Midtpunktet Bf AB, 
hvilken Virkning umuligen lader sig frembringe ved nogen enkelt Kraft. De to Kræfter maae 
derfor betragtes under eet som en selvstændig Kraft af en egen Art, hvilken vi, paa Grund af 
Virkningen, kalde en Seingkraft*). 

4. For et hvilketsomhelst System af parallele Kræfter P^ P^ , P%i***Pu^ som regnes 
positive eller negative, eftersom de virke til een Side eller den modsatte, og hvis Applications- 
Punkter, fast forbundne med hinanden, kunne have hvilkensomhelst Stilling i Rummet, vil man ved 
successiv Sammensætning kunne bestemme Resultanten, som kan være enten en enkelt Kraft eller 
en Svingkraft. Resultanten af P^ og P^, som er ifdlge (1) P^-fP^, sammensættes med Pg, 
hvilket giver P| -^P^-^P^i der igjen sammensættes med P^, o. s. fr., saa at Resultanten R af det 
hele System bestemmes ved 

ilc=Pj+p^+P3,,,+p„, (6) 

men herved forudsættes at disse successive Resultanter alle ere enkelte Kræfter, undtagen R selv, 
som muligen er en Svingkraft, idet Suinmen af alle Kræfterne er O. Da den Orden, hvori Kræf- 
terne sammensættes, er ligegyldig, vil den nævnte Forudsætning f. Ex. kunne opfyldes ved forst 
at tage alle de positive, dernæst de negative Kræfter, eller ogsaa omvendt, hvis nemlig den fdrste 
Maade vilde lade Summen blive O, saasnart man standsede med et af de negative Led , thi i dette 



*) PaiHsolt som fdrsi viste deos store Betydning i Statiken, kaldte den paa Fransk tifi coiip/e. 
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TSIfftlde Tilde R selv blive negfttivj saa at ingen af de saccessive partielt Sammer kande blive O, 
naar de negative Led toges fdrst. *— Ere Applications-Pnnkterue for P^, jP^, jP,,«.« fremstille 
ved jéij ^^y -^tj*** (P>?* 0)9 findes ved Constrnction ifdlge (5) Centrerne C^, C^, C^,^.^ for 
de snccessiye Besoltanter JPj +-Pj, jP^ +/>j+ jPj, /'j + P^ + P^ +P^9^**j som beliggende i Li- 
nierne AiA^^ ^1^89 ^2^4,9 ^z-^^i*** cl^f ^® samme Liniers Forlængelser (Fig« forudsætter 
Pfi ^«j ^a positive, P4, JP^ negative, samtP,* ♦♦+-P4 positiv, P^, • ♦+P^ negativ)* Forsaavidt 
ikke Jl = 0, vil man ende med et bestemt Pnnkt Cn^, som er Centrom for det hele System 
P^, P2,*«*P«. Da p og 9 bestemte ved (5) ere uafhængige af Retningen af de parallele Kræf- 
ter P, Qi ligesom de heller ikke forandres naar P og Q begge voxe eller aftage i samme For- 
hold, saa vil ogsaa Centrum C^ forblive det samme naar alle Kræfterne P^ , P^^^^^Pn uden at 
forandre deres Parallelisme omdreies hver især om sit Applications-Punkt ^| , A^y ^3,»,*, lige- 
som ogsaa Cn forbliver uforandret, naar de samme Kræfter forandres i Stdrrelse, medens deres 
indbyrdes Forholde forblive de samme; 

5. liaar Applications-Funktet for enhver af Kræfterne P^ er givet ved Coprdinateme 
^k^ ^k* ^k ^ ^^ hvilketsomhelst , retvinklet eller skjævvinklet , Coordinatsystem , findes Centrets 

Coordinater |^ tj, ^ saaledes. Antag f5rst (ligesom i Art. 2) to Kræfter alene P og Q tillige- 
med deres Resultant R^ og at deres Applications-Punkter ^, B^ C ere bestemte ved positive Coor- 
dinater efter z*nta Aze, ^a, J9 6, C c (Fig. 10, 11, 12). Gjennem C drages en Linie =;6= acb 
(Projectionen paa PI. xy zt Linien ACB erholdt :^ z'nes Axe)» Denne Linie skjærer Aa og 



Bh i Pottkteme J og b\ Ifolge (2> er — =3-^= — y eller 

Q p AA 

O^P.Aj — Q.BSf, 

og ifdlge (1), idet Cc=^A^a=^Bfbj haves 

R^Cc^ P*j/a ±^Q^B\ 

Ved hertil at addere (Tig. 10 og 12>> elier herfra at subtrahere (Fig. It) , den foregaaende, er- 
holdes 

R,Ce=P.Aa±.Q,Bb. 

Produktet af en Kraft med dens Applications -Punkts Coordinat efter «^nes Aze kaldes Kraftens 
Moment med Hensyn til PL xy. Regnes altsaa de to parallele Kræfter som positive eller nega- 
tive, ligesom forhen , saa udviser den fundne Formel, at Summen af deres Momenter med Hensyn 
til et Plan er liig Resultantens Moment med Hensyn til samme Plan, idet de tre Kræfters Appltca- 
tiona-Punkter falde paa samme Side af Planet* Denne Sætning udvides ligefrem til et hvilketsom- 



heUt Antal af lammeiisøttende parallele KnBfler P^ P%i***^ni idet Resaltanten R findes ved 
successiv Sammensætning (Art. 4), altsaa 

idet ^, »i, «9v**'a forndsøttes alle positive , men denne Indskrmikning bortfalder if61ge CO9 som 
'multipliceret i alle Leddene med h og subtraheret fra den fundne Li^ing giver det samme som 
udkommer ved at forandre f, Sj, x^,.**«« til f— A, z^ — A, «, — A, »««<«— A d. e. til Ap- 
plications - Punkternes positive eller negative Coordinater regnede ^ z^'nes Axe til et nyt Plan 
stillet z^ PI. rry i hvilkensomhelst Afstand. Altsaa haves overhoved til Bestemmelse af Coordi- 
naterne S,^7j, ^i 

Ri^ZP^x^, Rfj^SP^y^, R^=2P^%^, (7) 

Summen 2 svarende til k=l, 2, 3^*« •». Af disse Formler st^Sy hvad der ogsaa fdlger af 
den geometriske Construclion C'A^rt. 4) , at naar alle de givne Applications • Punkter ligge i eet 
Plan, maa ogsaa Centret ligge deri; thi naar ethvert Punkts Coordinater x^^ y^^ %^ tilfredsstille 

en Ligning af Formen 

hvor Aj J9, Cy D ere constante, saa vil denne Ligning ogsaa tilfredsstilles ved x = i, 9^=^Vy 
s = ^. Ligge de samme Punkter i een ret Linie , maa ogsaa Centret ligge deri 9 thi i dette Til- 
fclde haves to Ligninger af dea nævnte Form, som tilfredsstilles af Coordinaterne til ethvert af de 
givne Punkter. ~ Formlerne (7) vise tillige, at ved hvilkesomhelst Forflyttelser af Applications- 
Punkterne for de givne Kræfter jP| , 1'^,« • « til andre Punkter i disse Kræfters Retninger bliver 
ogsaa Centret forflyttet til et andet Punkt i Retningen af Resultanten R, Er nemlig Retningen 



af P, fremstillet ved 

k 



— ** »— y* »— 



« — s 



— ^=^„ 



saa blive x^^ y^, s^ ved Punktets Forflyttelse forandrede til 

Da nu a, 6, e ere de samme for alle Kræfterne, efterdi deres Retninger ere parallele, saa erhol* 
des istedetfor (7), til Bestemmelse af Coordinaterne £^ i>/9 ^ for det nye Centrum : 

Ri-=SP^Xj^-^a2Pj^J^, R'^=2P^y^^b2P^J^, rI=2P^z^+c2P^J^. 
Disse combinerede med (7) give 



• 1 — l ^ v-v ^ C-S ^ ^^k^k 

hvoraf tees al begge Ceulnrne ligge i RetBiBgren af ResaltaDteB A» 

6. Fofmlerne (7) foradsieUe, at ikke 

i? = 0. (8) 

Finder derimod denne Lifningr Sted, vil en hyilkensomlielst af de givne Kræfter f. Ex. P«» være 
liig- og modsat Resultanten af alle de andre, saa at det hele System enten vil vanre i Ligevæn^ 
eller redaceres fil en Svingkrafl. Disse to Tilfælde adskilles lel fra hinanden. For at nemlig Sy- 
stemet, forudsat fuldkommen frit, kan være i Ligevægt, maa man ikke blot have Pn Hig og mod- 
sat Reaultanten af P^ , P^ , * « • Pn—i » Bien disse to Kræfter maae tillige falde paa den samme 
Linie. Coordinaterne £|^ ^^ , ^| til Centrum af Kræfterne P^ , P^j.^^Pn^i ere bestemte 
ifolge CO ved 

„ ^Pk'k-P.^n ^^kyk-^nK ^^t't-^.V 

£i Vi Cl 

cHer 

ar, — Ji^j y« — ^1 «» — fi* 
Betingelsen for, at Linien bestemt ved Punkterne C^», y«,, ««) og CSi? 9i.9.fi) ^^ parallel med 
de givne Kræfter, udtrykkes, ifdige Betegnelserne i Art. 5, ved 

^ «— — ^— s: — - >. 

abc 

eHer, ved MuUiplication med dé ovenstaaende Udtryk for Pn^ 

2P,x. rP.y. 2P.». 

p^J= LJ.«_*_t« L±. (9) 

abc 

For at altsaa Systemet kan være i Ligevægt , maa ikke blot Summen af Kræfterne være O, men 
tillige maae Summerne af deres Momenter med Hensyn til de tre faste Planer y Zy xsy xy forholde 
sig som Constanteme ø, 6, c, der bestemme Retningen af Kræfterne mod de samme Planen Er 
derimod blot Summen af Kræfterne O uden at den anforte Proportionalitet finder Sted, saa reduce- 
res Systemet til en Svingkraft, — Antag f. Ex. z^nes Axe parallel med Kræfternes Retning , alt- 
saa a = og 6 css O, medens c ikke er O. Betingelsen for Ligevægt vil da være udtrykt ved 

rP^«a, 2P^a?^ = 0, SP^y^^O, (10) 

d. e. Summen af Kræfterne maa være O, og tillige Summen af Kræfternes Momenter liig O, disse 
Momenter tagne med Hensya til to forskjellige Planer, som begge ere parallele med Kræfternes 
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Retaing uden at være indbyrdes parallele. At samme Betingrelie deroest ogrsaa er opfyldt med 
Hensyn til ethvert andet Plan parallelt med Kræfternes Retnings, folger ligefrem af Coordinatemes 
Transformation, idet man gaaer over til et nyt System i^z^ bvor % :9b s, nemlig 

folgelig 

saa at Betingelserne (10} ere eensgj ældende med 

Ånm^ Antages i (9) Systemet xy* for retvinklet, saa blive a^ h, e Cosinnsseme af Vinklerne, 
som de positive Retninger af Axeroe æ, y, s danne med Kreflerpes Retning, forlænget til den ene eUer 
den anden Side, og til samme Tid vil den numeri«ke Værdie af J betegne Afstanden mellem Punkterne 
(jtq 9 y„9 s„) og {ilt 1^1, (1)« Tillige blive Kræfterne multiplicerede med deres Applications - Punkters 

positive eller negativ« Afstande fra Planerne , hvilket er den sædvanlige Betydning af Kræfters Momenter 
med Hensyn til Planer. 

ANDET AFSNIT. 

Svingkræfler. 

7. En Svingkraft dannet af Systemet af de to ligestore og modsatte Kræfter .Ps=Q 
CFig. 8) være betegnet (P ^ — P); Afstanden AB mellem begge Kræfterne kaldes Strngkrafims 
Arm, Produktet P^AB Stinghraftens Moment, Man kan stedse antage en Svingkraft forflyttet, uden 
Forandring af Omdreiningens fietning, til en hvilkensomhelst anden Stilling i samme eller et pa- 
rallelt Flan, og tillige Kraften P forandret tilligemed Armen AS, forsaavidt Momentet forbliver 
det samme; thi Virkningen paa Systemet kan ikke forandres derved, forsaavidt den nye Arm tæn- 
kes fast forbundet med den oprindelige. Saaledes være forst Svingkraften C^, — P) forflyttet, 
uden Forandring af Kraft og Arm, til en parallel Stilling C^', — t^^ i samme eller et parallelt 
Plan, saa at den nye Arm CD (Fig 13^ er liig og parallel med den oprindelige AB^ Til den 
givne Svingkraft C^, — P) kan man fdie Systemet af de to dermed ligestore og hinanden mod- 
satte Svingkræfter C^, — P') og C'^, — P"), applicerede paa Armen CD\ men C'^, — PD og 
CP^\ — -P''^, som omdreie i modsat Retning, ophæve hinanden, efterdi Resultanten af de to lige- 
store og parallele Kræfter P og P" og den af — P og — P" ere ligestore, begge applicerede 
paa /, fælleds Midtpunkt for AD og j?C, samt virkende til mpdsatte Sider* Altsaa reduceres 
Systemet af de tre nævnte Svingkræfter til den ene C^9 — ^)- — Ligeledes kan Svingkraftes 
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CPy — F) forflyttes i saame Plan red en hvilkensombelit Omdreining om Armens Midtpnokt / 
(¥ig. 14) lil en ny Stilling C^, — P'). Fdies nemlig alter til QP , — F) Systemet af de to 
dermed ligestore og hinanden modsatte Svingkræfter C^, — F") og C^', — P''), saa ville 
CP , — 10 og QP^', — P") , som omdreie i modsat Retning, ophæve hinanden ; thi — P og P" 
forflyttede til deres Skjæringspunkt H give ved Sammensætning en Resultant dirigeret efter IH9 
medens P og — P" forflyttede til deres Skjæringspunkt G give den samme Resultant til den mod- 
satte Side, nemlig efter IGy idet G IH er den Linie, som halverer Topvinklerne AI C, DLB. — - 
Ved at combinere begge diss^ Transformationer med hinanden vil man kunne henflytte den ufor- 
andrede Svingkraft C^, — P), uden Forandring af Omdreiningens Retning, 4il enhver anden Stil- 
ling i samme eller et parallelt Flan; men at dernæst ogsaa Kraften P kan forandres tilligemed 
Armen, bevises saaledes. Forlænges Armen AB for den givne Svingkraft QPf — P) ved et vil- 
kaarligt Stykke BC (Vig. 16), og tilfdies to med hinanden ligestore og modsatte Svingkræfter, 
(ft •""© ®? CQ\ — Q'^9 applicerede paa Armen J5C, saa vil C^, — P) være ligefrem trans- 
formeret til QQ, — Q), der virker til Omdreining i samme Retning , forsaavidt blot de to andre 
Svingkræfter ophæve hinanden« Da — P og — Q\ applicerede paa J9, sammensættes til — P — Q\ 
saa vil denne Resultant være ophævet ved Systemet af P og Q\ dersom disses Resultant ogsaa er 
appliceret paa B. Betingelsen herfor er ifdige (2), at P^AB^=Q\BC, For at altsaa Sving- 
kræfterne C^, — P) og C^, — Q')y virkende til Omdreining i samme Retning , kunne træde den 
ene istedetfor den anden, maae de blot have samme Moment P^AB=Q^BC, Det er altsaa for- 
foruden Omdreiningens Retning alene Momentet, der maa forblive uforandret, medens forresten 
baade Arm og Kraft kunne forandres samtidigen med den vilkaarlige Forflyttelse i Flanet eller til 
et andet parallelt Plan« 

8. Maalet for en Svingkrafts Virkning (hvad man kunde kalde Svingkraftens Intensitet) 
er dens Moment. Antag nemlig fdrst to Svingkræfter (JP, — P) og (Q, — Q) virkende paa en 
fælleds Arm p og i samme Retning. De maae da forholde sig til hinanden som selve Kræfterne 
P og Q, Dette indsees ved at henfdre disse til den fælleds Enhed^ hvorefter begge Svingkræfter 
kunne tænkes sammensatte af lutler ligeslore Svingkræfter Cl 9 — 1) med fælleds Arm p og lagte 
paa hinanden« De maae fdlgelig forholde sig som Antallene af disse d« e« som P : Qy naar dette For- 
hold er commensurabelt, men det samme maa ligeledes gjælde if6lge Grændsernes Methode i Til- 
fældet af Incommensurabilitet» Naar dernæst de to Svingkræfter QP^ — P) og iQ, — 0, vin- 
kende i samme Retning, have en forskjellig Arm, p og 9, saa vil CQj — med Armen q kunne 

transformeres C^rt. 7) til f — Q, — ^O) med Armen p, thi Momentet forbliver da det samme, 
Anaiytiåk Møehaniht ^ 



ad 

c, -i. C.p. AlUa. «..e CP, - P) o, CQ, - 0, -d Annene p o. ,, forholde ,i, ii, bin- 

andea som C^, — J») og ( — C> ""~C)> "®^ fælleds Arm p, fdlgelig som P : -^ Q eller som 
Pp'-Qq^ d. e. de forholde sig som deres Momenter. 

9. To Sving-kræfter, som ligge i samme Plan, eller i to parallele Planer, kunne sammen- 
sættes til en enkelt i et parallelt Plan, saaledes at Momentet af denne er liigt Summen eller Dif- 
ferentsen af Momenterne af de sammensættende, eftersom de omdreie til samme eller til modsat 
Side. (P, — J?) og CQy — Q^ yære de to Svingkræfter, p og q deres Arme. Man antage dem 
flyttede til samme Plan og transformerede til to andre C^'i — P'') o? iQ' y — C) > applicerede 
paa en fælleds Arm D, idet Pp^^P^D,^ Qq'=iQ'D. Tillige være P og P' positive, men Q og 
ijf positive eller negative, eftersom den anden Svingkraft har samme eller modsat Retning af den 
f6rste* De to Svingkræfter med fælleds Arm D udgj6re tilsammen den ene 

hvis Moment er CP'+Q'')D ^s^Pp-h Qq. — Almindeligen vil et System af positive og negative 
Svingkræfler i samme Plan eller i. parallele Planer ved Sammensætning give en enkelt resulterende 
Svingkraft i et parallelt Plan, idet Momentet er liigt Summen af Momenterne af de givne. Det 
vedtages herved at regne hver Arm positiv, men Kraften og fdlgelig Momentet som positivt eller 
negativti eftersom Omdreiningen falder i den ene Retning eller i den modsatte* 

10. En Svingkrafts Plan kan beqvemt angives ved Stillingen af dens Ære, som er en ret 
Linie, der fra Armens Midtpunkt, kaldet Centrum for Svingkraften, opreises perpendiculærf paa 
Planet* Den vedtages at være dragen ud til den Side, som lader Omdreiningen om samme vise 
sig fra venstre til hdire, naar man fr« et Punkt i samme seer hen imod Centrum* Haves et Sy- 
stem af Svingkræfter i forskjellige ikke parallele Planer, kunne de alle flyttes parallelt til et fæl- 
leds Centrum, hvorfra alle Axerne drages ud, som saaledes afskjæres, at deres Længder forholde 
sig som de tilsvarende Svingkræflers Momenter. Heraf bestemmes den resulterende Svingkrafts 
Axe i Retning og Størrelse efter den samme Lov, hvorved man finder Resultanten af et System 
af enkelte Kræfter applicerede paa samme Punkt G9 ^^* Sammensætningen af et System af pa- 
rallele Svingkræfter C Art. 9} er specielt indbefattet heri, idet alle Axerne falde paa den aamme 
Linie , nogle dirigerede til den ene Side , andre til dea modsatte. — For et System af to ikke 
parallele Svingkræfler kan Sætningen bcTises saaledes* A (Fig. 16) vær^ det fælleds Centrum, 
ÅL og ÅM begge Axerne, der forholde sig som de tilhdrende Arme, I At og mAm\ afsatte i 
Planet MAL perpendiculære paa AL og AM, idet A er disse Armes fælteds Midtpunkl* Fa« i og 



t ere allMA de tigestore o% parallele Krøller applicerede 9 P og — Py ligesaa paa m og m', tfai 
de parallele Krcfler sek ere de sanine i ht^ge Sringkrøfterne, naar disses Momenter antages at 
lérholde sig som Armene. De parallele Krøfler ere tillige stillede (Art. 7) perpendieolære paa 
Azénea Plan MÅL^ Dannes Parallelogrammel MAL G og de to dermed ligedannede, mAlg^mA ig\ 
saa Til g Ag have sit Midtpunkt i A og være perpendicnlsr paa AG, Ved Sammensntning af 
de to parallele Kræfter P^ applicerede paa m og /, og ved Sammensætning af de to tilsvarende, 
— iP, applicerede paa m og 1^ erholdes Resultanterne, 2 J? og ^ 2 J? , applicerede paa Diagona- 
lernes Skjæringspunkter eller Midtpunkter c og c', altsaa Svingkraflen C^P, — 2/') med Armen 
CC. Denne Svingkraft er igjen liig med Svingkraften {Py — P) appliceret paa Armen gg't=3^cc\ 
hvortil svarer Axen AG, Diagonalen i de to sammensættende Svingkræfters Parallelogram MALG'^ 
thi ifolge Constructionen ville de tre Arme it^ fnm\ g g' forholde sig som AL^ AM^ AG, — 
For el hvilketsomhelst System af Svingkræfter, fremstillede i Sldrrelse og Retning ved Axerne 
dragne ud fra et fælleds Centrum, vil nu den resulterende Svingkraft eller den dertil hdrendeAxe 
ligefrem findes ved successiv Sammensætning. Herved erholdes fdlgelig den samme Construction 
og derpaa stdttede Formler, som ere fundne for Sammensætningen af et System af enkelte Kræf- 
ter applicerede paa samme Punkt, saavelsom de samme Betingelsesligninger for Ligevægten, Sy- 
stemet antaget frit (I, (13)— (17))« 

TREDIE AFSNIT. 

Et almindeligt System af Kræfter^ 

11. Haves et System af Kræfter, hvis Retninger og Storrelser ere hvilkesomhelst, appli- 
cerede paa Punkter^ som ere fast forbundne med hinanden, vil Sammensætningen kunne skee saa- 
ledes. Man vælger vilkaarligen et Punkt A fast forbundet med Systemet. Enhver Kraft P er 
eensgjældende med en dermed parallel og ligestor Kraft P appliceret paa A og en Svingkraft 
dannet af den givne Kraft P og en dermed ligestor og niodsat appliceret paa A, Naar alle de 
givne Kræfter jP^ , P^y P^^***Pu paa denne Maade transformeres, erholdes deels el System af 
enkelte Kræfter applicerede paa Ay deels et System af Svingkræfter. De fdrste, som ikke ere 
andre end selve J?|, P,,*«*iP«i flyttede til det fælleds Applications-Punkl A uden Forandring af 
Stdrrebe og Retnings sammensættes til en Resultant R appliceret paa A. Ligeledes blive all« 
Svingkræfterne sammensatte til en eneste resulterende Svingkraft (5, — iS}, hvis Plan alnindeligen 
ikke er parallelt med Retningen af A. Vælges istedetfor A et andet Punkt hvilketsomhelst, bli« 
ver dog R ikke derved forandret, men flyttes blot parallelt tilligemed Ay hvorimod (5^, — S) for- 
andres baade i Plan og Stdrrelse. — Da en Svingkraft ikke kan sammensættes til en enkelt Kraft, 

4* 



28 

fdlgelig heller ikke hringeB i Ugeymgt med nogen enkelt Krtft, saa fdlger af den foregraaende 
Sammensetningy at der til Systemet« ;Ligevægt u^reyes »om en nddvendig og lilstriekkelig Be- 
tingelse, at baade A s= O og Momentet af (5, — s) rs o , d« e. alle Krefleme flyttede paralMl til 
samme Punkt maae v»re i Ligevegt, og alle Svingkrsfteme , som fremkomme af disse Forflyttet* 
ser, maae ligeledes særskilt være i Ligevegt. 

12. For at det givne System af Kræfter kan blive sammensat til en enkelt Kraft, maa 
det dermed eensgjeideude System R og (5, —5) kunne bringes i Ligevægt ved Tiifdielse af en 
enkelt Kraft R\ hvortil udkræves at R og R' udgjore en Svingkraft, som er Hig og' modsat 
(5, — S), Tre Tilfælde kunne nemlig tænkes: 1? R og R' kunne sammensættes til en enkelt 
Kraft, men denne kan ikke være i Ligevægt med (5 , — <S) ; 2? R og Bf give en enkelt Kraft 
og en Svingkraft, men denne sidste sammensat med (S, — 5) giver en resulterende Svingkrafl, og 
der er foigelig ikke Ligevægt; 3^ R og Rf give en Svingkraft. Kun i dette Tilfælde vil Lige- 
vægten kunne finde Sted, og hertil udfordres, at R og R[ udgjdre en Svingkraft, som er liig og 
modsat (S , — S), Altsaa maa R ligge i et Plan parallelt med Planet af (5, *— 5), hvorefter 
R^ vil være bestemt, og deraf igjen den enkelte Resultant, som er liig og modsat A', foigelig og- 
saa Hig og parallel med R, Flyttes (5, — 5) ben i eet Plan med i2, vil man kunne lade 5 
falde sammen i Retning med A, hvorved erholdes de to parallele og modsatte Kræfter it+5 og 
-—5, som sammensættes til en enkelt Kraft R (Art. 2). Det maa kun forudsættes, at ikke Aes O; 
thi i saa Fald kunde Sammensætningen ikke finde Sted medmindre tillige (S, — 5) = O, men Sy- 
stemet er da i Ligevægt, og giver foigelig ingen anden Resultant end R^sO appliceret paa et 
hvilketsomhelst Punkt. — Er Retningen af R ikke parallel med Planet af (5, — S) , kan man ved 
Forflyttelse af (5, — S) erholde S appliceret paa A^ saa at A og 5 kunne sammensættes til en 
Resultant 5^, hvorved det givne System af Kræfter reduceres til to Resultanter Sf og — 5, som 
ikke Hgge i eet Plan. Denne Reduction kan finde Sted paa uendelig mange Maader. To Kræfter, 
som ikke ligge i eet Phin, have ingen Resultant, men kunne (Art. IJ) sammensættet til en en- 
kelt Kraft og en Svlngkraft, hvis Plan ikke indeholder den enkelte Kraft. Ved denne Sammensæt- 
ning kan som ji tages Applieations-Punktet for den ene af de to Kræfter. 

13. Betingelsesligningeme for Ligevægten erholdes saaledes. Cpnktet A (Fig. 17) være 
Begyndelsespunktet for de tre Coordinataxer x, y, «, som ikke ligge i eet Plan, og hvis Vinkler 
mod hinanden^ y^z, op .s, a;.y, ere vilkaarlige. JXf, som er Applications-Punklet for en Kraft P, 
er bestemt ved x^^Apj ys^^^, %s=sj4ny og man antage P oplost i tre Kræfter X, Y, Z efter 
de tre Azer. Z flyttes til m i Kraftens Retning, nemlig Projectionen af ^ paa PI. xy erholdt:^ 
Vnes Axe. Foies til Systemet de to Kræfter Z og — Z applicerede paa ^, saa at de falde paa 
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fldve s'iies Aze, saa vil Z applloerel paa m kunne betragtes som transformeret til den enkelte 
KraØ Z appliceret paa A og Svingkraften (Z, — Z) appliceret paa ^^ og m. Denne sidste de- 
componeres i lo andre Svingkræfler (Z^ *-Z)^ den ene i PL xz appliceret paa A ogp, den an- 
den i PL y» appliceret paa A o% q\ thi ved Sammensætning af de to i disse Svingkræfter inde- 
holdte paraliele og ligestore Kriefter Z, applicerede paa p og 9, erholdes en dermed parallel Re- 
sultant 2Z appliceret paa Oy Skjæringsponktet af Diagonalerne Am og pq^ og denne Kraft de- 
componeres igjen i to Kræfter Z applicerede paa m og A y af hvilke den sidste sammensat med 
de to Kræfter — . Z, indeholdte 1 de sammensættende Svingkræfter, giver den enkelte Kraft — Z 
appliceret paa A. Paa lignende Maade kunne Y og X, applicerede paa M, transformeres til de 
enkelte Kræfter Y* og Jf applicerede paa Ay altsaa dirigerede paa selve Axerne y og a:, samt to 
Svingkræfler (Yj — y) i Planerne xy og jfs, applicerede paa Ap og An, og to Svingkræfler 
(Xf ^^X) i Planerne xy og xz, applicerede paa Aq og An^ De saaledes erholdte sex Sving- 
kræfler sammensættes to og to i hvert af Planerne yz^ xz, xy^ hvorved odkomme tre Svingkræf- 
ter^ hvis Momenter ere 

(Zy — ya)sin(y,s), (A's— Zx)sin(x^z), (Jfx — Jfy) sin (a?* y) , 

beliggende respective i PL yz, xzj xy. Det er herved iagttaget, at Momentet i hvert Plan er 
positivt eller negativt^ eftersom det virker til Omdreining fra venstre til hoire eller omvendt om 
den positive Retning af den skjærende Coordinataxe* Naar enhver af Kræfterne />|, P^y^^^Pn paa 
denne Maade transformeres y og Coordinaterne til Applications-Punklet for P^ betegnes x., y , s , 

dens Composanter efter Axerne Jf^ Y^y Z^, saa erholdes ved Sammensætning deels tre enkelte 

Kræfter Xy Yy Zy applicerede paa A efter o^'nes, y*nes, s'nes Axe, nemlig 

X^SX^y Y^SY^y Z^SZ^y (11) 

deels tre resulterende Svingkræfler i Planerne yzy xzy 2;y, nemlig Lsin(y«z), Main(x,zy, 
Nn\n(x^y)y idet 

L^Z(Z^y^^Y^z^)y M^2(X^z^-Zj^x^)y N= SiY^x^^ X^y^^, (12) 

For at Systemet P^y P^,**«/'« kan være i Ligevægt, maa særskilt Systemet af de enkelte Kræf- 
ter Xy Yy Z være i Ligevægt, ligeledes særskilt Systemet af Svingkræfterne givne ved L, My N. 
Betingelsesligningerne haves altsaa (I, 7) ved at sætte enhver af de sex Stdrrelser Xy Yy Zy Ly 
My N liig O, d. e. 

i:jr^=o, SY^'=Oy zz^ — o, (13) 

-S(^*y*-^»-*)-=0' -2:(jr,«,-z,..,)-o, -2:(y,.,-jr,y,)=o. (i4) 

Ere disse Ligninger opfyldte for et vist System af Axer, saa er der Ligevægt, hvoraf fdlger at 
de ogsaa maae være opfyldte for ethvert andet Sytem af Axer, hvilket desnden let godtgjdres ved 



Hjelp af de bekjendte Formler for Coordinalemes Traosrormaiion (j^f* h C^))* -* ^r CoordiiiaU 
systemet retvinklet, og betegne a^y /?^, y^ VinklerDe, som Retnioifen af P^ danner med de posi- 
tive Retninger af Axeme, saa haves (I, O^)) 

saa at LigniDgerne (13^ og (14} kunne fremstilles saaledes: 

Z/>^cosa^ = 0, 2:P^cos/y^e=0, 2:P^cosy^=0, (16) 

2P^(y^cosy^—z^co8fi^) = O, 2!P^(2^cosa^— x^cosy^) = O, 2P^{x^cos^^— y^cosa^ = 0. (16) 

14. Fdlgende specielle Tilfælde maae særskilt bemærkes: 

1? Retningerne af alle Kræfterne, forlængede hver især til den ene eller den anden Side, 
kunne convergere til samme Punkt. Tages dette som Begyndelsespunktet Ay haves ifdlge Sætnin- 
gen om Oplosningen af en Kraft P^ i tre Composanter JT^, Y^^ Z^ (I, 4) 

saa at Ligningerne (14) ere tilfredsstillede* Beiingelsesligningeme for Ligevægten reduceres altsaa 
til de tre Ligninger (13), hvilket ogsaa indsees ved at antage alle Kræfterne flyttede til A som 
fælleds Applications-Pnnkt. 

S? Kræfterne kunne udgjore alene et System af Svingkræfler. Ligningerne (13) ere da 
umiddelbart tilfredsstillede, efterdi alle Leddene i enhver af de tre Summer 2Xj^^ ^^u^ ^^k ^^^^ 

hinanden to og to. Betingelserne for Ligevægten ere folgeiig reducerede til de tre Lignin* 
ger (14). 

3? Kræfterne antages parallele. Lader man en af Axerne f. Ex« s^nes være parallel med 
Kræfterne, saa haves for enhver Kraft JP^ 

idet Kræfterne jP|, jP^'*** regnes hver især som positiv eller negativ, eftersom den er dirigeret 
til den ene Side eller den modsatte d. e. efter den positive eller negative Retning af s'nes Axe» 
Altsaa ville den 1ste og 2den (13) og den 3dle (14) være identiske, og Betingelserne for Lige- 
vægten reduceres da til den 3die (13) samt den 1ste og 2den (14) d» e» til de tre Ligninger (10). 
Antages Coordinataxerne retvinklede og deres Stilling mod Kræfte/nes Retning vilkaarlig, haves 
for enhver Kraft P^, regnet som forhen positiv eller negativ, a^=sa, /?^"=/^j ^k^^T* ^* ^ 
Ligninger (15) falde da sammen med den 1ste (10), og de tre Ligninger (16) give 
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costt eoafi coay ' 

eensgjeldende med (9}» 

4? Kræfterae ligge alle 1 samme Tlaa* Antages PL xy at falde sammen hermed , saa ha- 
ves for enhver Kraft ^^=^0 og ^^==0, saa at den 3die (13} saavelsom den 1ste og 2den (14) 

ere identiske, hvorved Betingelserne reduceres til disse tre: 

sx^^o, SY^=^o, -r(y,x^-jr^y^)=a. (17) 

£r Systemet xy retvinklet, saa antage disse Ligninger Formen af den 1ste og 2den (15) samt den 
ddie (16), men ved at indfore Polar-Coordinater haves 

^k "* *"* cosA^ , y^==rj^ siuA^ , cos/?^ = sina^^ , 

idet r^ regnes positiv, A^ og a^ regnes fra O til 360^ , beskrevne fra venstre til hoire om ^, 
hvorved cosc;^ forbliver den samme som forhen, AUsaa 

^k ^^^^k "~ y* ®^*^* = r^ sin (a^ — A^ =* p^, 
hvor p, er Perpendiculæren nedfældt fra j4 paa Retningen af /'., saaiedes at denne Perpendieulær, 
Kraftens Arm med Hensyn til A^ regnes positiv eller negativ, eftersom /'^ virker til at omdreie 
Systemet fra venstre til hdire eller omvendt« Produktet P^^p^j som er positivt elier negativt tillige- 
med p,, kaldes Momentet af Kraften P^ med Mknsyn til Punktet A, Betingelsesligningerne blive 

nu disse 

ZJP^cosa^^O, n>^sina^ = 0, SP^p^^O, (18) 

d, e. Summerne af Kræfternes Composanter efter to vilkaarlige Azer i Planet maae være O, og 
tillige maa Summen af Kræfternes Momenter med Hensyn til et vilkaarligt Punkt i Planet være 0. 

15. Betydningen af de tre Ligninger (16) for ét almindeligt System af Kræfter kan nu 
let angives. Enhver Kraft P^ kan opldses i to, P^cosy^ og P^sin;^^, den fdrste parallel med 

x*nes Axe, den anden parallel med PI. rry. Den anden, som er stedse positiv, opl6ses igjen i de 
lo retvinklede Composanter efter o^^nei og y*nes Axe, P^ Gosa^ og Pj^^os/fj^ , saa at man har 

P^ (x^ cos/?^ — y^ cosa^) = P^ slny^ . p^ , 

hvor p^ betegner den korteste Afstand mellem «*nes Axe og Retmngen af Kraften P^siny^^ denne 
Afstand regnet positiv eller negativ eftersom P.Biny, virker til Omdreining om 2*nes Axe fra 
venstre lil hdiro eller omvendt. Da Retningen af P^ siny^ er Projeetionen af Retningen af P^ paa 



det Plan, som løgges gjennem Applications-Pmiktet -l s'nes Axe , saa vil p^ tillige y»re Afslan- 

den melleni s'nes Axe og Retningen af selve Kraften P^^ Produktet P^Biny^^p^^ som er positivt 

eller negativt tilligemed p^^, kaldes Momentet af Kraften P^ med Hemyn til znee Axe^ og p^ 

hedder samme Krafts Arm med Hensyn til denne Axe. Ligningerne QIB) udtrykke altsaa, at 
Summen af Kreflemes Momenter med Kensyn til enhver af de tre viikaarlige retvinklede Axer 
skal T«re O* 

16* Naar de sex Ligninger (13) og (14) ikke ere opfyldte, saa vil Systemet ikke v»re 
i Ligevegt. Forsaavidt uu Sammensætningen kan skee til en enkelt Resultant A, maa Ligevægten 
kunne tilveiebringes ved at foje til Systemet en enkelt Kraft liig og modsat R. Betegnes Coor- 
dinateme til Appiications-Pnnktet for R ved x, y, «, dens Composanter efter Axeme ved Xy K, Z, 
saa vil den Kraft, som skulde bringe Systemet, i Ligevægt, være bestemt ved d?, y, «, — A, — Y, — Z. 
Ligningerne (13) og (14) maatte altsaa blive opfyldte, naar til enhver af de sex Summer 2! blot 
f6iedes det enkelte Led, som hidrOrer fra denne sidste Kraft. Herved udkomme deels de tre 
Ligninger (11) tjenende til at bestenune A, 7, Z, deels de tre Ligninger (12) tjenende til at be- 
stemme Xy y, Xj idet nemlig 

I = Zy— y^J, Jf==A» — Za:, N=Yx — Xy. (19) 

Da Applications-Pnnktet kan flyttes til et hvilketsomhelst Sted i Resultantens Retning, maae de tre 
Ligninger (19) være reductible til et System af to Ligninger alene, tjenende til at bestemme den 
rette Linie, hvorpaa Resultanten falder. Betingelsen herfor er, at Ligningen 

jiri+yif+zi\r=o (20) 

er identisk, dog saaledes at man ikke har A=0, y=0, ZcsO. Heri bestaaer altsaa Betin- 
gelsen for at Systemet lader sig sammensætte til en enkelt Resultant. Dersom Ligning (20) er 
tilfredsstillet derved at A, y, Z ere O, uden at tillige Ly M^ N ere O, saa vil Systemet alene sam- 
mensættes til en Svingkraft ; men naar tillige £ , if , iV ere O , er Systemet i Ligevægt. — Er 
Goordinatsystemet retvinklet, vil Ligning (20) udtrykke, at naar alle Kræfterne sammensættes til 
en enkelt Kraft R og en Svingkraft (?, hvis Composanter efter Axerne ere respective A, y, Z og 
Ly My Nf atB, vil Kraften R være parallel med Svingkraftens Plan elier perpendiculær paa dens 
Axe (jfr. Art. 12). Betegnes nemlig Vinklerne af Kraften R mod de tre Axer ved a, fi, y^ og 
Vinklerne af Svingkraftens Axe mod de samme tre Axer ved X, f*, r, haves 

iJs=\/A^ + ya + Z«, cosa = ^, cos/Jr=I, cosy=4 . (21) 

H R R 

6=^\/l*+M' +K^, cosA=.-i, cosff^^, co«r=J, (M) 

Cr G Cf 
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og lifBiii^ (SO) kan da fkrives 

' eosa cobX ^ eos/} cosfi 4* eosyeosp ssa o» 
nffige Til del sees, ifdlge (11) a; C^^)) ^^ "^^r Kræfterne kanne sammensietteø til en BesnUant, 
tU ikke alene dennes Cømposånt efter en hTiIkensomhelst Axe v«re liig Sammen af Kræfternes 
CoMpoaanter efter samme Axe, men tillige yil Resultantens Moment med Hensyn til Axen være 
lilg Sammen af Kræfternes Momenter med Hensyn til samme. Ligesom Summen af Composanteme 
efter en Axe varierer tilligemed Axens Stilling ifdlge Formlen X^=^Rcosaf hvor R er coDstant, 
medens n og X varierer, saaledes vanerer ogsaa Sammen af Momenterne med Hensyn til en Axe 
iffiVlge Formlen L^=s OconX* De Axer, som helde under samme Vinkel mod Resultanten, give den 
samme S«m af Composanter, men den stdrste Sum erholdes for den Axe, der falder sammen med 
Resultanten, og Summen er O for enhver Axe, der er perpendiculær paa Resultanten. Ligesaa for 
Momenterne,, hvis stdrste Sam ss Gf, Kræfternes principale MometUy erholdes med Hensyn tal den re- 
sulterende Svingkrafts Axe, medens Summen er O med IJensyn til enhver derpaa perpendiculær Axe« 

17. For ei System af to Kræfter, som ikke ligge i eet Flan, er Ligning (20) ikke op- 
fyldt; men derimod vil dette kunne skee for et System af tre Kræfter, som to og to ikke ligge 
i eeC Flan.. Dette vil let sees ved at antage den ene Kraft faldende paa x^es Axe, den an- 
den heiiggende i FK xy og parallel med ynes Axe, den tredie parallel med x^nes men udenfor 
PK xy^ altsaa 

^1=0,71=0; jra=o, Z^«0; y,«o, Z, = 0, 
ar^^O, yi«=0, »1 = 0; ya='^>»a = 0; x,=-0. 
Folgelig, ved Indsætning i (12), 

1 = 0, Jf=-¥,;sg, JV=y^a?^ — -X'»y»- 

Da tillige X^X^^ y== ^a^ ^ = ^i> ^»^ Ligning (20) blive denne: 

X^Y^%^'i-Z^{Y^x^ — X^y^)^0, 

som stedse kan opfyldes, naar ingen af de sex Sidrrelser Z| , Y^, X^^ a?j , yg, «g er O, hvori- 
mod den er umulig^ naat en af de tre Kræfter bortfalder , idet enten Z, r=: o eller F^ "^ ^ ^^^^^ 
X^ «» O, medens de andre fem St6rrelser ere forskjellige fra O« — Haves et System af Kræfter 
P\y P^y*^*Pny for hvilke Ligning (20) ikke er opfyldt, kan man stedse finde en Kraft Q^ saa- 
ledes bestemt i Størrelse og Retning, at Ligning C20) vil være opfyldt for Systemet P^y P^^. * *Pn 9 Q 9 
thi denne Ligning fremstiller en blot Relation mellem Composanteme og Coordinaterne for Q. 
Dernæst findes en enkelt Resultant ved Sammensætning af Systemet P^, P^^.^^Pn^ Ql og denne 
Resultant i Forbindeise med en Kraft, som er Hig og modsat Q, udgjdr et System af to irre- 
ductible Kræfter eensgjældende med det givne System P^, P^, ««•/>«. Haves overhoved to med 
' Anahftiåk Xgehanik, ^ 
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bintndea eeougjøldende Sytlemer af Krøfler (son alUat yed SamiiieAs»tnisg kwuie Iraiisfomerec 
begge til den samme Reaultant eller Hl det samaiiB Syatem af to irreductible Résaltanter) , aaa 
maae de sex Ligninger QIS) eg CIO for Ligevagten yøre opfyldte for det System, son dannes 
af alle Krcfteroe i det ene System combinerede med alle dem, som eré lige og modsatte Kref- 
terne i det andet, d. e. som bestemmes ved de samme Coordinater ligesom ogsaa yed de samme 
Stdrrelser af Composanterne, men alle forandrede i Fortegn. Det yU da sees> at to med hinan- 
den eensgjældende Systemer give saavel den samme Sam af Composanter efter en bvUkensombelst 
Axe som ogsaa den samme Sum af Momenter med Hensyn til en hvilkensombelat Axe. Fo# to 
med hinanden eensgj»ldende Systemer af Kræfter i et Flan. erholdes den samme Snm af Homen« 
ter med Hensyn til et vilkaariigt Punkt i Planet, for hvilket Homepteme beslemmea, amdvanligen 
kaldet Cwimm for Momenterne. 

18. Ved Saramensøtningen af Krøfteme P^ P^^^^^Pm til en enkelt Krafl il og en 
Svittgkrafl, bestemte ved (11) og OS), er Applications-Ponktet j4 for den enkelte Krafl bleven 
taget som Coordinaternes Begyndelsespunkt. Maar et hyilketsomhelst andet Punkt, beatemt ved 
Coordinateme x^ y, s, tages sqm Applications-Punkt for den enkelte Krafl, saa ville dennes Com- 
posanter Xj Y , Z, forblive de samme, hvorimod Svingkraftan forandres, idet L, åif N blive til 
l', iU', a',. som haves ved blot at transformere Ligningerne (19) ved Forflyttelse af Begyndelses* 
[Anktet, idet ar^, y^, »^ forandres til a?^ — a?, y^ — y,. x^ — «, fOigelig 

L'=L — (2 y — y»), 4f'==Jf— :(Jir» — Zar), A*« -Y — (Ya: — JTy). (28) 

Hertil svarer den resulterende Svingkraft (ij som, naar Coordinatsystemet er retvinklet, er be- 
stemt ved 

idet tillige dens Axe danner Vinklerne X', //, p mod op'nes, y'nes, n'nes Axe, neoriig: 

cosi«^, eos^ — -^, cosy-^. (25) 

Af Formlerne (23) kunne fdlgende Resultater udledes. 

1? Naar det givne System af Kræfter er et saadant^ at man har A'»0, ye=0, 2ss=o, ^ 
saa erholdes for et hvilketsomhelst Applications-Punkt A 

/ L'^L, åt^M, y«>, 

altsaa tillige Cf= (7, d. e. Kræfterne give alene en Svingkrafl^ bestemt ved Formlerne (12) , som 
forbliver constant, medens dens Axe flyttes til (^n hviikensomhelst parallel Stilling. 



2f VU nan taft «oai AppiieatioM^Poakt lor K deiPttnkl, som lader f^TingkrafleB for« 
madey maaa x, y^ a béHeaaai Tød at Mitte l'esO, Jtf'aao, ynO, aseir aiaii har loa en idea* 
tifk UfBUiff 

aaa at det fågte Pankt ikke exfjterer, »edmindre ligDiag (SO) er opffldt , byorved iian koaiaer 
tilbade til Ugmageme (19) for den Linie, der indeholder Retningen af Krefternea enkelte Re* 
saltant. 

S? STingkraflen forandres ikke ved Forllyttelsen af A til et andet Pankt i den samme Re- 
snltant i? ; thi til x «a o, y » ^i x => c svare de sanune Vmrdier af L\ Mt l( som til byilkesom- 
helst Værdier af Xy y^ x^ som give 

4^ Ere Coordinataxeme retvinklede og betegnes ved 9 Vinklen mellem Svingkraflens 

Aze og Retningen af R^ saa haves ifdige (S6) 

XL+YM^ZN 
C0S9 = j^ (27) 

Naar Ligning (20) er opfyldt, vil 9 stedse v«re ret, undtagen forsaavidt (f'saO gjor den nbe- 
stemt, idet nemlig Svingkraflen bortfalder, naar A tages i selve Retningen af Kræfternes enkelte 
Resultant. Er Ligning (20) ikke opfyldt, vil 9) ingensinde blive ret, men den vil stedse mere 
nærme sig dertil, eftersom Cf voxer i det uendelige* 

5? Cl bestemt ved CS4) og (23) som Fnnetion af x, y, « kan ikke have noget Haiimam, 

dCf d</ d(f 

men derimod et Minimam bestemt ved --— a=Oj» -r-*=>0, --—as o d. e* 

dx dy a« 

ax dx 



eller 



,,ilL' .du" „ 

I— -+iV'-— = 0, 
dy dy 

■ 


.•éL'^^d^ 

0« 0« 


X Y Z R 


• 



(28) 



Den. faerved bestemte rette Linie, Central-Åsen , hvormed Kraften R i alle dens Stillinger er pa* 
rallel, er den , som svarer til Minimum af G^, idet et hvilketsomhelst Punkt i samme tages som 
AppUealioas^ Punktet A." TflMge 6ndes, ved i (W) at. indsætte Udtrykkene for X', JT*, rf 

±^RC[^XLi^TM^ZN^ i») 

6» 



Ijenende til at besttmne Verém tf det id^ HudmoB af lr\ IndbøHcf dette i (S7) , erholdes 
cofy =; J: 1 d. e/^»0 eller 9 »180^, hvilket blot beroer paa oa Udtrykket (M) er post* 
tiYt eller negativt, thi R og (r ere begge positive. Ved altsaa at v»lge et Ponkt i Ceatral-AjieB 
som Appiicatioos - Pnnktet ^ for Kraften jl, bliver den dertil hårende Svingkrafl den mindst mn*. 
lige, og dens Axe vil falde sammen med Ry aKsaa dens Plan stillet perpendicolmrt paa Retmn- 

* 

gen af R* * 

6? Antages, for Simpelheds Skyld, Central-Axcn som «'nes Axe, og dennes positive Ret- 
ning som Retningen af R, haves A' « O, Y «; o, Z^^^R, desuden i. «a O, Jf ^ O (for at (28) kan 
reduceres til x <=q O, y == O). Altsaa ifdlge C^) > , 

ll^^Ry, Af^Rxy V=:Ar. 
* Smttes x^ + y^^p^j erholdes dernæst ifOlge CS4)^ (25), (;27) 

Cteoifp = iV^ , G'nnip = 1? p , tg^ aas — ^, 

^« • 

Heraf sees, efter hvilken Lov Cf vozer og dens Stilling forandres, naar il flyttes parallelt ad fra 
Central- Azen til en hvilkensomhelst Afstand p ; men det samme erholdes ogsaa ved Sammensætning 
af Svingkraften N (Hinimam af Cf) med Ap, som skyldes Forflyttelsen af A, thi disse to Sving- 
kræfter maae aabenhart have deres Axer perpendicalære paa hinanden, saa at (f constraeres som 
Diagonalen i Rectanglet, hvis Sider ere N og Ap» Antages Punktet A i selve PL a;y, saa ville 
alle de Stillinger af il, R og den tilhdrende Axe for G^, som svare til en given Yærdie af p, 
være bestemte som Cirklen i Hh xy med Radius p beskreven om Begyndelsespunktet, den rette 
Cylinder opreist paa samme Cirkel, den elliptiske Revolntions-Hyperboloide, genereret ved en ret- 
linet Tangent tH Cylindren , som glider langs med CirkTen , idet dens Holdning mod Cir^ens Plan 
er constant liig Complementet til v\ Ligningen for denne b^vrngelige Axe for C( er 

, —Ry Rx N * 

Elimineres heraf op og y formedelst x'^i-y^tssp^ (y^d heri at indssitte Udtrykkene for x egy be- 
stemte ved {x + i7y = p', R^^+Ny^^N^) erholdes 

Rerointions-Hyperboloidens Ligning. . Naar denne Rade glider med sin tilhdrende Stmbe-Cirkei 
langs med Cylindren , erholdes alle de til den samme Værdie af p svarende Stillinger af Punktet 
^ og af den dertil hdrende Axe for SvingkraRea Cf. 
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Tf Naar de gifke Kn»fler P^, P^y^^^P^ underkastes- hTilkesomhelst Forflyttelser til an* 
dre Ptmftter i de ^ samme Krmiléhv Retniiger^ saa Tille alle'Composanterjiey og derved ogsaa ifdige 
(11) jr, r, Z, fbrMive oforaiidrede* Ligeledes ville ifftlge (IS) Ly M^ N forblive uforandrede; 
thi naar Selauigeil af an Kraft P^ er bestemt ved 

ap — a y— 6. z — c 

saa haves 2^y— y^««^^*— y^c, JT^« — Z^a:=jr^c — Z^o, Tj^« — JT^y = y^a — JlT^ft, som 

forblive eonstante til bvilketsomhelst Punkt i Kraftens Retning man end vil benfore Coordina- 
terae o?, f, s* 

19. Det givne System af Punkter er i det Foregaaende besfandigen forudsat at være 
fuldkommen frit, og det vil da alene kunne være i Ligevægt, naar de sex Ligninger (13) og (14) 
ere opfyfdte. Kaar derimod Systemet paa en eller anden Maade befæstes , saa at visse Bevægel- 
ser i Rammet ere forhindrede, saa ere' de samme Ligninger ikke længer nødvendige Betingelser 
for Ligevægten; men hertil udkræves blot, at Kræfterne kunne sammensættes til saadanne, som 
ere applicerede paa de faste Punkter, og ajtsaa kun uddv^ Tryk, der ophæves ved Reactionerne. 
Paa den and^ Side vil Systemets Befæstelse iKlie forstyrre Ligevægten, som allerede er tilstede 
i det frie System, i hvilket Tilftelde intet Tryk .ndOves. Befæstelsen kan almindeligen skee paa 
tre fonkjellige laader, enten ved et enkelt fast Ponkt, eller ved to faste Punkter, eller ved et 
fast Plan, hvormed Systemet er sat i Berteing* l^vert af disse tre TiUælde maa særskilt be- 
tragtes. 

1? Er Systemet bundet til et fast Punkt, saa at det kun. kan dreies derom i alle Betnin- 
ger^ saa fdies til de gtvne Kræfter Pj, P^y^*\Pn en Reaetion Q, ubestemt i Storrelse og Ret- 
ning, men appliceret paa det laste Punkt, hvorefter ée sex Ligninger (13) og (14) maae være 
opfyldte , for at Systemet kan . være i Ligevægt. Naar Composanterne til Q efter Axeme, som 
kunne betegnes Q^9 Q ^ Q .9 elimineres, erholdes tre Endeligniager, som fremstille Betingelserne 

for Ligevægten, der træde istedetfor de sex Ligninger for et frit System, hvorefter Q 9 Q j Q 

bestemmes, og derved Størrelsen og Retningen af Q^ fdlgelig ogsaa af Trykket, som er itigt og 
modsat Q. Sættes Begyndelsespunktet i det faste Punkt , saa reduceres Betingelserne til de tre 
Ligninger (14) 

1 = 0, ifesO, Ar=o, (30) 

hvorimod Q^y Q i Q bestemmes ifølge (13) : 

^» ^y jp 



Attøaa, for at åw kan ywrt Lifeyefl, diaae Stunmenie af Snrfttneslioaealér med Hensyn til 
tre Tilkaarlige reivinkiede Axer dragne gjennem det faate Påakt yøre O, og Trykket paa det 
fatte Psnkt er Retnltanten af alle Kreftame flyttede parallelt ken tU delte Pukl aom Mleda Ap- 
plications-Punkt, Formedelst C30) vil Ligning C^O) ymre opfyldt, eaa at Kræflenie knnne saa* 
mensettes til en enkelt Resultant, og Ligningerne CI^D Yise'demtMt, at denne Resultant i^aer 
igjennem Begyndelsespunktet d. e« det faste Punkt. — Eré alle Krøfteme parallele, kan man an- 
tage a'nes Aze parallel med deres Retning, altsaa Xj^^=Oj Y^asO, Zj^s=z P^ (Krøfterne regnede 

som positive eller negative som i Art. 4), hvorved Udtrykkene (12) rednceres til 1^=^ SP^y^j 

Jlf» — 2P^x^^ Nr=zO^ Den 3die Ligning C30) er altsaa umiddelbart opfyldt, saa at Betin*' 

gelseme reduceres (il den 1ste og 2den (30} y der falde sammen med den 2den og 3die CIO), 
hvorimod den 1ste (10) bortfalder som overflddig. Ligge alle Kræfterne i et Plan, indeholdende 
det faste Punkt, saa vsre PL xy dette Plan, fdlgelig x^b='0 og Z^esO, saa at den 1ste og 

jSden C30) ere opfyldte, men den Sdie udtrykker Betingelsen, neaUig ai SnmaMn af Kreftemey 
Momenter med Hensyn til det faste Punkt maa vere 0. 

2? Naar to Pmditer A og B nf Systemet ere befmstede, vil Bevttgdsen alene kunne be- 
staae i en OmdreinIng cm AB som. fast Axaw Betingelsen for Ligevégten vil T»re fremstillet 
ved de sex Ligninger (13) og (14) , idet man til 4« givne Knefler f&ter Reaetioneme Q og Q\ 
vilkaarlige i Stdrrelse og Retning men applieerede paa A og B. Composanterne eller x^nes, 
y'nes, n'nes Axe for disse to Krmfler vøre betegnede $^, Q ^ Q^ ^^^^ H^gf Q' t ^V Altsaa 
haves ifdlge (13) ' 

^ + C,+ 0',«0, Y+Q^+(/^ = 0, Z + C^+e'^ = 0, (32) 

« 

og naar Coordiaaterne til ^ og. B betefnu j(eipeetiTe «> .A, e og « i A', c, «aa or tiUif« 
mge C14) 



it^t t^ 



Det foregaaende Tilfælde af ét enkelt fast Punkt ># udledes specielt heraf ved at sætte Q^esO, 
q' e^O, Q' =^0 å. e« ved at antage at B ikke reagerer. Ligningerne (38) give da, ved Eli- 
mination af Q^, Q. Q^ formedelst (32), 

X._(6Z— cy);aO, M—CeX^aF)^0, jv-.(tf y- 6jr)«0, (34) 



som redioerei til C30) ved «t tntige jé som Begryndeløefpaakt. Era baade A og B faste, villo 
I Ligniiigerae QSS) og C333} s^j&iidt mx i Antal, give en Evdeligning ved ElimiaaUoa af de sex 



H.if6+i\rc + C^c— Voe' i-Cca — ea^Q' ^iab'^ab^Q' =0, ) 



Stdrrelser Q^ Q^j Q^, Q'^ Q'^, Q\. Af CS3) fOlgcr DemJig 
Xa-f 

og naar no disse subtraheres den ene fra den anden, saa erholdes ifdige (32) 

L C« — a) + Jlf O — A') +iVCc— c) =. (h c— b'c)X+Ce a - cå) Y + C«*'— a'6) 2. (86) 
Heri bettaaer den Betingelse , som Kr«fteme maae opfylde for at Systemet, bondet til den faste 
Axe AB^ kan vero i Ligevmgt; men Betydningen af denne Ligning vil findes ved at lade en af 
Coordinataxeme f* Ex* 2'nes Axe falde sammen med den faste Axe d. e* ved. at sette a=s:0, 
6 = Oy a'ss o, 6'= O, hvorved Ligningen reduceres til 

JV«0, (86) 

som ogsaa haves umiddelbart som den 8die Ligning (S8]). Betingelsen bestaaer altsaa kun deri, 
at Summen af Kræfternes Momenter med Hensyn til den faste Axe skal være O« De fem andre 
Ligninger (^32) og (33} ere ikke tilstrækkelige til at finde de tre Composanter af enhver af Reac- 
tioneme Q og Q\ men idet Q og ^ bortfalde af den 1ste og 2den C^B')^ saa ville disse to 

Ligninger tilligemed den 1ste og 2den (82) give O , Q . Q' . Q' . nemlig 

^ cX—M ^, M—eX ^ eY + L ^, cY + L ,.„ 

«-=-T=:7-' e-^^ziT-' ^.-^TTZ' ^— 7=7- ^"^ 

Reaotionerne %t jå og B parallele med PI. «y ere fdlgelig hver for sig bestemte i Stdrrelse og 
Retning. Derimod kunne Q^ og i/ ikke særskilt besteyimes, men man har if&lge (32) Summen 

af dem •■— Z, som er den hele Reaction, den faste Axe j4B udAver efter sin Forlængelse. 
Trykkene ere de samme som Reaetioneme men i modsat Retning. — Dersom A og B ikke selv 
ere faxte men alene tvungne til at forblive paa den faste Axe, saa vil Systemet ikke blot kunne 
oaidfeies om denne Axe men tillige glide langs med samme. 1 dette Tilfælde konne Punkterne 
A og B ingen Reaction udove efter Retningen ABy saa at* man har Q =sO og ^ =0, altsaa 

if&lge den 3die (32> Ze=a.o. Den- enkelte Ligning (36) er derfor ikke tænger en tilstrækkelig 
Betingelse for Ligevægten, men man maa have 

Z— O, iV = 0* (38) 

Reactioiiene parallele med PL a^f ere bestemte som forhen ved (37). — Naar alle de Punkter I 
Syalemet, som ligge i en given ret Ltnie, n^nes Axe, ere fuldkommen faste , saa haves som Belin-* 
gekft for Ligevægten, som foAen, don enkdte Ligning (86), men i Vormleme (37) ere c og c^- 
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vUkaarlige. ImidleHid kanne de lo parallele Knefter Q^ og Q'^ sanmeiisøtles til eir Resiiltånl 

^— A*, ligeledes Q og Q' til en Resnltant » — Y, den fdrste parallel med d^^nes, den an- 

den med y'nes Aze, og applicerede paa Punkter i x'nes Aze, hvis Coordinater i og ^ ere be- 
stemte ved 

-CX^cQ^ + e'Q'^^-M, -Cy=«ee, + cVy«=I, (39) 

folgelig S ^-=7 s £^<= TT • Herved maa kun forudsettes , at ikke X^=0 eller Y = O , thi i 

(drste Tilfælde vilde Systemet af Q og Q' enten ndgjOre en Svin^rafl (hvis Moment es — JTsinOr »O) 

eHer vmre særskilt i Ligevægt (naar Jlf b= O) , og paa lignende Maade vilde det i andet Tilfælde 
forholde sig med Systemet af Q og Q^' • De to Resultanter — X og — ^ knmie almindeligen 

ikke sammensættes, efterdi de iigge i forskjellige Planer; men til Sammensætning vilde udkræves 
at ^es^ d. e. Ari+ YJftaaO, hvortil ogsaa Ligning C20) reduceres formedelst Betingelsen (_S6]). 

d? Dersom tre Punkter af Systemet ikke beliggende i en ret Linie vare fuldkomment be- 
fæstede, vilde enhver Bevægelse være umulig og altsaa Ligevægten finde Sted uafhængigen af 
Kræfterne -, men man kan antage, at enten tre eller overhoved et hvilketsomhelst Antal af Punkter 
beliggende i et Plan ere alene bundne til dette, saa at Systemet kun kan glide langs med Pianet* 
For at Ligevægten kan finde Sted i dette Tilfælde, maae de sex Ligninger (13) og (14) være 
opfyldte, naar til de givne Kræfter fflies Punkternes Reactioner, som ere vilkaarlige i Stdrrelse, 
men hvis Retninger ere bestemte som perpendiculære paa Planet. De kunne enten være dirigerede 
saavel til den ene som den anden Side af Flanet uden Forslyel, eller de kunne være dirigerede 
til den ene Side alene, delte sidste hvis det givne System er et fast Legeme, der blot stdtter sig 
til en plan Sideflade af et andet fast og ubevægeligt Legeme* Antag fdrst, at det givne System 
eller Legeme kun berorer Planet i et enkelt Punkt A» Dette være taget som Begyndelsespnnkt, og 
det faste Plan være Fh «y. Tillige være Coordinatsystemet retvinklet. Ligningerne C13) og 
C14) skulle altsaa være opfyldte ved blot Tilfoielse af en Reaotion Q efter «'nes Ase. Herved 
erholdes de fem Betiaigelsesligning^r . 

a:=o, y=o, l = o, Ar=o, a^=:0, (4o> 

og desuden haves 

^+e=o, ^ (41) 

saa at Kræfterne maae kunne sammensættes til en Resultant ■» Z, dirigeret efter 2*nes Axe. Denne 
Krafl, vilkaarlig i Stdrrelse, er det Tryk, som det givne Legeme uddver paa det faste Plan i Be* 
roringspnnktet* Dersqm Reactionen kun kan finde Sted til den ene Side af Planet f. Ex. i den 
positive Retning af x'nes Axe, saa kan Q ikke blive negativ, hvoraf fdlger som en yderligere 
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Betingelse for Ugermgien , at Z ikke Aaa y»re positir* — Sr htgemtX i Ber6riog med PI. x y 
endna i et aadet Punkt B, saa antag dette beliggende i oi^^nes Aze, bestemt yed Coordinaterne 
x=ssm, y^^O, x=aO» Ved nu til de givne krefter ogsaa at fdie delte Punkts Reaction Q'y der 
ligesom Q er' parallel med 2'nes Axe, erholdes fire Betingelsesligninger for Ligevægten 

• JT— O, y = 0, L = 0, N^Oy («) 

og desnden haves 

ZfQ^Q'^0, M—^a^O, (48) 



som give §« — , C« 



a 



Disse to Udtryk maae ikke blive negative , dersom ReactiO'- 



neme alene kunne dirigeres efter den positive 2'nes Axe. I dette Tilfslde lade de sig stedse 
sammensstte lil en enkelt Kraft eaQ+^s=» — Z^ efter den positive Retning af a'nes Aze og ap> 
pliceret paa det Punkt af a;'nes Axe, hvis Goordinat x er bestemt ved (jQ-k- QO^'^Q^ altsaa 

x= f^ ^» ^^^ ligger mellem O og a, saa at Trykket paa PI. xy falder imellem Punkterne 

ji og B. Det samme udkommer ved de givne Krm(ter8 Sammensætning til en enkelt Resultant 
<= Z. Da Ligning (80) er opfyldt, haves nemlig denne Krafts Retning bestemt ved den 1ste og 
2den 09^^ som if&lge C42) reduceres til 

M 



C' 



X 



Q + Q 



7 a. For at Trykket kan falde mellem begge Berdrings- 



Jlf 

men if51ge C43) haves -•: 

Z 

Af 
punkter, maa f(Mgelig ikke falde udenfor Intervallet O, a, eller almindeligt ikke udenfor 

Z 

Interrallet af de to Coordinater, som bestemme disse to Punkters Steder paa x'nes Axe. ^- Er 
Legemet stottet til det faste Plan, PL xy^ i et hvilketsomhelst Antal af Punkter^ bestemte ved 
j; => a, x = a y d? == a',» « • og de dertil svarende y = 6 , y=b\y =6'V • • , saa foies til de 
givne Kræfter de paa de nævnte Punkter applicerede Reactioner Q, Q\ Q"f* alle perpendicu* 
lære paa PI. xy^ og man erholder da disse tre Betingelsesligninger for Ligevægten: 

jr«0, y=0, N^O, . ' (44) 

som nplop ogsaa udtrykke if6Ige C^T) Betingelserne for Ligevægten af alle de Kræfter i PI. xy, 
som erholdes naar P, jp', P",«** ^^^^ ^^^^ opløses i to, den ene i PL xy^ den anden -L- PL xy. 
Desuden erholdes disse tre Ligninger med Hensyn til Reactionerne : 

Z+C+C'+^'+» • •=», UQb+Q'b'+ Q"b'%. , .=0, M— Qa— Q'a''^Q"a"'-.. .=0. (46) 
Antages nu, som forhen, at der kun er et eller to Underst6ttelsespunkter, saa bliver i det ene 

Anådyiisk MechaniK ^ 
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Tilfølde Q, i det andet Q og (/ bestente, aen tiUige erholdes i det fdrste TiiMde to, i andet 
en enkelt Endeligninf, mellem Z, I, Jf, sombliTer at fdie til Betingelserne C44)* Er der tre 
Understéttelsespsnkter, som ikke ligge i en ret linie, kunne netop Q, Qf og Q" hver is»r findes. 
Ligge de derimod i en ret Linie , f. Ex. f^nes Axe, saa at 6 ss 6' es 6"=» O , saa tilkommer der 
endnu Betingelsen 1 = 0, som maa foies til C44),- men tillige kunne Q, (f^ Q" ikke lønger sår- 
skilt bestemmes« Denne Ubestemthed vil stedse indtræde, naar Punkternes Antal er stdrre end tre, 
men ifdlge Theorien af parallele Kræfters Sammensætning, vil deres Resultant = — Z være bestemt, 
appliceret nemlig paa et Punkt i PI. xy, hvis Coordinater Xy y ere ^vne ved 



»==z' 



X 



M 
Z 



Finde alle Reactionerne Sted efter den positive s'nes Aze, maa Z ikke være positiv, og tillige 
maae y og x bestemme et Punkt, som ikke falder udenfor Legemets Understøttelsesflade^ som er 
den Polygon, hvis Omkrc^ds dannes af de yderste rette Linier, som kunne drages mellem Under- 
stdttelsespunkterne. Dette sees ved Betragtning af Formlerne C45), hvor Q, Q\ Q",**« ere alle 
positive. Falder nemlig æ^nes Aze sammen med en af Polygonsiderne, saa ete 5, b\ 6",«*. alle 
af eens Fortegn t Ex. positive, undtagen to af dem, som ere O, saa at y bliver positiv, og til« 
hdrer altsaa et Punkt beliggendp paa samme Side af arenes Axe, hvor alle Undersottelsespnukteme 
ligge. Det samme kan vises om enhver enkelt af Polygonsideme. — Er Legemet stottet paa een 
Gang til flere faste Planer, saa erholdes Betingelsesligningeme fbr Ligevægten ved Cl3) og CH)* 
idet man som forhen fOier til Systemet af de givne Kræfter Reactionerne applicerede paa de for- 
skjellige Understdttelsespunkter perpendiculære paa' de tilhorende Planer. Er Legemet stottet til 
forskjelUge faste krumme Flader , saa maa Tangentplanet til ethvert Understdttelsespunkt betragtes 
som det dertil hOrende faste Plan, og Fremgangsmaaden bliver da den samme som for. 
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TREDIE CAPITEL 

Tyngdepunktet 



1* AUe Legemer paa Jorden ere underkastede Tyngden, Erfaring lerer^ at denne Kraft, 
stedse dirigeret i Yertieal Retning nedad, Tirker paa ethvert materielt Punkt, og at dens Stdrrelse 
er eonstant. For alle Punkter af samme Legeme udkommer som Resultant dette Legems Vægtj 
son ifdtge parallele Kræfters Sammensætning er Hig Prbdnktet af Tyngden og Massen, idet dens 
Retning er Yertieal sedåd og den er appliceret paa et bestemt Punkt, som enten hdrer til Lege- 
met, eller som maa tænkes fast forbundet med samme, Legemets Tyngdepunkt eller Tyngdecen- 
irmm*). Betegnes Tyngdekraften ?ed g^ et Legems Masse og Vægt ved M og P, haves 

P = gM. (1) 

Naar hvilkesomhelst ligestore Dele af et Legeme indeholde den samme Masse, siges Legemet at 
være kamogeni, i hvilket Tilfælde Massen, fdlgelig ogsaa Vægten, er proporlionai med Yolnmen. 
JNaar altsaa for en homogen Masse M Volumen betegnes ved F, haves 



*) Et bekjendt physisk Experiment viser , at i det tomme Ram falde alle Legemer lige hurtigt 
Heraf sluUeøy at Tyngden er coosUint eller uafhængig af Massen«^ Et Legeme ophæoi^t til et fast 
Punkt ved en bOielig Snor udstrammer denne i en ret Linie, som viser Tyngdens verticale Ret- 
ning, og i hvilken Tyngdepunktet ligger. Det paa denne Retning perpendiculære Plan siges nt 
være horisontalt og falder sammen med eller er parallelt med Overfladen* af ethvert stillestaaende 
Flojdom. Masser knnne maales ved deres dermed proportionale Vægte, og til at Mmmenligoe 
disse med hinanden tjener Vægtstangea* Ethvert Legeme befindes at have samme. Vægt enten 
det er heelt eller deelt i hvilkesomhelst mindre Dele, eller det undergaaer hvilkensomhelst For- 
andring i Agtp-egationstilstand (som fast, flydende, luftformig) , i Temperatur, electrisk eller mag- 
netisk Tilstand o. s« v. Vægten af et Legeme er Hig det Tryk, det udOver paa et fast og heri- 
aontalt Underlag, naar det herpaa er hvilende; den er ogsaa liig den Krafl, hvormed den ud- 
strammer en Snor, naar den ved samme er ophængt til et fast Punkt, eller liig det Trjrk^ som 
derved uduves paa det faste Punkt, 

6* 
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. M=qV, i> = afF, (2) 

bror de constante Forholde q og m^^gg ere de, som kaldes, den forste Legemels Twthedj det 
andel dets specifike Vægt, Distilleret Vands Tæthed Ted en Temperatar af 0^ C har man vedta- 
gel at sætte =1. I et heterogent Legeme er Massen ulige fordeelt, saa at Tætheden q varierer 
som en Function af Coordinateme til det vilkaarlige Punkt, regnede med Hensyn til faste Axer i 
Legemet« Han kan stedse betragte g som constant indenfor Grændserne af et hrilketsomhelst 
Element dv af Volumen, som er uendelig lille i alle tre Dimensioner, saa at naar Massen JH de- 
componéres i uendelig smaa Elementer dm^ bayes dm = gdv. Istedetfor F'ormleme (2) erhol- 
des fdlgelig 

M^^J^gdVj Pt^j^mdvy (3) 

hvo^ Beregningen skeer ved tredobbelt^ Integration ligesom i Geometrien ved Problemerne af Cu- 
batur* Hvis g i forskjellige Dele af Legemet varierer efter forskjeUige Love, saa maa hver Deel« 
Mfsse særskilt beregnes, hvorefter M er liig disse Massers Sum; det samme gjælder med Henøyn 
til m og P. For et heterogent Legeme er Middellætheden p^ bestemt som den, der vilde give 
Legemet den samme Masse, hvis det var homogent og indtog samme Volom^i^ altsaa if61ge den 
1ste (2) og (8) 



VI y 



(4) 



d. e. Massen divideret med Volumen. Ligesaa bestemmes den specifike Middelvægt 0^=-^. = ^^^. 

2. Er et Legeme deelt i mindre Dele, hvis Vægte P|, P^,«««/'« ere beljendfe saavel- 
som Coordinateme ar^, y^, %^ [til Tyngdepunktet i enhver af dem P^, saa findes, ifdlge II, (6) 

og (7), hele Legemets Vægt A og dets Tyngdepunkts Coordinater \, fj, ^. Ved Division med g 
erholdes i disse Formler Delenes Masser mi, m^,***!!!« istedetfor Vægtene og hele Massen Jf 
istedetfor R^ hvilket viser, at Tyngde))unktet i Virkeligheden ikke afhænger af Tyngdekraften, men 
kun af Massernes Beliggenhed. Er Legemet homogent, kan man endvidere btedetfor Masserne sætte 
de dermed proportionale Volumina, saa at Tyngdepunktet alene afhænger af den geometriske Fi- 
gur. Er Coordinatsystemet retvinklet, og drages fra Begyndelsespunktet til hele Massens Tyngde- 
punkt en ret Linie ^, hvis Vinkler mod Azerne ere a, 6, c, og til Tyngdepunktet af hver enkelt 
Masse m^ en ret Linie r., hvis Vinkler mod Axerne ere a., /?^ y,^ saa haves 

MJ cosa ^Sm^Vj^ cosa^^ , M A cos6 = ^m^ r^ cos/?^ , M/lco$c =^Sm^r^ cosy^. (6) 
Summen af Qvadraterne af hdire Side i disse tre Ligninger er 
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(jrt. I, (16)); »IteM idet Sr^r «w(rj.r^)=rj+rj — fj^, hvor jj, beteler Afstanden mél- 
len Tyngdepnnktenie i m^^ og «., , 

Itt^J^ = M2m^rl—2m^m^Ql^. (6) 

Af C^) f5]g6r, at et System tf Knefter m^ri, m^r^j^^^mnru i Retningerne r^, ^sr* •****>) appli- 
cerede paa Begyndelsespnnktet, ved Sammensætning give som Resultant M^ i Retningen //. Ved 
at søtte J=0 indsees, at Tyngdepunktet underkastet et System af Kræfter, bestemt paa den an- 
fdrte Maade, er i Ligevægt; ligesom omyendt, naar et saadant System er i Ligevægt, vil AppU- 
cations-Punktet være Tyngdepunkt for Systemet af Masserne m^ , m^.**!««« I Formlen (Gi) vil 
jd^ saavebora ti, r^^^^r^ forandres ved Forflyttelsen af Begyndelsespunktet, fra hvilket fille disse 
Afstande ere regnede, hvorimod Afstandene q,, ere constante. Altsaa vil MZm^r^ være den 

samme, naar Afstandene regnes fra* et hvifketsomhelst Punkt i en Kugleflade, hvis Centrum er i 
Tyngdepunktet; men den samme StOrrelse voxer og aftager tilligemed ^enne Kugles Radius, og 
dens Minimum =^2m^m^ p' svarer til 2^=0 d. e. til Tyngdepunktet som det, hvorfra Afstan- 
dene regnes. 

8» Tyngdepunktet i en hvilkensomhelst geometrisk Figur, en Linie, Flade eller Legeme, 
erholdes ved at. decomponere Figuren i uendelig smaa Elementer; thi for ethvert af disse er 
Tyngdepunktet bestemt ved Coordinaterne , som kunne henfdres til et hvilketsomhelst Punkt i det 
sanime Element, og Massen er bekjendt, idet Tætheden q er en given Funetion af Coordinaterne. 
Betegnes Elementet ved åia^ ere Tyngdepunktets Coordinater i, tj^ ^ i det retvinklede System 
saaiedes bestemte: . 



I 



fqxd 



(O 



V — 



ot 



fqdto 



(7) 



For en Linie er do^ss Bueelementet ds=^ydx^ + dy^ + di^, altsaa 

r ' /(?*''» /e»*» /e»^» 

Integralerne Itagne mellem de to Værdier af den Uafhængige, som svare til begge Endepunkterne 

d s d fb 

af Buen. For et Areal afskaaret af en given Flade haves, ved at sætte --ssp, ~- =±=9, 

dæ dy 



(8) 
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og for et Legene 



jfj(Q\/l+p'+q'xda!dff JjfQ^l+p'+q*ydx4y /TQ'^l+p*+q*»dxé^ 



I 



V 



, W 



fffdxd i^ny^^"** _jjT^^^^ _jffQ*^^^ 



I 



c 



(10) 



Og hvis man vil be^'ene ng af Polar-Coordinater r, $, w, indføltes blot 

xssarooaOj y^s^rsinOcosn ^ « s= r sin sin oi , 

altoaa Vi +p*+y^d«dy — J [r* + ^^yisin«^+(^— V rdwde, ébdydz^r^sinØdmdedr. 

Integrationsgneiidfierne ere bestemte ligesom ved Problemerne af Qvadratur og Cabatar i Geome- 
trien. Antages den forelagte Figur at være homogen, vil g fconne bortdivideres (ra eidiver af 
Formlerne som en eonstant Factor, hvorefter 1ste Side af (8), C^), (10) fremstiller respectiTe 
Buelængden, Arealet, Volumen. Det kan tillige bemcrkes, at for en Flanfignr maa Tyngdepunk- 
tet ligge i Figurens Plan, hvilket ogsaa 8eeM af Formlerne (7); thi naar f. Ex. Figuren ligger i 
Pi. xffy haves for ethvert Punkt af samme skbO, fdlgelig ^ = 0. Tillige vil det kunne indsees, 
at naar en homogen Figur er symmetrisk med Hensyn til et Plan eller en Aze, maa Tyngde- 
punktet s^ges i samme Plan eller Axe, og er der et Centrum, maa dette vøre Tyngdepunkt. 

4» For en homogen plan Curve i PI. cy, dens Lifengde sat »»s, haves ifdlge QQi) 

l$^fxå$, fjic=nfyd$, (II) 

Integralerne tagne mellem begge Endepunkter. For et plant Areal 5 i PI. xy, afskaaret mellem 
ei) ovre og nedre Curve, hvis Ordinater betegnes y og y^ , haves ifOIge (9), idet ;ssssO» 
p=rO, ^=0, 

J5«/(y-y,)xd*, ?5=}/(y«— y*)dx. (12) 

Disse haves ogsaa umiddelbart ved at decomponere 5 i de uendelig smaa Bectangler (^7-^])^^, 
hvis Tyngdepunkter ere Midtpunkterne, bestemte ved Coordinaterne x og ^Cy + yi!)« / Grændserne 
for disse Integraler ere Værdierne af x for de yderste Ordinater, som indslutte Arealet 5. — 
Antages Buen s saavelsom Arealet S ikke overskaaret af op^nes Axe, saa ville de ved en heel 
Omdreining om denne beskrive den fdrste en Bevolntionsflade, det andet et Revolutlonslegeme^ for 
hvilke Areal og Volumen ere bestemte ved Udtrykkene 

2nfyd8, nf(y^—yf')dx^ 
men ifdlge den 2den (11} og den 2den Cl^} ^re disse de samme som 
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Ved Liniens og Arealets Omdreininger beskrives altsai^ et Areal og et Volomen, som ere lige med 
Prodakteme af den omdreiede Linie eller Areal med Cirkelperipherien, som sammes Tyngdepunkt 
beskriyer under Omdreiningen *)• •— For et homogent plant Areal , hvis Plans Heldning mod 

dxdy 



PI. xff sættes >= O, haves ifdlge C7^, idet div =« 



eller ifolge C^^ idet p og 9 ere con- 



cosØ ' 
stante, 

ffxdxdy ffidxdy Jjfidxdy 
JJdxdy ^ = —^ ^ 

AUsaa, naar Arealets Projection paa PI. xy betegnes ved Ay Coordinaterne til Tyngdepunktet 
heri ved 1^ og if/|, Volumen af den projicerende Cylinder mellem begge Arealer ved F, 
saa haves: 

««=£i. V«i7i. ^Z-^V. (13) 

Heraf B%e»^ at Tyngdepunkterne i hvilkesomhelst plane Snit i Cylindren falde i en ret Linie paral- 
]el med Cylindrens Generatrix, og at et skjærende Plan omdreiet i hvilkesomhelst Stillinger om et • 
Punkt i denne Linie, Tyngdepunktet af alle dets Snit i Cylindren, afskjærer med det samme ret- 
vinklede Snit i Cylindren det samme Volumen , som er Produktet af Arealet af det retvinklede 

• • 

Snit med det nævnte Tyngdepunkts Afstand fra samme« Overhoved ville to slyæve Snit, hvis 

■s 

Planers Skjfldrlngslinie falder udenfor Cylindren, afskjære af denne et Volumen^ som er Produktet 
af Cylindrens paa Generatrix perpendiculære Snit (Grundfladen^ multipliceret med Afstanden mel- 
lem Tyngdepunkterne i de to skjæve Snit, eller^ hvad der er det samme, Produktet af Arealet af 
det ene Snit med Perpendiculæren , som paa samme^ Plan nedfældes fht Tyngdepu^tet i det an- 
det« Lignende Sætninger haves om Tyngdepunkterne i Snittenes Omkredse og om Cylindrens 

ds 



Areal afskaaret mellem to plane Snit; thi naar man sætter i (7) d(ei = 



erhol4es lignende 



cosfl' 

Formler som (l^^ idet blot A forandres til Omkredsen af det retvinklede Snit og V til Cylin- 
drens Areal indsluttet af det givne Snit og dets Projection« 

5. Ked Hensyn til Tyngdepunktets Bestemmelse kunne efterfdlg^nde Tilfælde specielt 
bemærkes. . * 



*) Denne Regel, fdrtt fremsat af den græske Geomelrer Papputf b5r ikke benævnes GMins Regel 
(•. Montucla, hist, des matk« T. 1, Pag. 829), 
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I. For Ellipsebaer haves ifdlge (11), idet ^ -I- rx^l» 

Og de tilsYarende for Hyperbelbuer haves ved at forandre 6* til — 6'« Begge integraleme k«iDe 
erholdes under endelig Form; det maa kun iagttages at for negative Yerdier af x maa Qvadrat- 
roden i den fdr^e Formel tages negativ, ligesaa i den anden, naar y er negativ, saa at de Ele- 
menter af Integralerne, som svare til de samme positive og negative Yerdier, respeetive af x og 
y, hcve hinanden« For Cirkelbuen scttes 0^=6^ altsaa ved at lade oi^'nes Axe gaae gjennem 
Bidtpunktet af Buen, og ved at sette dens Chorde <= c, 

dy==ac; «s = o, 

saa at Tyngdepunktet ligger i Radius til Midtpunktet, og dets Afstand fra Centrum forholder sig 
til Radius som Chorden til Buen. For Parabelbuer, idet y^eap«, haves 

som begge kunne udtrykkes under endelig Form« 

U. For Trianglets Perimeter og Areal kunne Tyngdepui^terne findes uden Integrationer 
saaledes* Enhver af Siderne IT C, ^C, AB (Fig. 18) i A^BC har Tyngdepunktet i Midtpunk- 
tet, a, 6, c« Systemet af de to Sider B C og AC har altsaa sit Tyngdepunkt i o i Linien ab 

ao AC AC ae 

saaledes at 7—= — -9 ^^^ — ==.— efterdi AABC coAabc. Linien ca halverer f&lgelig 
bo BC' BC bc 

^acb. Da Tyngdepunktet for Perimetren ABC maa falde i denne Linie co og paa lige Maade 
i de Linier, som halvere de to andre Vinkler 9X £^abCj saa kan det ikke vere noget andet 
Punkt end disse tre Liniers Skjcringspunkt eller Centrum for den indskrevne Cirkel i. ti, abe. — 
Arealet af t^ABC (Fig. 19) maa have sit Tyngdepunkt O i Skjeringspnnktet af de tre Linier, 
som fra hver Vinkelspids kan drages til Midtpunktet af den modstaaende Side; thi enhver af disse 
Linier halverer alle de med denne modstaaende Side parallele Transversaler og indeholder følge- 
lig Tyngdepunkterne for de uendelig smaa Elementej af Trian^et, som hegrvndses af consecutive 
Transversaler* Drages ab mellem Midtpunkterne a og 6 af Siderne BC og AC^ saa haves 

fl6=^>rj og Afl6 0GOAi4,fiO, altsaa ^«:^«=^ = J,xf61gclig aO=^\ÅO eller 

Au AB B C 

aO = ^Aa og AO=^fAa. Heraf fdlger , at O tillige er Tyngdepunktet for Systemet af tre 
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ligestore Masser^ hyis Tyngdepunkler ere A, Bj C, altsaa at Limerne OA^ OBj O C fremstille et 
System af tre Kræfter, som ere i Ugeyegt (Art. 2). Dem fq^ine Bestemmelse for O odkommer 
0||:saa yed en enkelt Integfration ifdlge deo 1ste (]2)» Tages nemlig A som Begyndelsespunkt 
og lægges op'nes Aie -^BC^ sættes tillige JBCtcsa og den tilsvarende Hdide ssA, saa haves 

/ "7"^**'® An t 

S=^iahy y — yje=_-a?, fdlgellg £= -^-2-. — ^ «#*, hvorefter haves --— =s---=|., 

A -^ah An n 

in. For det elliptiske Segment^ mellem Toppunktet og en Chorde perpendiculær paa din 
store Aze, erholdes Tyngdeponktet ifdlge <12) ved at sætte 

o a 

altsaa ij^=0 og, idet Xf=ac08g>, ysaftsin^p, 

É5« — /V«*— a?«a?dj?=:| — C«* — ica)i = fa«6sinV 

Som bekjendt er 5 = a6(y^sin^cos{p), altsaa 

2sin'flp 

J = 2^^ a, 

S((f — sin g) cos q)) 

som er uafhængig af 6. For det ligebenede Triangel, danne^ af Chorden og Linierne fra Cen- 
trum til begge Endepunkterne afChorden, haves de analoge Stdrrelser £'>=|acos^, 5^<= a6 sin^cos^. 
Altsaa for den elliptiske Sector, sammensat af Segmentet og Trianglet, haves de tilsvarende 1^ 
og 5^, nemlig 

For Cirkelsectoren udkommer det samme ved at decomponere den i uendelig smaa Triangler, hvis 
fælleds Toppunkt er Centrum og hvis Grundlinier ere de ligestore Elementer af Cirkelbuen. Tyngde«- 
punkterne i alle disse Triangler danne en Cirkelbue concentrisk med den givne og med Radius 
liig f a. Tyngdepunktet i denne Bue falder sammen med CIrkelsectorens Tyngdepunkt , altsaa maa 
Sj forholde sig. til fa som Chorden til Buen, begge disse svarende til Radius =|a, med dette 

« 

sidste Forhold er uafhængigt af Radius og = — ^. 

9 

IV. Tyngdepunktet i et hvilketsomhelst Tetraeder AB CD (Fig. 20) er Skjæringspunklet 

for de fire Linier , som fra hver Hjdrnespids kunne drages til Tyngdepunktet af det modstaaende 

Triangel; thi enhver saadan Linie indeholder Tyngdepunkterne af alle de med Trianglet parallele 

Anaijftisk Mechtmik^ '^ 



(»o 



Snit i Teiraedre«. Er altsaa E Midtpsnktel af CD og afølgflftres P og Q i Linierae AE og BE 

m 

ÅP BO 

saaledes, at — c=— ^ = $9 drages dernæst AQ og BPy saa er disses Skjæringspimkt O det 
AE B E 

ftQ pQ QP 

sogle Tyngdepunkt. Da endvidere PQ^AB og AQ OPæAAOBj wa «r5^ = --=55— - =sj, 

AO AB BE 

folgelig QO^^AO eller QO=^AQ og AO^IAQ. Heraf fdlger, at O tillige er Tyngde- 
punkt for Systemet af fire ligestore Masser, hvis Tyngdepunkter ere A^B^ C, D, eller at Li- 
lyerne OÅ^ OB, OC, OD fremstille et System af fire Kræfter i Ligevægt. Sammensættes sær- 
skilt de to Masser A og J9, dernæst de to andre C og D , i Endepunkterne af den modstaaende 
Kant, saa erholdes Tetraedrets Tyngdepunkt O som Midtpunktet af den Linie, som forbinder to 
modstaaende Kanters Midtpunkter^ eller som Skjæringspunktet af de tre Linier som forbinde Midt- 
punkterne af lo og to modstaaende Kanter. — For en hvilkénsomhelst Pyramide eller Kegle er 
dernæst Tyngdepunktet bestemt, nemlig som beliggende i den Linie ^ der gaaer fra Toppunktet Ul 
Tyngdepunktet af Grundfladen, saa at der af denne Linie er afskaaret J regnet fra Toppunktet 
eller J regnet fra Grundfladen. Dette indsees let ved at dele Pyramiden i Tetraedre, idet Grund- 
fladen ved Diagonaler deles i Triangler. Ved en enkelt Integration udkommer det samme: thi 
sættes Begyndelsespunktet i Toppunktet, antages rr^nes Axe perpendiculær paa Grundfladen, beteg- 

f 

nes dennes Areal ved a, Hdiden ved A, Arealet af et Snit parallelt med Grundfladen i Afstanden 
X fra Toppunktet ved X^ saa haves i den 1ste (7) doo^^Xdx og X^^-^^x^, altsaa Volumen 



= / Xdx^^ah og I 
^ o 



^0 ^ s 



iah 



=JA. Folgelig -7- = I? og i samme Forhold deleaAxen 



V 

fra Topptinktet til Tyngdepunktet i Grundfladen. 

V. Bevolutionsflader og Revolutionslegemer, begrændsede af lo Planer perpendienlere paa 
Axen^ moae have deres Tyngdepunkter t denne. Tages den altsaa so« op'aes Axe, haves ^ e= O, 
d;»0, men for g erholdes ifOlge den 1ste (7), idet dm^=B27tyd9 og dia ^n(sf^-^yf')dr, 
del fdrste for RevolntionsfladeD, det andet for Revolutionslegemet : 



$ = 



fyds 



fiy^'-y^^xdx 

^f(y^-y?:fdx^ 



(14) 



OP* y 



F. Ex. for Revolutions - Ellipsoiden, idet -- +^s=sl, y- =:0, erholdes 



b^ 



M 



f^-- 


fl« — 5* . 

T JC'^i 


C da; 


f(7. 


«• — 6^ 


5 



J = . t—^ 

som begge kunne udtrykkes ander endelig Form. Den forste giver i Tilfældet a=^b, og idet 
Grændserne betegnes a og /t, S = iC^+lf)i saa at Kuglezonen bar* sit Tyngdepankt i den til- 
svarende Axes Ifidtplinkf* Den anden gjelder ogsaa for Ellipsoiden med niige Axer, bestemt ved 

x^ y^ z^ 

— + — + -j e=a 1 , thi Arealet X af et Snit perpendiculært paa ar'nes Axe er bestemt ved 

X=inbc( 1 j), hvorefter Volumen V og Tyngdepunktets Coordinat { erholdes: 

V^fXdx, iV^fXxdx. 

Ere Grvndseme x^=^acosq> og a, erholdes for det ellipsoidiske Segment: 

F= — fl^cO — cosy)*C2+cos9p), ^V=^ — a*6csin*g), 
3 -4 

altsaa |« —— ^r^- Belegnes ved F', ^ og Fi,, |j de analoge Storrelser for den til- 
svarende Kegle med Toppunkt i EUipsoidens Centrum og for den ellipsoidiske Sector, sammensat ^ 
af det foregaaende Segment og Keglen, haves !'<= § a cos 9), F« — a 6 c sin'^ eos^, altsaa 

Fi=F+F = f7ra6ca — cos9>), |^^iil±i-L==» (1 + 0039)0. 

Storreiserne |$ |'^ I, ,. uafhængige af 6 og c, ere ligefrem anvendelige paa Kuglesegmentet, den 
tilsvarende Bevolutions - Kegle og Kugiesector. Naar denne sidste decomponeres i ueudelig smaa 
Kegler, med fælleds Toppunkt i Kuglens Centrum, idet Grundfladerne ere Elementerne af den Deel 
af Kuglefladen, som tilhdrer Sectoren, saa ville disse Keglers Tyngdepunkter danne det Stykke af 
en concentrisk Kugleflade med Radius =|a, som begrændses af den samme Kugiesector. Tyngde- 
punktet for denne Flade er Midtpunktet af den tilsvarende Axe og falder salmen med Kuglesec- 
torens Tyngdepunkt^ hvorved atter 1^ udkommer. 

VI* For det Legeme, som indsluttes af to concentriske Kugleflader, desuden ef to Revo- 
lutions-Kegler med fælleds Toppunkt i Kuglernes Centrum og fælleds Axe, og som endvidere be- 
grændses af to Planer lagte gjennem samme Axe^ findes Tyngdepunktet ifolge (10) ved at ind- 
fdre Polar - Coordinater. Integrationsgrændserne ere constante, r = ii|, og r^=^a^ den indre og 
ydre Kugles Radius, 0^ og d, den indre og ydre Kegles Sidelinies Vinkel mod Axen, C0| og co, 
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som besteaune Planernes Heldninger mod PL xy. Antages liQige q variabel men Fonction alene 
af r, og sættes 

r Qr^dr = Ay f Qr^dr=B , 

saa erholdes Massen Mt^ fffqr^ md dmdO dr= A im~^(o{){tosØi-- tosff)y endvidere 

iU^fffQr^s\ndtonddfodedr^\B(jo—m^%cosl^Ø^'-tQAe)y 

7iMc==^fff^^nnHcosødmd$éT^\BCs\w—sirmO[^ 

CM'==fffQr^B\n^eBinmdødedr===\BCco9mi—eosm)[e--ei^ — |0in20— 8in20j)]. 

For det hele ringformige Legeme om Axen haves lo^'^O« a>=»27r, hvorved 17^=0, C =^9 ^^^ 
at Tyngdepunktet ligger i denne Axe selv og bestemmes alene ved {: 

B 



I 



2A 



(cos ^j + cos (7), 



som overhoved ikke aflivnger af Vinklerne ctf | og co. For q constaat erholdes 

attsaa |s|-| ^ (cos ©^ + cos ^. For «j = O og d^« O erholdes atter Kuglesectorens 

Tyngdepunkt som forhen. 



6S 



FJERDE CAPITEL. 

Massers Tiltrækning. 



FdBSTE AFSNIT. 

Almmdéligø Formler for Massers Tiltrækning; Anvendelse paa Kuglen, 

h El bevegeligt Punkt O antages tiltrukket af fonkjellige faste Punkter , Atiraeiionå' 
Centrér,- hvis Masser betegnes m^y mj,»«,øi«« De retvinklede Coordinater til O vøre |, tj, ^, 
og de ti] m^ tere x^, y^, %^, saa at Afstanden fra O til m^ er bestemt ved 

«,= V^a- ^p^ +Ci7-yp*+CC-«P«. (1) 

Tiltnakmngen til m^ er dirigeret efter Linien fra O tO m^, og forholder sig som denne Masse 

men varierer tillige som en Fnnetion af Afstanden « , saa at den kan fremstilles ved m^fQuS)* 

Denne Funcdon f^ AHractions^ Loven, er den samme for de forskjellige Punkter m^^ m^^.^^mn* 
Resultanten R af alle disse Tiltrækninger findes, ifdige Tbeorien af Krmfter virkende paa et enkelt 
Punkt, ved fra O at drage tre retvinklede Azer ud, som kunne antages parallele med x^nes, y'nes, 
^B^nes Axe men i modsat Retning« Composanten af TiltnDkningen til m^ efter den fdrste af disse 

Axer vil da v«te 

ved nemlig at satte 

Composanteme af R efter de tre Axer ville fdlgelig vere: 

^^CO dipCu^') dæQuJ 

^'=-^'-^-^' ^=-^-'-17^' ^=^^-V-' ^'> 



Sammen 21 svareode til /=» 1, 2, 3,»*«n. Enhver af disse Composanter er positiv eller negti- 
tiv, eftersom den virker til at formindske eller foroge Coordinaterne, ^, fj, ^» Er Kraften en Fra- 
stodning, Repulsion, vil den være dirigeret i modsat Retning, hvilket blot forandrer Fortegnet af 
enhver af Coroposanteme , saa at man kun beh6ver at lade Fanctionen f være positiv eller nega- 
gativ, eftersom den betegner en Tiltrækning eller Fraslddning. Sættes 

T = i:m^9C«p, (4) 

som kaldes Potentialet af Systemet m^, m2^***mu med Hensyn til O, kunne Formlerne (3) frem- 
stilles ved (Lagranges Formler) 

dT dT dT 

"-H- '-W '-H- <"> 

For Resultanten R haves som bekjendt 

R^y/I^TY^TZ^, (6) 

og dens Retning danner Vinkler med de tre kxtx, hvis Cosinusser forholde sig som de tre Com- 
posanter. Altsaa, idet T er en FunCtion af Coordinaterne ^, t], ^, vil Ligningen 

r = C,. . (7) 

hvor C betegner en arbitrær Constant, bestemme en bevægelig Flade i Rammet, saaledes at Nor* 
malerne til alle Punkter i enhver enkelt Stilling ftf Fladen angive Retningerne af Kraften R for 
de samme Punkter, tiltrukne hvert især til Systemet m^, tn^^^^^mn {G. II, li, 1). Denne bevæ- 
gelige Flade kaldes Niteau-Fladen for Systemet iN|, m^,«« .iiiii, og naar blot C bestemmes saa- 
ledes, at Ligning C7) er tilfredsstillet ved de givne Coordinater til O, vil Retningen af Fladens 
Normal i dette Punkt angive Retningen af R, 

2. Er Tiltrækningen proportional med Afstanden, al^aa, idet X betegner en constant 
St6rrelse, 

r(») = A«, vOO^h^u^, (8) 

og sættes I? + ^* + f* = tf^, 2!m^=3f^ saa er ifOlge (4) 

Altsaa udkommer ifdige C^^ > i^^t g^ , i^i , ^^ ere Coordinaterne til Tyngdepunktet i Systemet 

jr=Aj>/(g-5j), y=Ai/(^-47i), z^kM(c—Si)' ' W. 

Disse Formler vise , at den hele Tiltrækning R vil i Storrelse og Retning væ;*e den samme, som 
maatte udkomme, naar alle Punkterne m^ , m^j.,^mn flyttedes til Tyngdepunktet* For en hvil- 
kensomhelst Funclion fQu), der bestandigen aftager, naar u voifer, vil den samme Sætning gjælde 






approximativt, o^ar Afstanden fra Tfngdepanktet til- O of meget stor \ Sammenligning med de 
indbyrdes Afstande mellem Punkterne m^, m„.».ina. • Udtrykket CO giver ved Udvikling 

som er convergent, naar Begyndelsespunktet tages i liarheden af det tiltrækkende System« End- 
videre erholdes som en convergeut Udvikling ^ 

Tages dernæst, for Simpelheds Skyld , Begyndelsespnnktet i Tyirgdepankiet, erholdes for 7 den 
approxtmerte Værdie • 

' T^MtpiS), (10) 

nemlig ved Bortkastelse af de Led^ som ere af Ordenen , Dana ^betegner selve Tyngde«- 

punktets Afstand fra O, saa er det fundne Udtryk for T det samme, som^ vilde haves naar 
^19 ^2'***^ ^^^^ flyttedes til Tyngdepunktet, hvorved Sætningen er beviist. 

3. Naar Punkterne m^ , m^^.^.mn ndgjore alle Elementerne af en continuerlig Masse, 
blive Summerne JS forandrede til tredobbelte Integraler. Formlen 03 aiftager folgende Form 
Ovf- 111, 3> 



u^\/Q-xy-^i7} — yy-^{^-zy, T^fffipOOQdsifydz. (11) . 

For 17, |f, z kunne de tilsvarende Polar*Coordinatcr r, O, m anvendes paa sædvanlig Maade.' Sæt« 
tes tillige for ^, fj, ^ deres Udtryk ved Folar-Coordinater å, 6\ m, erholdes: 

•»= V^d*— 2*{cosecose'+sinesine'oo8Coi— O)')] + r«, T==^fffg>Cu)fr*B\ned(aiddr, (12) 

Tætheden q er en given Function af Coordinaterne , og Integralerne tages mellem de yderste 
Grændser for den tiltrskkende Masse. — Er den givne Masse en Kugleskal, begrændset af to 
concentriske Kugler, og er Tætheden q alene Function af r, saa at Massen er sammensat af con-^ 
centriske uendelig tynde homogene Lag (idet q betragtes som constant fra r til r + dr), saa maa 
ResuHaaten R være dirigeret tm O til Centrum, efterdi alle Elemenfenie ere to og to symmetri- 
ske med Hensyn til denne Retning* Tages Centrum som Begyndelsespunkt og lægges or'nes Axe 
gjenneM O, haves ^»o, f=0, tf=»|, ligeledes 6f=>0, rø'sssO, og man vil da erholde 

y=:0, 2 = 0, R^X eller /l=^, og Udlge 02) * 

ag 



S6 



ttc=v/|« — 2frcose+r«, >« /" f f (piu)^r^AnedmåBér^ (13) 

idet a| og ere Radierne for den indre og ydre Kugleflade* Integrationen ned Hensyn til m 
kan fOrst udfdrec, dernest med Hensyn til 6, men ifdlge Udtrykket for « haves, idet r betragtes 
som constant, 

altsaa - ■ ' 



2yi /»• ^ 

— y Qrdrfmfiu)dm. 



Integralet med Hensyn til • maa tages fra den Værdie, som svarer til tf «£ O , til den, som sva- 
rer til d=^nf altsaa fra v= +.CS — f*) til S'^^f dverste eller nederste Fortegn gjeldende, efter- 
som £ -- r er positiv eller negativ. Ssttes 

« 

fug>Cu)du'=^00 (14) 

og betegnes ved dT Elementet af T svarende til den uendelig tynde Kagleskal mellem r og 
r -i- dr, saa haves 



«>«■) 



<s<o 



dT=-^prdlr[V/tt+r) — ves — O], 
dr=^erdr[V(r + |) — vCr-0]. 



(15) 



(W) 



Heraf erholdes T ved Integration med Hensyn til r, fra a^ til a» idet Udtrykket (15]) eller (16) 
benyttes, eftersom O ligger udenfor den ydre eller indenfor den indre Kugleflade. Naar O ligger 
mellem begge Kuglefladerne, erholdes T som Summen, af integralerne af (153 og (16), det fdrste 
taget fra øj til |, det andet fra £ til o. 

4. Antages specielt, at Tiltrækningen foriiolder sig omvendt som Qradratet af Afstan- 
den, saa haves 



hvorved Udtrykket (15) reduceres til 



(17) 



dT< 



4niUiQr*dr ftdm 



I 



I 



9 (S) '*"'» 



(18) 



idet Kugleskallens Kasse dm = d^ngr^ =4nQr^ dr» Altsaa vil hver enkelt Kugleskal til- 
trække et udvendigt Punkt ganske paa samme Maade som hvis hele Massen var samlet i CenlruD* 
Den samme Sætning gjælder fdlgelig om den hele Masse indsluttet af de to concentriske Kugle- 



SI 

flader^ reaj og r=:ay idel O er adyendig d. e. |>a eller |s=«. Udtrykkel 06) reduce« 
res formedelst (JL7) til 

dToB — AnfAQrdfp 

som er nafhengig af £, saa at AeaO, d. e. O beliggende indvendigt er i Ligevegt. Ligeså« for 
den hele Masse mellem. rc=i7j og fes 'o, idet |< a^ eller $=ai* Falder £ mellem a^ og a, 
vil O alene tiltrækkes af de indenfor liggende Lag, som folgelig give Besultanten 

R=^ f énQr^dr. (19) 

F» Ex., naar Hassen er homogen, Rtsa^^^^^Qt — ^^s^^ ^Itsaa i Tilfældet af en heel Kagle, 

d, e. for a^ Es=o, i{ = $7rp/i*£,' altsaa proportional med Afstanden fra Centrum* — Vil man 
overhoved vide, for hvilken Attractionslov et homogent Kaglelag tiltrækker et enten udvendigt 
eller indvendigt Fankt ganake som hvis hele Lagets Masse var i Centrum, saa sættes blot Udtryk- 
ket (15) eller (16) liigt med 

F(r) 
idet U er en Fanction alene af r, men uafhængig af £, Sasltes U= — ^-^, haves altsaa somBe- 

tingelse 

i [V« + 0— */'(+: (f — r))] = |[r5Pa) + ^Cr)]- 

d^ Jl d^éfl 

Venstre Side sat liig Jl giver -—--= -, saa at man maa have 

di^ dr^ 

r[f9p"(|) + 29'(S)] = S/^'(r) 

eller ifdlge (2) fiS) + 2~==: — ^. Denne Ligning kan kun tilfredssiilles derved, at begge 

Sider reduceres til den samme constante Værdie. Fanctionen f(vi) maa altsaa være saadan, at 

/'(«) + -AC«) =-3 A, 
II 

idet A betegner en vilkaarlig Conslant, fdlgelig ved Integration 

II* 
hvor ^ er en anden vilkaarlig Constant« Det vil dernæst let kunne prdves, at den forlangte -Be- 
tingelse er opfyldt for dverste Fortegn uafhængigt af Værdierne af X og /«, for nederste idet 
fi=0 altsaa f(u')^=iXu. Derimod vil det alene være for Tiltrækning omvendt som Qvadra- 
tet af Afstanden ' at det homogene Kuglelag ingen Virkning kan uddve paa et indvendig! Fankt. 
Analytiik Meckanik, 3 
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For at nemlig Lige?«gteD kan flude Sted, maa Udtrykkel Q&) v«r« uafltmifigl af £ eller man 
maa have 

altoaa^ ved i begge Sider at tage 2den Différentlalcoefficient med Hensyn til |, 

For at denne Ligning kan vere tilfredsstillet for hvilkejomhelst positive Vflerdier af r -I- £ og r — Jl, 
maa Fonctionen fj/' reduceres til en constant Stdrrelse, altsaa 'if/' (u)e=Xy altsaa ifdlge (14> 

4^'(^ti)r=tf ffi rtf)r=A« — /* eller g)ru)=»A — -^, hvoraf igjen «' («) = / f«) =3 i^ • 

u u^ 

5» Udtrykkene (15) og (16) skulle integreres med Hensyn til r, dernæst differentieres 
med Hensyn til {, men disse to Operationer kunne foretages i omvendt Orden» Man har 

altsaa 

d.|[^l+r)-V<S-r)] jJ[(l+^•)v'(l+0+tt-^•)V'(^-»•)]-[^f'(^r)+^'{f->•)] 

eller, red at sctle 

fuif,(u)du=>mi»), ,(20) 

d, |[^l+r)- ^l-r)] (l[(|+r)^|+r)_(g_r)^|-r)]- [^+r)- V<S-r)] 

'•'''-^ dl = '*•< 

hror DilTerentiationeii foretages med HeiuyD til r. Fdlgelig, ved at sætte 

ff(0 = j[^(l+r) + t^(|-r)] _ l[a;(5 + r) - w(l-r)], (21) 

haves 

rdr —2 — «=d.J5r(r). 

Paa lignende Haade» ved i den forste Formel at forandre {— r og tf/Q-^r) til r — £ og 
— V (*• — É)j haves 



samt 
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ir(r) = ~[V/(r + f) + ^(r^S)]-l[(I)f(f + |)-.(ir(r-S)] (22) 

rdr —^ j| ^d.jrCr). 

Antages na q coDstant, vil den hele Tiltnekning R af den homogene Kagleskal knnne fremstilles 
saaledes : 

1? for !>«, il==:2yrp[J5r(«) — iJ(aJ], 

« for !<«!, B'=.2yrp[iir(a) -Ar(ai)], 

3? for iii<J<fl, R^^2nQ[H(S)--H(ai) + K(a)—Kay]^2nQlK(d)'-H(ai)l 

I det andet Tilfælde vil | = give Udtrykket for R en nbestemt Form, men den sande Værdie 
deraf er O, saa at det tiltrukne Pankt stillet i Centrum er i Ligevægt, hvilket ogsaa forud kunde 
indsees. Man har ^(OjssQ; altsaa, ved at sætte i 1ste og 3die Tilfælde a^^Oy bliver Tiltræk- 
ningen af en heel homogen Kugle paa et udvendigt Punkt og paa et Punkt i Kuglens Masse be- 
stemte som Functioner af a og { saaledes: 

iJ(|, a) = 2yrgJ/(fl), R^Q, a) = 2nQK(a). (23) 

Heraf udledes igjen ovenstaaende Udtryk for Kugleskallens Tiltrækning som Forskjellen mellem den 
hele og den mindre Kugles Tiltrækninger. Udtrykkene (23) give 

Ml^=.'2 (24) 

som viser, at to concentriske homogene Kugler med samme Tæthed tiltrække enhver af dem et 
vilkaarligt Punkt beliggende paa den andens Overflade, saaledes at disse Tiltrækninger forholde 
sig som Qvadraterne af de tiltrækkende Kuglers Radier, eller, hvad der er det samme, som Area- 
lerne af deres Overflader (Laplaces Theorem)* 

ANDET AFSNIT. 

Poteniialei for Tiltrækning omvendt som Qvadratei af Åfåianden. 

6. For Attractionsloven /*(«)= — haves y(tt) = — Cl^ men Factoren — ^e kan ude- 

lakkes fra Potentialet T og fdrst bagefter tilsættes ved Composanterne AT, y, Z. Vi antage jt«=>], 

saa at blot Udtrykkene (5) forandres i Fortegn« Altsaa haves ifdlge (11) 

8* 



«- v'« - *)* +01— y)* + (f — *)• , ^'=J!)T 



gdxdffdz 



(S5) 



Ved Differentiation erboldes 



4.1 

u 

**'7r SCI — «)• 



I-« 



é,l 



-.1 



ti' 





tf 
diy 


» ^BS ^BB 


1?— y 


d*. 


1 


8 Cl? 


_,). 



•»f 






roigeiig 



«< 



*2* 



d«.— <!>.— d«.— 
« « « 






o. 



ircige Udtrykket (86> for T haves, eRertom |^ 17, f ere Constaater, 



fdlgeli; (LapUieea Formel) 



T d*T d^r^ i i i \ ** " " 

^^å^^'d^jJJ l"dF "'"■^ ■*""^> 



gdxdydSf 



d^T d^T d^T 



O. 



(2(r) 



d|« d^« d^ 

Herved maa dog farndsættes^ at det tiKrnkne Ponkt O ligger udenfor Hassen; thi hvis dette Punkt 
er et Element af Massen selv, vil T, som er Summen af alle Elementerne af Massen hvert multi- 
pliceret med —9 afhenge af |, 17, f ikke blot forsaavidt de indgaae expUcile onder Integrations- 

tegnet, men ogsaa fordi et af Integralets Elementer svarer til «;={, 9^=17, *'=C ^8 desuden 
har en uendelig Form formedelst »=0. — Indfdres Polar- Coordinater ved at s«tie 

|==rco50y ij^ = r sind cosco 9 ^= r sinØ sinoi , ) 
x^=arcosffy yasf sin^cosco^ »=rsin^sin«',| 

blive Formlerne (25) transformerte til 

« «V^r«—2rr'[cosflcosd'+sinesine'cos(i» —»)]+/• , Tea /Vy— gr «sinfl^d«'d^dr'. (28> 

Ifdlge (27) haves 



r«=V^S* + iy* + f*, cosd 



Vi^+v^-^S* 



tgw = — 

V 
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Heraf udledes de partielle IKfferentitlcoefficienter af r, Oj co med Hensyn til |^ ijy ^, som derefter 
iøen adtrykkes ved r, 6, m, nemlig: 



-—eaStnØCOSIV. 

dr 



dO sin g 

dg cosgcoso) 

dfj f 



rff 



singsinøi -77."=^ 



dO cosgsinoi 



d(D 

dfo 
dfj 

dm 



sino) 



r sing * 
cosoi 



Altoaa hayes 



dT 



d^ rsinØ* 



dTsine 



dT dTdr dTdO dTdw ^ 

di^drdi^ dOdl ^ dæd^^dr dg V 



Ligesaa findes 



dT dT . ^ dT cosg eosoi d T smai 

-r-=-7"""gcosrø + -r7; -; r-;»> 

dff dr dO r dæraind 

dT dT , ^ , dTtosBmm dT eoam 

_.= sing sin© + — r +-1 r-5. 

d Q dr du r dm raina 

^2f a%f i%f 

Endvidere findes Udtrykkene for --1^9 ^— :;» tz^^ hvorefter erholdes 

d I* dfi^ o f 

d^T d^T d^T l^d^T cotgdT 1 d^T d^T 2 dJT 

di' *d^«"*"df« '^Hdg*''" "7«" de"*"r«sin«gd (»«■*■ dr« ^7 dr ' 



saa at Ligning (26) transformeres til 

— A II 1 d«r 



d^.rT 
dr' 



«0, 



(29) 



hvilket ogsaa pr5ves ved for T at indsætte — udtrykt ifdlge den 1ste (28). Tillige bemær- 



kes fdlgende Transformation: 



eoBO=féy 



d,(l — /*•) 



df^ 



dT 



d'T d^.rT ^ 
+ r— -— — =0. 



1 — ^•d©* dr' 



(30) 



7. I visse Tilfælde kan den partielle Differentialligning C^)) ^11^' ^^^ hermed eensgjæl- 
dende (29) eller (30), integreres nnder endelig Form, og tillige de to arbitrære Functioner be- 
stemmes f t Ex. ved directe Beregning af Tiltrækningen for specielle Stillinger af O. Her be- 
mærkes alene Tilfældet af en homogen Kngleskal, og det af en homogen Cylinder, som til begge 
Sider er forlænget i det uendelige. 1 det fyrste af disse Tilfælde sættes Begyndelsespunktet i 



Cenlmm og x'ne» Axe lægges gjennem O, 8«a at i|^s=sO, C<»Oy f6lgelig {ssf, ØessO, og Til- 

dT dT 

trøkningen er da fremsUIlet ved — Jfc*^"* J~' ^^^ ^^^^^ gjelder oafhængigt af Retningen af 

dp*nes Axe, efterdi T maa være uafhængig af og cø. Ligning (89) redaceres til ■ =0, 

or* 

hvoraf ved Integration Te=ij4+ — ^ idet A og B ere arbitrære Constanter, fdlgelig den sOgte Til- 

r 

trækning =-• • Ligger O udenfor den ydre Kugleflade, er B den samme som for rescx), altsaa 

ifdige Cl^D B=My den tiltrækkende Masse. Ligger O indenfor den indre Kugleflade, maa B 
være den samme som for res O, altsaa j9<=0* — I det andet Tilfælde være o^'nes Axe parallel 
med Cylindrens Generatrix. Sættes Afstanden fra O til denne Axe Hig «, haves 

og 7 vil alene kunne afhænge af s og «i, thi den maa være den samme for alle de Punkter, 
som ligge i den samme rette Linie parallel med Generatrix« Altsaa haves 

H^^li r/fr dT d^T r^/ii'^ d^T r dT 

dfjb'^dsdfA'^ V^iH^Ss' dJ?^T^ds^ (1 — /i*)lds' 

desuden — «= — ^1— n* , -_«=_- (i -. i**), Djgje Udtryk tiUigemed r=B , ind- 

dr ,d$ '^ dr^ ds* ^ y/j „j 

satte i (30) give: 

dT ^d^T d^T 

hvoraf ved Integration 

r=9)(s6'*'^'"^)+V/(se""*^^^), 
hvor de to arbitrære Fanctioner ^ og ^ sdges bestemte ved TiUrækniogerne i Tilfældene (o = 

og w = --'9 som paa anden Maade maae erholdes. For Revolutions-Cylindren , idet dens Axe ta- 

dT d^T 
ges som xnes Axe, maa 7 være uafhængig af w, fdlgelig s-r-'^s^ — r-==0, hvoraf ved Inte- 

di ds^ 

gration 

dT A 
ds s 

som er den sdgte Tiltrækning, dirigeret perpendiculær paa Axen. Constanten A findes ved at aA- 



ttfe « megel ølor 1 SaflUBeBligniBS^ mad Radias a i Cylindreiis Gnmdflade, altsaa ved at betragte 
Cyludrea son en uendelig ret Linie« Tiitrckningen paa O yil da Tære 






hYoraf thittef, naar O er ndyendigt, ^=s8^9va*. Udtrykkel — gjølder ogsaa for et cylindrisk 

Ltigj indslattet af to nendelige Cylinderflader om en felleds Axe, idet O ligger indenfor den in- 
derste Flade. 1 dette Tilfølde maa O vere i Ligevægt^ efterdi A=^0 naar «=3 d. e. naar O 
ligger i Azen. Ligger O i selve det cylindriske Lag, vil Tiltrækningen være bestemt alene ved 
den Deel af Massen, som ligger indenfor O. 

8. Naar Pnnktet O ligger i den tiltrækkende Masse, vil Formlen (26) ikke længer gjælde. 
For den komogene Kngleskal vil det findes, at hdire>Side maa forandres fra O til — 4^7^. Nai^ 
r, fj T^ svare respeotive til O beliggende udenfor den yderste Flade, indenfor den inderste, 

mellem begge, saa findes ifdige (15) og (16), idet 9) («) = --, ^(fi)««, og ved efter Inte- 
graliotteme isteietfor | at skrive rs= v|•+^7• + f•: 
Naar r continuerligen vozer tré r<=0, anvendes successive f fra r=0 til r=>ai, 7^^ fra r=ai 
til r=a, T tm r=»a %i\ r=sOo, men denne Discontinuitet i Henseende til Functionens Form 
frembringer dog ingen pludselig Forandring i Værdierne, thi r^^sai giver 7^=7^, og r^^^a gi- 
rer 7|(=7« Paa samme Maade forholder det sig med Differentialcoef&cienteme af 1ste Orden: 

og de analoge, som haves ved Differentiation med Hensyn til ij og £^ Derimod ville de par* 
tielle Differentialcoefficienter af hdiere Orden frembyde pludselige Værdieforandringer ved r as a^ 
og rsz^a^ f. Ex. 

saa .1 r = «, giver -j^-^ ^^P ^ ««''«« ««^«'ip^ - ^jn^-^^?:;?- 

Medens derfor 7 og 7" tilfredsstille Ligning (26), vil derimod 7^ give 

d«7i d«7i d^T^ ^ .-,,. 

dga diy^ df« '^ 
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Det vil kunne bevise«, at denne Ligning er gjeldende for en hvilkensomheift Masse, enlen homo- 
gen eller heterogen, naar O er et Ponkt beliggende i selve Massen, idet man i hOire Side for q 
indsætter den Værdie af Tetheden, som svarer til samme Punkt i Massen« For Polar-Coordinater 
erholdes (89) eller (30) idet bdire Side ikke er O men — Angr^. For den homogene Kugle- 

d T 

skal, idet Centrum er Pol, maa 7. vere uafhtDUgig af Ø.og cø, saa at Tiltrækningen es 1 

dr 

kan udledes ved Integration af Ligningen 






dT B 

altsaa -j^ =" n 'f' f ^ 9 **- ^^^ arbitrære Constant B er bestemt derved at r es a^ skal give 

A fp AV ii^ n. a 

— -j-^«=0, ligesom ogsaa T^=a skal give —-igs^ypo * » Altsaa B2= — ^«paj', saa 

dr dt o* 



at man har — '-t^'=\^Q j-^ »om forhen (Art. 4). 



9. Den tiltrækkende Masses Volumen « forandres til et andet, «i, naar alle Punkter i 
dens Overflade flyttes det samme Stykke e parallelt med og i modsat Retning af j;'nes Axe, o% 
man sætte 

saa at o^ er det Volumen, som v og o^ have tilfælleds. Skrives q (x, y, s) og T Q, r^, ^ 
istedelfor p og 7 for at antyde de StOrrelser, af hvilke de afhænge, og sæltes 

gCxy y, »).(x— I) 



m 



[(^-{)*+(y-i7)'+(*-D«]« ' 



saa haves 



gc^^ y> g)>fa— I— g) 

^ [(x-|-6)*+(y -v)H(»— D']« ' 
(>(a?+g>y> z)>(x— f) 



<*ya. y. g) rrrntd. <^y«+s, y, Q ^_ .^ _, _ 



i > 



altsaa 



l[2ffi^_«;^j__^£^.^.^^^.^_^_^^_^^^_ 



6S 

idet hvert Integral udstrækkes til de yderste Grændser af det ved samme antydede Volumen. Ta- 
ges e uendelig' lille, saa blive t og t^ uendelig tynde Lag, som i deres hele Udstrækning he- 
rdre Overfladen af 9» Er nn ds Elementet af denne Overflade og a Vinklen, som dens udven* 
dige Hormal danner med æ*nes Axe, som er spids eller stump eftersom ds er i Beroring med t 
eUer r^^ saa haves. difs=»ecosa*48y iiT|«= — ecosa«ds. Den sidste Formel vil da give 






idet nemlig de til % svarende Elementer indbefattede med i det tredobbelte Integral ere tilsammen 
umærkelige, eftersom e er uendelig lille. Ere fi og y den udvendige Normals Vinkler mod y'nes 
og s'nes Axe, og X samme Normals Vinkel mod Forlængelsen af «, saa er 

-i ^ — I Jf — fl!7 ^ ^ — f 

eosAc= cosa + ^ '-tosS-^ — — ^cosy, 

tf tf tf 

altsaa^ naar man lader q variere alene formedelst Variationen af «, idet -Retningen «f « er uf6r- 

andret, 

4^ dgoosa d^ dQCOs/f dg d-Qtosf 

dx du ton X dy dvcosA dz dtfcosA 

d^T d^T d^T 

Folgelig erholdes, naar de analoge Udtryk for — -, — r, -—-^ lægges sammen, 

d|» diy» tff» 



d^r d«r d^r _ , 



(32) 



disse lotegraler P og y udstrakte, det fdrste til alle Elementer de af det givne Volumen, det 
•■det til alle Elementer d« af sammes Overflade. Beskrives om O som Centrum med Radios =1 
en Kugleflade^ hvis Elementer betegnes da, saa baves d9='U*dadu, f61gelig 

dg 



^=^-*/:-?«- 



En Kegleflade omskreven om do, med Toppunktet i O, vil forlænget afskjære af Overfladen af « 
Elementerne dS|, ds^, ds,,**«, i Punkterne 0^, O^y Oj,*««. Værdierne af v, g, X for Punk- 
tet Oø, være betegnede Vm, Qm^ Xm» Man antage 1? O at være et udvendigt Punkt. Integra- 
tionen med Hensyn til a udstrækkes da blot til de Elementer da^ for hvilke tf forlænget træffer 
f>. Punkterne 0|, 0^, O,,*«« ere i lige Antal, og Aj, A,, Ag,.^« afvexlende stumpe og spidse, 
altsaa, idet o ligger mellem tf^^ og tf^, mellem tf, og u^, o* s. v., 
Analyluk Mechanik, ^ 



følgelig é of2 ^-'-^ i..+2^'^."H. . ., - gi,er P^fféafl ^=ff-^ 4. 

eller P^N^ hvorved (32) redaoeres til (^V). 8? Br O et iadveadict Piinkt» sM vare (^^ Vm« 

dien af ^ i samme Punkt. O, , 0^, 0,,.». ere i uKge Antal og X^y X^, X^^... afvexlendo 
spidse og stumpe, tillige folder « mellem O og tip meljem Vj og »3, mellem ii^ og 11^ o. s. v., 
allsaa 

roigelig do/'3^d« = --poda+^'^-~--^dSi+2^--7^<*«2+*»», broraf, idet IntegratioBeii vd- 
J du u-f Uf 

strikkes til alle Kuglefladens Elementer é^y P'^ — 4nQ^ + N. Formlan (82) f6rer os altsna talbage 

til (3I) som gjsldende almindeligt, naar Punktet O er indvendigt, idet T^ og q ete' de samme 

som her T og p^ (,Poi9$oni Ilieorem). — Man kan betragte Formlen (81) som omfattende begge 

Tilfælde, idet q i hdire Side er Tetbeden i O; thi medens 9 har en bestemt Yærdie for ethvert 

indvendigt Punkt O i Massen, saa er ^=»0 for ethvert udvendigt Punkt. Er O udvendig, kan ^ 

vere discontinuert, hvilket aabenbart ingen Forandring kan give. Ligesaa naar O er indvendig, 

forsaavidt blot q er continuert i den Deel af Massen , tagen lige saa lille som man vil, hvori O 

ligger. Er nemlig Potentialet med Hensyn til denne Deel 7^, med Hensyn til den dvrige Masse, 

for hvilken O er udvendig, f', saa er T^^T^^ f, samt 

hvoraf ved Addition (31) erholdes. Ligger O paa selve Overfladen, kan hverken (S6) eller (31) 
lenger anvendes, idet venstre Side ikke bar nogen bestemt Yørdie« 

10» Ifdige (31), idet T refererer sig til et bvilketsomhelst enten udvendigt eller Indven- 
digt Punkt O, haves 

hvor Integrationen udstrmkkes til det hele Volumen, som begr^ndses af en ydre Flade B^ der 
oflulutter den tiltrmkkende Masse Jf, Da ^ er O for alle Punkter udenfor Jf, reduceres h6iro Side 
tU — 4,nM\ og, naar a, §, y ere Vinklerne af dan ad vandige Momial til B imod Azeme, d9 

m 

Elementet af Fladen B, haves 



Og ligesaa med Henøya lil tj og f. Altsaa erholdes 

r/>/dr dT ^ dT \, 

JJ \il^'^'^^^os/i+-coBy)ds=^-4nM, 

Integralet udstrakt til alle Elementer d« af Fladen B. Maar det vilkaarlige Pnnkt O i denne 
Flade flyttes i Retningen af den indrendige Normal det Stykke dn, blive S* Vj C forandrede til 

d T 

£ — dneosa, ij—dneosfi, f— ducosv, hvorved T bliver til T+— df^ idet 

du 

dT /dT dT ^ dT ' \ ,_, 

den, samme som Tiltnekningens Composant efter dn. F61geUg erholdes 

/f^^ds^AnM. (34) . 

Tages f or j9 en hvilkensomhelst Nivean- Flade ji, og indssHes da for cosa, oosfi^ eo»/ deres 

Udtryk (Uproportionale med ^, ^, ^, erholdes 
\ aj dij dfy 



^>l(rP'*G{)'+C-p'^'-*«*^' (»*) 



u 



J "*■ \dr) "^ VdV "* ^ ' TiltMBknittgen af MasMB M paa FnnkM O (Art 1). 

— Ere i, 7j, f Coordinateme Ul et Punkt O beliggende indenfor en Nivean-Flade j*, som om- 
giver Massen if, ere tillige a, 6, c Coordinateme til et Punkt S beliggende udenfor ^, og sættes 
Afstanden 05=.r« V'a — a)^ +C17 — 6)« + Cf — c)*, saa haves ifdlge C31) 



dC*/ 



(S6) 



d«i. d«i d*l 

r r r 



efterdi .^ + _- + _.n=o. Multipliceres begge Sider af (36) med didiydf og tages 

Integralet udstrakt til det hele Volamen, som begrændses af Fladen ^ saa vil hdire Side give 
— AnUy idet U er Potentialet af M med Hensyn til Punktet 5* For at bestemme venstre Side, 
bemørkes, at 

X 

9* 
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///(7^.-4)^«=//(7H-4)'^-//(7^|-^)'--- 

(37) 
idet a, §^ y, ds for Fladen A ere de samme som forhen. AUsaa, ifolge CS3) og ved at sætte 



erholder 



cos t = cos a + ^ cos/y + cos y. 



^^ r an JJ r^ 



Integralerne udstrakte til alle Elementer ds af Fladen Al Da 7 for aile disse Elementer er den 

samme, haves /T"— cos »»d s« 3^^-^d#. Tillige haves /y*—j-d» = 0, thi 5 ligger udenfor 

Fladen A^ og t er Vinklen mellem r og Normalen til Fladen A for del tilsvarende Element ås^ 
saa at aost^ som forhen. eosA, har afvezlende Fortegn for de Pnnkter i lige Antal, som bestem>- 

COs % 

mes ved den samme Retning af r, og for alle disse Punkter er d$^=^-LåQ (det tilsvarende 

r* 

Element af en Kugleflade med Radius es 1 om Centrum 5). Folgelig 

r/-l dT 

fr±. — ds^AnU. (38) 

JJ t dn 

Ligger S indenfor Fladen >^ (enten indenfor eller idenf or Overfladen af JU) og O udenfor A^ saa vil 
hdire Side af C36) være O« Multipliceres som forhen med dldrjd^, men udstrækkes dernæst 
Integralet til alle Punkter udenfor A^ saa haves O paa hdire Side, og venstre Side findes ved 
istedetfor Udtrykket C37) at tage Forskjellen mellem dette Udtryks Værdier for to Niveau-Flader 
A^ og A^ den forstis omsluttende den anden, og dernæst yi rykket ud i det uendelige. Værdien 
svarende til y/ convergerer til O; thi er h den korteste Afstand mellem A og a\ haves, for et- 
hvert Punkt paa Fladen y, — <--, y<-_, ._ (Composanten efter ^r'nes Axe) <~, aitsaa den 

T h h d^ h^ 

til j^ svarende Værdie <---.^, som er O for A = oo, efterdi j£ er af Ordenen å*. Folgelig 



erholdes 






Inlegralenie odilrakte lil alle Elementerne d« af Fladen ^; men, da 5 ligg^er indenfor denne 

GOSt 



flade y haves /T— j-d5=4yr, altoaa 



/ril?aa=4jrr. (39) 

*^^ r an 

IL Naar dn i QSå^ , ([38} , C39) er det Stykke af den indvendige Normal til Niveau- 
Fladen j4y som afskjæres af den consecntive Niveau -Flade, saa er dT constant med Hensyn til 
alle Fnnkter af ^. Afsættes i Retningen af d » fra j4 et andet uendeligt lille Stykke e, der for- 

1 € 

holder sig omvendt som dn , altsaa — = — , hvor h er constant af Ordenen d n^, saa vil Ende- 
du Ir 

punktet af e bestemme en anden consecutiv Flade indenfor Aj hvorved dannes et til A svarende 

uendelig tyndt Lag, hvis Volumen v^^JTeds. Er dette Lag homogent, dets Masse ssøi, dets 

Tæthed 9'=—, saa haves ifolge C34) og C38^ 

dT dT f 

n K 

idet %^=iQ JT er Potentialet af Laget m med Hensyn til et udvendigt Punkt 5, f6Ig^lig 

T = ^l/. (40) 



Ligesaa ifdige C39}, idet r^ er samme Lags Potential med Hensyn til et indvendigt Punkt 5, 

»,=-Jt. (41) 

For det samme Lag er --- constant saavelsom T, Potentialet af M med Hensyn til et hvilketsom- 

M 

helst Ponkt paa Fladen A^ hvorimod Uy Potentialet af M med Hensyn til i9, varierer ved Forflyt- 
telsen af S, Åt T og 7^ udledes de tilsvarende Tiltrækninger, som m uddver paa et udvendigt 
eller indvendigt Punkt S. Den forste falder i Retningen af den Tiltrækning, som M uddver paa 
samme Punkt (saa at m og if have fælleds Niveau-Flader}, og i Stdrrelse forholde disse to Til- 
trækninger sig som selve de attraherende Masser m eg M. Derimod vil Laget m ingen Tiltræk- 
ning nddve paa et hvilketsomhelst indvendigt Punkt. Dets Tiltrækning paa et Punkt paa dets ydre 

fn d T 

Flade er ifOIge (40) liig —----= 4 yrp'e, altsaa proportional med Lagels Tykkelse i samme 

M dn 

Punkt (C%as£øis's Theoremer}* 



12. Da PolentiaM 7 htr Mmm« Yærdie fdr alla da PonUør, ion h6re til faaaa RU 
yeaa-* Flade A, maa det v»re en Faaclion alene af den til saauae Flade irarende Yerdie X af 
Parametren C i Nivean-Fladens Ligning {Xi* Br denne Ligning bekj^dt, indeholdende {, ij, ^ 
og den arbitrære Constant, vil T som Fnnction af A kanna findeø saaledes. Man har 






og de analoge for -— ;, -i-^y hyorved C26) transformeres til 

"9 "• 









dn dn ån 



thi dette Udtryk maa være en Fonction alene af Xy forsaavidt den forelagte Flade er en Niv^aa- 
Flade. Altsaa ved Integration 

l|-c.-M^)-tt, (43) 

idet c er en arbitrcr Constant, hvorefter igjen ved Integration f bestemmes« Tiltrmkningens Com- 

^ , ^'r dT dr ^ ^ .^ . di åX åX ^ ^ „ _. 

posanter efter Axeme, —r, -— , -—, forholde sig som -r-^, -— •, — -, hvorved Retningen er be- 

d| dij7 df d£ di; df 

stemt for et hvilketsomhelst tiltrakket Punkt alene formedelst den givne Ligning for Niveau -Fla- 
derne, men Størrelsen vil v»re fremstillet ved 



Altsaa er Forholdet bestemt mellam Værdierne af A for lo Fnakter, hvad enttti de hdre tU dea 
samme Nivean- Flade etter ikke; men den absolnte Tærdie af IK for et hvilketsomhebt PmkS af- 
hænger af c, som vil knnne findes ved Hjælp af Værdien af 12 for et enkelt bestemt Ponkt. 
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TREDIE AYSm. 

EUipåaidens Tilirækning. 
18* BUipioiden forodssttea homogen. Pens HaWaxer ere a, 6, c, altsaa Overfladens 



Ligning 

a« 6* c" 



«* jf* «• 



Del liltnikne Pnnkt O, b^emt ved Ooordinaterne i, fj, £, antage$ fdnl indvendigt^ saa at 

For Composanlerne JT, y, Z hayes Udtrykkene 
^--flJir^^^'^y^*' ^-9jff'^*'>dyi*, Z^ g f/f ^^d^ dyd., 

men beqvemmere vil det vere at indidre Polar-Coordinater, Pol«i antaget i O. Altsaa settes 

xe^ii-ucosOf yss^+tfsinØeosoi, 2=3^+ iisinØsinio, (47) 

hvorved haves dxdydze^fflsnkOdmdØdu, og for Composanleme erholdes: 

X^^^g/ffcoaOsinediodeduy Y^^=>^g fffsixfiOcomdoidedUy Z^'-gf/yHn^eainrndædedu. (48) 

Udtrykkene C47) indsatte i (45) give Polar-Ligniagen for Overfladen: 

^••+2Btf--C»0 (49) 



idet 



a« . .. . a« 



^ sBcos^ Ø+r^ BitflOcoa^m + -r- sin^flsin*«, 

j9 s= { cos 9 + -— 17 sind cosrø + -j- f sintf sine«, > (50) 



6^. ' c 

R6ddeme i Ligning (49) ere 



•1- — ;^^ — , «o :i — . 

den f&rste positiv, den anden negativ » thi ^^ er positiv, og ifdlge (46) ligeledes C posiitv« 
Integralerne (48) maae altsaa tages, fdrst med Hensyn til « fira — tf^ til fi| (de to modstaaende 
Radii vectores til Overfladen dragne nd fra O), derniBSt med Hensyn til og 09, som begge va- 

« 

riere fra O til n. AlUaa 
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X^^Qjff^cosdBinedwde, Y^=!2Qjf/*^8in^ecoaædaidØ, ^=^ff^ am^tfsinoiitoiW* (61) 

X reduceres til den Deel af Integralet, soul afhænger af fdrste Led i B^ indeholdende |, thi de 
to andre Dele , indeholdende ^ og ^, ere begge 0^ efterdi Elementerne he?« hinanden to og to 
mellem Integrationsgnendserne« Ligesaa redaceres Y til andet Led indeholdende 17, Z til tredie 
indeholdende ^. Folgelig 



i^^ /*"_ cos^gsingdcodg 

/ / cos*©+ 7- sin*©cos*a) + -r- 
t/ Ot/ o h^ c* 

t/ Ot/ o 



cos^dsinØdcodØ 

sin^Ø sin^o) 

1 



" 7-;: §in'(9cos'i»il(»ift9 



«*.... . a« 



cos*«+7T ain*tfco8*aj + — sin«fisin«i» / <^2) 



2«f / / 

t/ o«/ o 



a* 



n -rr nn'dsin^oxfwdØ 



c« 



cos^Oi- — sin^Øcos>49 + -— a\n^6 sin^a) 



A' bestemmes ved fdrst at integrere med Hensyn til w ifolge Formlen 



Sæltes dernæst cosO^^x, bemærkes tillige at Ellipsoidens Masse M^=^7€ab cq, og udledes V og 
Z af A' ifolge Analogien, erholdes : 

a Jo \/K+C6^— o«>ai [aH Cc«— fl*)ar«] ' 

n/o v'[6«+c«*-^''*>*] [^*+ cc^— 6^>*] ' ' ^^^^ 

Udtrykkene Cd2> for Y og Z, behandlede paa samme Maade som det for A, give 
•/o m'cos^w + ii^sin^w mim+ny J ^ m* cos*« +«* sin* rø"^ «(«+»)/ 
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•/o 






(64) 



hvilke mryk eue øeugjcIdeiMle med de foregaaende. Traiuformens det fdnte lotefrel C63) ved 
•I sætte «»=-_ og de lo andre paa aaalog Maade, erholdes: 



^ aHcJa 



åt 



>fo 



Mf] y^OO 



» ab^cJo 



di 



>[(■ 



— > 



<56) 



*a6c.yo r^ 



d« 



6«y^ 



Sætles i det andet Integral CM) «• « > .rl'^ >. « > erholdes endnu et andet Udtryk for F, 
og det dermed analoge for Z haves paa lignende Maade: 



*^o \/[a»H6*— a«)y«] [a»+0 



^ (56) 



!a..-.^2'\M9l8 



')y*] 



14. Man antage a<6<c» Integralerne (53) blive da, ved de bekjendte Substitutioner, 
transformerede til elliptiske FnncUoner ; ligesaa (64) og (66), hvorved for Y og Z de samme Re- 
sultater udkommer. Man finder 



r 3ilf| rb 1 „,^ J 



Z^^ 



^^[-rc^ ^S^^«C*,?.D--&'^F(ft,9,))],> (67) 

3iff 
(c*— *•) ^c^—a^ 



= [F(*,9^)-E(*,9)], 



Analytisk MecJuuUk, 



10 
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idet Hodttlas h og Anplilnde 9 tre beslemte yed 



c^_Aa 5« — øJ a 

å'-Ij 5, A'«-l-*««3 -5, ^ cos,)«^. (68) 

c* — a' c* — fl* c 



For Revotalions - Ellipaoiden reducerts Integralerne Ul endelige Udtryk. Naar å=b (en aflang 
RevolntionB-Bllipsoide), erholdes : 



i "" 47 ™ c* — fl* L»» y/'c^^^a!^ ^ J 

Naar 5= c (en ffad Reyolntions-Ellipsoide), erholdes: 

Jr=-T — =^ . arc ( coi« — I U 

Y Z IM r a 1 / a\"l 

_=:_=s_l . + arc Ico« — — 1 . 



# 



(69) 



(60) 



I5» Af de fundne Formler for Ellipsoidens Tiltrækning paa et indvendigt Fnnkt kunne 

fOlgende Resultater uddrages: 

IT Y Z 

1? Allerede Formlerne (62) vise , at —, — , — ere uafhængige af |, r, f, saa at alle 

i V S 

de indvendige Punkter, som ligge i samme Plan perpendlculært paa en af Azerne, give den samme 
Composant af Tiltrækningen efter denno Axe. F. Ex. naar X^y Y^, Z^ ere Tiltrækningerne, som 
EUipsoiden nddver paa de forskjellige Toppunkter, hvilke Kræfter ere dirigerede efter den tilhd- 
rende, xnes, y'nes, s'nes Axe, saa bestemmes herved Tiltræknjngen« Composanter X, Y, Z for et 
hvilketsomhelst indvendigt Punkt, idet {Maclmarms Theorem) 

x^lx^, y-f^i, z-^z,. (ei) 

a O e 

2? For det samme Punkt O ere A", Y, Z, som allerede aees af C^S), kun afhængige af 
Halvaxemes Forholde --.,_, saa at to EUipsoider begrændsede af homothetiske Flader (d» e. 

concentriske, ligedanne og eensstillede) nddve den samme Tiltrækning paa O, som er indvendigt i 

begge. Et homogent ellipsoidisk Lag, begrændset af to homothetiske Flader, oddver altsaa ingen 

Tiltrékning*paa et Punkt beliggende indenfor den inderste Flade. Denne Sætning, hvorunder den 

( 
om det homogene Knglelag (Art. 4) er indbefattet, fdlger ogsaa deraf, at hvilkesomhelst fra O i 
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modnUe Refninger dragne Radii veciores u og u^ give ^f^^lff® (^^D) øanime Gjennemrait h i det 
ellipsoidiske Lag, saa at naar u og tf^ ere Axer for modvendte uendelig tynde Kegler med f»U 
ledj Toppunkt O, rille Elementerne hu^da og hu^doj som disse Kegler udskjære af Laget, 
uddve paa O en ligestor og modsat Tiltnekning ^=hdaj hvor da som forhen er det tilsvarende 
Element af Kn^efladen beskreven om O med Radius s=s 1* 

3? De tre forskjellige Integraier, som tjene til at bestemme de tre Composanler X, Y, Z, 
koone udledes af et enkelt Integral. Scttes 

«* = a, *« = /?, c» = y, j 

taa haves ifSlge (66) 

da o/y ay 

Ligeledes, ved at sctte 

^^/6^^^ ^.^VZE^^ / .>d. ^^^(;t.a (64) 

haves ifdlge den 1ste C^^ i Forbindelse med C563 

^ s^É^n is V 3jfy d.AAa A^) « 3jff d>Aya,A') , . 

4? Elimineres Functioneme F og B mellem de tre Ligninger C^T), erholdes 

X Y Z SM ^ .^^v 

dT, dr, dr, d'^Tt dX X, 

Det samme fdlger af (31), efterdi j:= -^, y=r --^, Z== --£, altsaa --Trr==— ji= r 

a{ oiy af «{* »s 6 

li^esaa — ?1 = _Z, ^21}^——. Formlen (66) folger ogsaa umiddelbart af (62), efterdi 
d^* ^ df* f 



n ^ff 



yf sinØdo)dde=27r. ^* Ligningerne (57) give ogsaa 
0*^0 

««4+6al + c»£— 7:å^F(fc, 9,). (67) 

5? Potentialet 7^ er bestemt ifdlge 

Indscttes Udtrykkene (01) for X, Y, Z og integreres, erholdes 

10' 
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Ligniogen for Niveau-Fladerne er fdlgelig 

^a:» + ^y»+^s*=ir, (69) 

abc 

hvor H er den arbitrære Constant. Disse Flader danne altsaa et System af homothetiske EJIi- 

psoider, hvis Centram o^ Hovedplaner falde sammen med den givne EUipsoides. Halvaxerne 

^, B, C forholde sig som J ^ , J y- , ^ ^, der samme »om ^ ^ , ^ -| , ^ j. Sæltes 

S = /(a^+5)(6* +«)Cc*+0> maae altsaa ifdlge C^S) ^*, 3*, ^ forholde sig omvendt son\ 
de tre Integraler 

ds ^ r^ då r® ds 



r»«o ds ^ f^ di /*® « 

"^A C^^ToV^' '^"'•/o c5*+ol75' '""/o Cc* + 



(70) 



saa al a<,b<.c giver A<ZB<,C, ligesom ogsaa Tilfældene o = A, 6=e, medf6re respective 
^ «3 ^ , BissC. Excentriciteterne af Snittene ved Hovedplanel xy i den givne Ellipsoide og i 
Niveau-Fladerne ere 



^'- 4'^^->f^'-^^^- 



/ — 



+fK^!if>V?, (71) 

o Ca^+OV-S 



hvoraf sees, at ^ — -5 — < J — r^ , dog saaledes at de ere O samtidigen. For de to an- 

dre Excentriciteter kan paa lige llaade Sammenligning anstilles* 

16. Det tiltrukne Punkt O antages dernæst udvendigt, saa at 

£2 -.a /;« 

Ved at tage O som Fol erholdes atter Udtrykkene (48]), som fdrsl integreres med Hensyn til h 
fra Vq til ti| , Rodderne i Ligning (49]) , men da nu det sidste Led i denne Ligning er positivt 
ifolge (72)^ ville disse ROdder enten være reelle med samme Fortegn eller imaginære. Altsaa 

erholdes i (51) istedetfor B under Integraltegnene yf B^^ACy hvorefter Integrationerne med 
Hensyn til 6 og oa skulle omfatte alle de Elementer^ som g]6re B^ •¥ AC positiv elier O. For- 
medelst de hermed forhundne Vanskeligheder er man gaaet en anden Vei> ved nemlig at reducere 
dette Tilfælde af et udvendigt Punkt til det foregaaende langt simplere, hvor dét tiltrukne Punkt 



■n 



er indTendi^t Hertil tjener el Theorem ora bonogene Ellipsoiders TiUrckning , gjældende for en 
livilkensomhelfl AUraetions-Lov f(u). Composanten efter a;'nes Axe er bestemt ved 

idet ii==»/C£— «)*+fø — y)^+Cf — *>* san at Llli^ = ~--?, Allsaa ifolge (2) i ved forsi 

tf dx 

at integrere ned Hensyn til or, 

-^■='~P//Cy«i — 9Ho)^y^«» (73) 

idet «| og Hø ere Værdierne af ti, Fonctioner af y og », som baves ved for x at indsætte den 
positive og negative Rod i Ligning C^d), oplost med Hensyn til x. For en anden bomogen Elli- 
psoide, med samme Tætbed q^ men bvis Masse = il/ og bvis Overflade er .bestemt ved 

^ I, (74) 

haves paa ligbende Maade X', Gomposanten af Tiltrækningen efter d?'nes Axe paa et Punkt 0\ be- 
stemt ved Coordinateme |', ij\ ^ - 

A'« — f // C9 «» 1 ~ <P «o) <* y^ »7 (76) 






idet «i og f>o ere Værdierne af ©e=v (g' — ^»')*+(iy''— y')* + (^— s')* ved for a?' at indsætte 
dens positive og negative Udtryk ifolg^ C743* Fladen (743 og Coordinateme til O' kai^e be- 
stemmes saaledes, at alle Elementerne af Integralet (73) komme i et constant Forbold til de til- 
svarende Elementer af Integralet (75), hvorefter samme Forbold vil finde Sted mellem selve inte- 
gralerne, altsaa mellem X og X\ Hertil udkræves, at « ^ «= e^ og ti^ «= r^ ^ idet tillige Forbol- 
dene af Xy y, s til x\ y\ % ere constante. Altsaa sætte man 

(76) 
fdlgellg, ved Elimination af. ty fj, ^, x\ y\ Zy 

a*- 1) (r«+ (ytt«-l) y'+ Cv«- O •«= ^^ £• + "^^^ 1?* + *-^^ S*, (77) 
og ved Elimination af t^ vf, f^, x, y, z, 

Disse Ligninger maae være identiske med dem, som bestemme de to Ellipsoider, (77) med (46) 
(78) med C74> Sættes derfor 



I 

I 
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;,_, = «, ,..-,= £, .•-l=J, (79) 

maa a vere at bestemme ved Ligningen 



S* . V^ 



1. (BO) 



Denne Ligning, som er af tredie Grad^ har kun een positiv Rod ; thi naar m vozer continnerltgen 
fra O til ooy vil venstre Side stadigen aftage mellem to Grændser, af hvilke den fdrste^ for 0=0, 
er ^l, ifdlge C?^!)) »ico den anden for = 00 er 0. Den positive Stdrrelse w bestemt ved 
(80) giver iffilge (79) ' Værdierne A> ^, v, hvorved C77) bliver identisk med (46), og som til- 
lige ifdlge C76) bestemme Coordinaterne ^y f/, ^ til O'. For at nuogsaa C78) kan blive iden- 
tisk med (74)9 maae Halvaxerne a, b\ c bestemmes ved 

a'«r=a«+iDr, 6>=6a + ar, c^^c^i-m^ (81) 

saa al 6'* — a « = 6« — a«, c'« — 6'* « c« — *•, c « — a • = c^ — «• , eller den anden Elli- 
psoide er confocal med den f5rste. Tillige sees^ at dens Overflade gaaer igjennem O, thi C7B) er 
tilfredsstillet ved x <= £, y = ^, «' = C (^ll^i* ^>sse substituerede i C74) give C80)). Ligesaa er 

r77) tilfredsstillet ved a? = j' = i- , y «= ff^ ^ , « « ^e= i. , eller O' ligger paa Overfla- 

a^ 6'« c* 

den af den fSrste Elllpsoide. Da endvidere ifdlge C70) og C81) A* = — , ^« = — , 1;«= — , 

« 

haves 

^'^^ ^ = -t ^-- r82) 

som give en simpel Bestemmelse for Beliggenheden af O' paa denne Overflade. Naar nn Integra- 

Z Ml t f 

IC* ^^^OJ fcrRusiuruicrcs vcu «» swuc y= — , x= — , erholdes tl^=9|, If^aBf)^, djfdtsz:^ dy dz 

b C b c 

= -y-jdydz^ folgelig X=:z -7-7 X'. Paa lige Maade maa det forholde sig med Composanteme 
b c b c • 

efter de to andre Axer, altsaa 

X=--r7^, y=-r^r, Z^^rnZ. (83) 

bc . ae ab 

Dette Resultat udviser^ at Tiltrækningen af en homogen Ellipsoide M paa et udvendigt Punkt O er 
bestemt ved Tiltrækningen, som en anden homogen Ellipsoide M*^ med samme Tæthed, udover paa 
et indvendigt Punkt 0\ Det forudsættes herved , at den anden Ellipsoides Overflade er confoeal 
med den fdrstes og gaaer igjennem O, medens O' ligger paa Overfladen af den forste, samt at 
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Coordinaienie iil O og O' efter enbTer Aj^e forholde sig »om de tilsvarende Halvaxer af EUipsoi- 
deme, paa hvis Overflader de ligge. Composanlerne efter enhver Axe af Tiltrækningen af M paa 
O og af Jlf' paa O' ville da forholde sig som Produkterne af de to til de samme Ellipsoider hd- 
rende, paa denne Betning perpendioulmre, Halvaxer Qvory^i Theorem). ^- Er deu givne Ellipsoide 
en Revolutions* Ellipsoide, redaeeres (80^ til en qvadratisk Ligning* Er den en Kugle, idet 
a =s 5 SS c, og settes |* + 17*+ f* == r«, erholdes ø es* r* — a*, altsaa a= b't=s c 5= r, og C83) 

X Y ^ Z a^ 

reduceres til -psa— ^sa-^^ss — . Bemærkes tillige at Tiltrækningen af enhver af de to concen- 

iriske Kugler er den samme hvorsomhelst det tiltrukne Punkt ligger paa den andens Overflade, er- 
holdes den samme Sætning, som forhen udfedtes af Formel (24). 

17. For Tiltræknings-Loven fQu) = — erholdes Composanterne AT, 7, Z af den homo- 

gene Ellipsoides Tiltrækning paa et udvendigt Punkt O ved: i C^S) at indsætte for X'^ Y', Z' de 
Udtryk, som ere fundne i Art. 13 og 14 for JIT, y, 2, idet £, tj, £, ø, &, c forandres iili^f/j^, 
a\ b\ c, altsaa. ogsaa JU til JU'^^TtQab'c^ F. Ex. X findes ifdlge den 1ste C^) ved under 
Integraltegnet at forandre a^ til a', medens 6^ — a* og c^-^a^ forblive de samme, og ved at 
sætte som Factor udenfor Integraltegnet 

bc 4tnQab'c^ 4nQabci 3Af| 

b'c d a a ' 

Altsaa erholdes 

"a"^0 /[a«+(6*— a*)««] [a«+(c«— a«)a:«]* 

og paa lige Maade de hermed analoge for Y og Z. Den 1ste (55) giver ved samme Frem- 
gangsmaade og ved desuden at transformere Integralet, idet man sætter s = u -r- æ, 

du 



^ * *^ar /(a«+t»)« 



-r > 



(85) 



Og analoge Udtryk haves for. Y og Z. Udtrykkene ved elliptiske Fanetioner ere de samme som 

a 



(67), idei alene Hodulus 9 forandres til q! bestemt ved cos^) » -r 9 ligesom ogsaa de algebrai- ^ 

c 

b a V n 

ske Led i den 1ste og 2den Formel , — og — ^ 7-, forandres til -7-7 og — 77-? . For Rcvolu- 

ae bc ae bc 

tions-BIlipsoiden anvendes paa lignende Maade (50) og (60). Ligesom (06) og (67) udledtes af 

Formleraie (57), vil man ogsaa for det udvendige Punkt erholde 



X Y Z 

Det maa bemærkes^ at -r-» —9 -r> ikke Icnger^ saaledes aom iiaar O er indveiidig, ere aaf- 

dX dY dZ 

hmngigt af |j 47, ^ hTorfor de heller ikke nn leiiger ere de atmme aon — , — , — . Der^ 

imod f6lger af (86)^ idel or, bestemt ved (80), er en Fonctioii af i, 17, C- 

dw f» 

rf£^J[_^ ^1 ^X SJU 7* 



a * 6* c ♦ 



folgclig 



dX dY dZ X Y Z SÅf ^ 

^S ^'jy ^^i^ É V S «*<^ 



, , dX d^T d Y dl^T dZ d^T 

det samme, som haves ifOlge (26), efterdi -;r- = zt> — = — T-r* -;r = — TTS?' 

a| dl* dij7 oiy* af of* 

18. Formlen (84) leder til Bestemmelsen af Tiltrckning en , som et homofent Lag iad- 
sluttet af concentriske og homothetiske Ellipsoideflader nddver paa et ydre Punkt. Transformeres 




Integralet ved at sætte «=— «, erholdes 

a 



n»dH 



A /T«^+(^«—«^) «*][«• + (c* — «•)«*] 

For en anden stdrre Ellipsoide med samme Tæthed ^9 concentrisk og homothetisk med den 
forste, erholdes et lignende Udtryk, 0% da Halvaxerne i den anden, A^ By C^ ere proportionale 
med n, 6, c, vil det være tilstrækkeligt alene at forandre Integrationsgrændsen til den analoge 

-j. Composanten X^ af det homothetiske Lag haves dernæst som Differentsen af Composanferne 

for de to ElUpsoider, fdlgelig 



^x 



noibe § ^ , (8g) 

I i_ /[o« +(6« — a«) M»] [a« + (c* -- a«) ««J 
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Antages dette Lags Tykkelse uendelig lille, alUaa -y^-fh/i-^, erholdes Composanten : 

, jf a ^ a 



dX^^ss^TigS^c 






^[«H(*^-««)f;][a.+(c.-««)^^J 






bc a 



Indsettes i Ligning (BO) 6* = wa*, c*cKiia*, cr=a* — ur*, a= — , og differentieres der- 

11 

ttffst, idet blot a og « yariere, erholdes du eller d^, nemlig, ved ntter at bortskaffe m^ n^ n: 



41 



d^i 



'■'[^*:i*^l 



folgelig 



djr, 






da 






(89) 



For Ellipsoidefladen confoeal med dette Lag og draget gjennem O haves Ligningen (74), og man 
finder, at Vinklerne },,/*, if, som Axerne danne med den fhi Centrom paa denne Flades Tan- 
gentplan til Panktet O nedfældte Perpendlculær og denne Perpendicnters Laangde p ere be- 
stemte ved 

j cos/ = p 

a 



P = 






, cosi=p-T-, co«^=j>T^, cosy=p-;5^. 



(«o) 



Altsaa erholdes if61ge (89) dX^ og paa lige Maade efter de andre Axer dY^^ ^^19 saaledes 
bestemte: 

dXi^4ng -7Tr7P€0sA*da, dl^.^ém -7Tr7i»coS|»»d*, dZ^eaéTr^-T-r-rp cosv«dc; (91) 
a6c ' 00 c abc 

da d£ de 
men da Lagets Grendseflader we homothetiske, €r — s=_.=s-i-y saa at man har for den resul- 

abc 



terende Tiltrækning af Laget: 



'bc 
^ abc 



(02) 



ÅnatsHtk MeehaUk 



11 
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Og deos ConoposanKer ere dX|>=itco8^ d Y ^ =sa R cos fi^ dZ|~Acosr. Tiltrekitingen er all* 
saa dirigeret efter Normaleo (il deo yed Ligning (74) bestemte Flade, eller denne Flade er den 
til O svarende Nivean-Flade for det betragtede Lag. Det bele System af Lagets Niveau-Flader 
vil altsaa være bestemt ved .alle de Laget omgivende, og med samme eoofoeale, Ellipsoideflader. 
— - I Geometrien bevises , at der gjennem dei samme Punkt O kwuie legges tre Flader af 2den 
Grad confocalc med den givne Ellipsoideflade. Den ene af disse er EllipsQiden udtrykt ved (74), 
bestemt nemlig ved den positive Rod w i Ligning (80) , men de to andre ere ei eiliptisk og en 
byperbolsk Hyperboloide, svarende til den samme Lignings negative Rodder* ■ Disse tre Flader ere 
ortbogonale, og paa enhver af dem ere begge Skjeringslinienie med de to andre de aamme aoai 
Fladens gjennem O gaaeodc Krumningslinier (G. II, II, 70 og 79). Tangenterne til de tre Skje- 
ringslinier i deres Sammenstddniogspunkt O danne et System af tre retvinklede Axer, som ere 
fælleds Axer for alle de Kegler med Topponkt i O, som kunne omskrives bvilkesombelst Flader 
af 2den Grad, confocale med de tre Flader dragne gjennem O*). Den indvendige Axe i den 
Kegle, med Toppunkt i O,' som omskrives det givne ellipsoidiske Lag, vil folgelig være Retningen 
af Lagets Tiltrækning paa O (^Pjoisson^s Theorem), og den Curve, hvis Elementer angive de suc* 
cessive Retninger, er fælleds Kroouiingslinie for de to confocale Hyperboloider lagte gjennem O 
{Chasles's Theorem). Keglens Axe som Retningslinie erholdes og^aa (som Slemer har bemærket) 
ved Iljæfp af fdlgande Egenskab ved Ellipsen. Er O (Fig. 21) Pol for BerOringscbørden TT^, som 
i Q shjæres af OQ^ der halverer Vinklen TOf, saa vil dén samme Linie OQ halvere enhver Tin- 
ket UOlf, som dannes af Linierne OU og Oif dragne til Endepunkterne af en hvilfcensomhelsl 
gjennem Q dragen Chorde UQlf. Er nu O Toppunktet ' for Keglen omskreven det eHipsoidiske 
Lag og U et vilkaarligt Punkt paa dette Lags ydre Overflade, saa være Ellipsen TV fif Snittet 
i samme Overflade ved et Plan lagt gjennem U og gjennem Keglens Axe , saa «t TQ't ligger i 
Keglens Roringsplan og OQ er Keglens Axe» Da Lagets Masse^EIementer I U og t/^ betegnede 



♦) ( Chasles's Theorem). For Systcmcl af confocale Flader, bestemt ved ^^^'+ ^^ + ; * = h 

^ hvor $ er Ttlkaarlig, erholde« de omskrevne* Krgler med ToppaAt i Begyndrisespnnktet, vdtfylUe 
ved (C. II, II, 5) 

/ £^' . ny y Y 

«* + « 6»+« c» + « S* i7» C' "" 



a*+« 6*-*-« c*H-« 

Vinklerne, som den indvendige Axe danner med jp'ms^ y'nes, s'nesAxe, ere de tfamme som 
A, f*, f , beflemte ved (90)^ allsaa uafhængige af s. For de to andre Axer haves de analof^e 
Vinkler* svarende til de negative Rodder m* 
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m og m\ addve Hgestore TiitréiuiBger pM Q (Art» 15, 2?), «ia maae de iftlge den aafdrte 
Egenskab red Ellipsen ogsaa udOve ligestore Tiltrekninger paa O, idet nemlig 

altsaa - — ;e=; -. Resoltanten af disse to Krsfter maa altsaa halvere Vinklen UOtf eller 
OU OU 

være dirigeret efter Keglens Axe OQ^ og da dette gjælder om alle de enkelte Resultanter af Tii- 
Irsikningerne af to og to Elementer i Endeponkteme af enhver Chorde UQV i det ellipsoidiske 
hBgy idet Q er Kegleazens Skjøringspnnkt med Rdrinjgsplanet, saa maa den samme Axe ^være Ret- 
ningen af hele Lagets Tiltrekning. 

19. Ligger Punktet O paa Lagets ydre Overflade, saa ere a , h\ c de samme som a, 6, c, 
hvorved (92) reduceres til 



da 
Angp—, 
a 



(93) 



dirigeret eAer Normalen til den ydre Overflade i O. Afsættes Halvdiametren O C (Fig. 22) 'og 
nedfældes fra Centrum C Perpendiculæren CP paa Normalen OP^ saa haves OP esp, og naar 
t og n ere den indre Flades Skjæringspunkter med O C og OP, hav-es A Oin(j:> AOCP, altsaa 

—-«--- eller — .t=— - idet e er Lagets Tykkelse i O. Dette indsat i (93) giver 
OC OP a p 

Rr=>AnQey (94) 

og overhoved ville de i Art, 11 fremsatte almindelige Sætninger finde speciel Anvendelse paa de 
her betragtede ellipsoidiske Lag. — For et andet homothetisk Lag, med Tætbed q\ stillet paa 
samme Maade som det forste, og hvis ydre Overflade, bestemt ved Haivaxerne a« fi» Y> er cou-^ 
focait med det fdrstes ydre Overflade, vil Tiltrækningen É pna det samme udvendige Punkt O 
vær$ fremstillet ifolge (92) ved 

^ abe 
der falder i samme Retning som R. Forholdet meRem disse to Tiltrækninger er liigt Forholdet 

mellem de tiltrækkende Masser: thi man har -r7"='-^-2 — r-» o? Volumen af det forste Lag er 

K p py da 

h c h c ^ h c 

ind^abcss^jfd. a* « 4 sf d.a* ( thi — og— ere eonstante eftersom Lagets 

• * a a ^ a a \ a a 

(irændseflader ere homothetiskej ■&4n&c<ia, ligesaa Volumen af det andet Lag f=a4n/iyda* 

11* 
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— Et endeligt homothetisk Lag beskrives af ea bevægelig EUipøoidefladey hris snccessiTe Sliilin- 
ger alle ere homoUietiske) adtrykl ved 

a?* v^ »* 

idet V continuerligen voxende gjennemlober alle de positive Værdier mellem denHy der svare til 
des indre og ydre Grændseflade* Et andet homothetisk Lag kan bestemmes ved en bevægelig bo- 
mothetisk EllipsoideOade , som i sine successive Stillinger er confocal med den foregaaende Elli- 
psoideflade i dens tilsvarende Stillinger, bvilket' udtrykkes ved 

■ " • =i»«, (96) 



<% 



hvor 8 er en vilkaarlig Constant (a^ + s, 6^+#, c^ + 8 antagne pctsitive) og o contiauerligen voxer 
mellem de samme Grændser som i Ligning (95). Da de to uendelig tynde Lag, (95) og (96) 
mellem v og v + dv, tiltrække det samme udvendige Punkt O i samme Retning , afhængig af e, 
og med Kræfter y der forholde sig som disse Lags Masser, bvilket Forhold er uafhængigt af c, 
saa maae ogsaa de endelige Lag, sammensatte af de tilsvarende uendelig tynde Lag, tiltrække O, 
begge i den samme Betning og med Kræfter, der forholde sig som disse endelige Lags Masser. 
Dette Resultat gj ælder om ogsaa disse Lag ere heterogene, forsaavidt Tæthedeme q og ^' ere 
proportionale med den samme Function af v, saa at enhver af de to Masser er sammensat af nen« 
delig tynde homothetiske og homogene Lag, af hvilke de tilsvarende i begge Masser give alleste- 
der samme Forhold af Tætheder (CAasfe/s Theorem). Denne Sætning anvendes specieR pa« bo^ 
mogene EUipsoider begrændsede af confocale Flader ved at lade q og g vt^re donstante og ved 
at lade v^ variere fra O til 1 (Maclauritu Theorem). Dette vil , ved at lade den ene Ellipsoides 

■ 

Overflade gaae igjennem O, kunne benyttes, ligesom hoory8 Theorem, til at reducere Tilfældet af 
et udvendigt Punkt til det af et indvendigt« — For det heterogene Lag bestemt ved (95), mellem 
f> == 1 og t = h^ altsaa indsluttet af en indre Flade, hvis Halvaxer ere a, 6, c , og en ydre, hvis 
Halva:(er ere A^^^ahy B^==hh^ C= chj vil nu Tiltrækningen paa det udvendige Punkt O erhol- 
des ved en let Udvidelse af Formlen (88), som fremstiller Composanten efler ^'nes Aze, naar det 
samme Lag er homogent. For det vilkaarlige Punkt paa Fladen (95) haves 

x=s av cosØ^ yeisbe ain6 cosco ^ « &s c o sin^sino) , 

hvor og CO bestemme Stillingen af Halvdiametren r^=s}/^x* + y^ + z*^ og ved dennes Forlæn- 
gelse til den ydre Flade bestemmes det tilsvarende Punkt: 

x SS a h eo$d , y'=3 b h sinØ coso) , ji'ss c h sinØ sinoi y 
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byoriii hdrer HaWdiametren r = v'« • + y* + «'*• AUsaa haves Fori&oldet mellem de lo Haly- 
diametre i samme Retmog lil den vilkaarlige og til den ydre Flade: 

r V 

det samme som Forholdet mellem to tilsvarende Halvaxer — 1=3 — =»— • Composanten efter a;*nes 

j% B C* 

Aie for det vilkaarlige Lag mellem o og « + 4f> er iK>lge (88) » ved for a, b^ c at indsptte 
av, bvy cv eller de dermed proportionale ^, B^ C, 



dX^^4:7tlBC 



/ [A^ + iB^ — -^«>tt«J [A^ + (C« — ^«) tt^j' 



hvor tt er den til --7 svarendfe Værdie bestemt for Laget v y hvilken erholdes ved i CW) at ind- 

a 

sctte w = a^ — a*, a'=— , 02 derefter forandre a. fr, c til av, 6v, C9, altsaa, idet 

u 



a 

7 



b^ 

B 



t 



ajtJ 



ii«^a 



««^ 



a^e« 



«3| _ 

A^ ' A^f(B^-^A^)u^ ' A^i-iC^ -A^)u* A^ 



(97) 



Naar altsaa q som Function af v udtrykkes ved q = f (y ) = fi—rf eller Qs=ff — \ og d.V| 

dernest integreres fra «=>— 7 til tt sas — y, erholdes den sogte Composant: 

a A 



I 



'""'{'i 



s 



i 

A^ ^A^^B^^A^yu^ 



+^H(C*-^^>«]«'^« 



/[^«+ iB*—A^) »«] [^«+ (C«— ui«)ii«] 



, (98) 



a A 

hvor firændseme, — 7 og -^ 9 ere Værdierne af «, positive og <: 1, bestemte ved (97]) for t> = 1 

og «=3:A, d. e. for hdire Side e=7._ og ^s l. I Tilfældet af en heel Ellipsoide er den lavere 

A^ 

Grændse =0. Naar Tætheden paa enhver Halvdiameter forholder sig omvendt som Afstanden til 

(' r r 

-7 j=s&^ , hvor k er constant, vil Integralet QdZ^ knnne bestemmes under 

endelig Form ved de belyendte Hethoder. 
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FJERDE 

far Potentiaid. 



20. For Sphæroidefy d. e. Legemer, fom meget lidt affige fra KngleformeB, Tii Tillrek- 
ningen paa et odvendigt eller indvendigt Punkt kunne lilnermelsesriis bestemmet ved Udvikling af 
Potentialet 7 (Laplaees Tkeorie). Sphøroideu være homégen, og idet man som Pol antager et 
Punkt meget nær ved Tyngdepunktet være Ligningen for dent Overflade , BMllem Polar-Coordina* 
lerne r\ 6f, w', fremstillet ved 

/=a(i + oy), (99) 

hvor a betegner Radius for en Kugle om Polen som Centram, meget lidt afvigende fra Spkæroi- 
den, saa at a er en meget lille Constant, jr' en Fnnction af 6^ og « . Eftersom Kuglefladen paa 
forskjellige Steder snart kan falde indenfor snart udenfor Spbæroidens Overflade, maa Værdien af 
if' være snart positiv snart negativ. Potentialet T bestaaer af to Dele, Kuglens Potential I og det 
sphæroidlske Overskuds Potential f, eller 

r=l+T. (100) 

For i er Formlen dobbelt, idet det tiltrukne Punkt O enten kan ligge i Kuglens Masse eller uden- 
for, hvorefter delte Potential kan betegnes i^ eller I, nemlig (Art 8) 

l»=27rp(a*— ir*), t^inQy. (101) 



Ifolge (28) haves T = gyYT — r*sin6^ do/dffdr, udslmkket til alle Elementer af det sphæroi- 



1 ' 

ti 

diske Overskud* Ifolge (99), ved Bortkastelse af hoiere Potentser af a, haves 

« 

r^dr ssa^ ady, 

Naar nu r skal bestemmes med Udelukkelse af hdiere Potentser af a > maa man i u blot indsætte 
r=:^a, altsaa, idet y er Vinklen mellem r og r, og idet Integralionen med Hensyn til y' er ud- 
fort fra y'=0 til y: 



9 «' c // ^ (102) 

•^•^ V r* — 2ra cos^ + a* 



Udtrykkene (101) give 






Ligger O paa Sphærddens Overflade, saa er ifdlge (99) 

r=:a(l + cy) 
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idet y er VørdieD af y for tf==0 og m^m. Altsaa, ved at indsætte dette Udtryk for r, ud- 
vikle efter Potentser af a og bortkaste de hOiere PoteDtser, 

d/. . - _ . di 



^/•+o-r-^«= — Jjrrpfl* — 2nqa^ay^ 



^•i 



dr 



dr 



Ifdlge (100) vil man altsaa have 



1 r» <T - - ^ « « dT 

or ar 



(103) 



overste eller nederste Fortegn eftersom O tigger i Kngiens Masse eller ndenfor, d. e. eftersom y 
er negativ eller positiv. Sættes for Kortheds Skyld 

1 



«== 



^r^ — 2racos^+ a* 



yU man finde, ved Differentiation, 4f?+r — b= — l(f« — «*)«', altsaa ifdlge (102) 

dr 

dv 



^T + r— = — Jpa*a(f* — d^^/Tv^y tin &d wd d\ 



(104) 



dv 



Da Potentserne af a bortkastes, vil dette Udtryk for r=ia give Værdien af )^T + a-~ i (103), 

d r 

hvor O forndsættes at ligge paa Overfladen; men medens r* — a* er O for r=>a, vil derimod 
det dobbelte Integral til samme Tid blive uendeligt, hvilket giver en ubestemt Form, hvis sande 
Værdie findes saaiedes* Tages Retningen af r som fast Aze, haves y <= 0\ altsaa 

JJ ^ J ^ Jq (f •— 2 or eosd + a«)8 Jq J ^x « » ' 

idet «' =r^ — 2ar/« + a', og ved atbetragte y som en Functioo af Stdrrelserne. co' og/e^cos^/. 

Man har Z*-— — 



arif 



-, altsaa ved deelviis Integration 



^ u^ ar Lu *^ u dju ^ J 



Ere Vi og y Værdierne af y for 0^=»n og & ^0, erholdes fdlgelig 

«/_! «• arL'+'{r — a) r+a */_| ti d/t J 
dverste.og nederste Fortegn gjæidende ligesom i Formlen (103). Da y og ^i ere uafhængige 
af m, eftersom de svare. til de to Ponkter i Overfladen, som ligge i den faste Axe selv, er- 
holdes 

Cf«- a^) fft^ys\nerdwdff=^ — [ + Cr + «) y - (r - a) y . ] - ^ln^ f^ du! 1^ * 1 ^da. 
^^ ar * ar Jq J —\ ud/tv 
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Det sidste Integral kan ikke blive nendeliet for r=a, thi/' — = » altsaa ved deelriis 

J n ar 



Integration 



1 dy' 



d»,' 



/7di'''*=-^["-/-5;;J''^] 



hvor 11 ikke lenger forekommer som Divisor. Af ilM') fdlger altsaa forr=a 



som indsat i C103) giver*) 



^7 



1 «, ^'^ * 



(106) 



21. Rekkendviklingen for Potentialet 7 med Hensyn til et hvilketsomheist Pankl O erhol- 
des saaledes» Man har 



(*<i) 



(«>i) 



Vi — 2 a; cosy + x* 

.2 



(106) 



_ ^ Pi P, P, Pn 

/l— 2xcosy + x« ^ ^ ^* «^* ^"^ 



~»-M 



hvor P» erholdes ved at udvikle (1 — C2rtcosy — ar^))^ eft^r Potcntser af 2a?cosy-^a:^ og 
derefter igjen Leddene i denne Udvikling efter Potentser af Xy men man kan ogsaa s6ge Prodak* 

tel af Udviklingerne af (l — xe^ ) og VI — xc"^ f . Man finder saaledes lo Ud- 

tryk for P«: 



^ i.3.6.**2«— ir ^ <»— 1) . ffCn— nc»— 2)C»— 3) „ . T 

/> e— cos*«!« ^^ ^ cos«— »y+-^= ^ T^ ^co8»-*y — . ♦ . 

* 1.2.3.^.ii L ^ 2.(2n— 1) ^ 2.4.C2n-l)C2«— 3) ^ J 

^ri^3*6..*2»— 1 1.3. 6... 2«— 3 , , ^^ 1.3.5. ♦ .2ii— 5 1.8 , ,^ 1 



(107) 



*) Lapiaee kom til Formlen (105) ved at antage Kuglefladen gaaende igjennem O, hvilket giver 
2^=0 i (103), men han antog tillige Udtrykket (104) forsvindende formedelst r = ii. Lagrange 
oplyste, at omendskjOndt Udtrykket (104) ikke foravinder formedelst r^a^ reduceres dog stedse 
(103) til Laplaces Formel (105)^ om ogsaa y ikke er O; men han antog O beliggende udenfor 
Kuglefladen, altsaa nederste Fortegn i Formlerne, hvilken Indskrænkning » som her sees, ikke 
hehoves. 



(. 
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hvålkeo BøUce, uaar n er ulige, ender med del Led, som indeholder cos;^^ og, naar n er lige, 

1 

med et constant Led (cosOy), hvoraf tages det halve. Udvikles nu — efter Formlerne C106}, ha- 

Tes ifaige CaS) 

Cr < r) T= ¥„ + Kjf + V^r* + K.r« . . . .+F,i-+ 



♦ ♦ ♦» 



m Va V, V^ U. Un 



(108) 

jr 1* « ♦ ♦ ♦ T ■ _ , a T • « * 9 i 



1 r^ . r* 

og formedelst del ahnindelige Led i Udviklingen af — , nemlig P« >^ ' eller P« -j^^ haves 

y^^^JJ^Pn«n^^der^^ „^^^Jff-r'n + *p^i^a«'jgir\ (109) 

idet P^ er bestemt ved (107), hvor 

cosj^ = cosO GOs^+ sin^ sinØ^ cos Qm — m'). (1 10) 

Inlegraleme C109} maae omfatte , det fdrste alle de Elementer ^af Massen, som ligge Qemere fra 
Polen end O, det andet alle dem, som ligge nørmere ved Polen, hvorefter Summen af begge Ræk- 
ker Cl 08^ vil ndgjdre Potentialet af den hele Masse. Da — som Fnnction af r, /#, æ> indsat 

istedetfor J, tilfredsstiller Ligning C^O}, saa maa ogsaa, ved for — al indsmtte Udviklingen efter 

ti 

Potentser af r eller af — , Stdrrelsen Pn være saadan , at den indsat for Z« tilfredsstiller Lig- 

r 

ningen 

dZn 

3 " +;; 5-r-r-+«C»+19^m=D. 

o^ 1 — /i* o«' 

Ved for T i Ligning (80) at indsætte dens Rækkeudvikling ifolge C108) tU det sets, at ogsaa 
Vm Og Vn almindeligen tilfredsstille Ligning ClU)? m«o herved finder dog en enkelt Undtagelse 
Sted , Idrsaavidt O ligger i selve Massen , thi da vil h6ire Side af (30) være at forandre til 
— 4wpH, hvoraf fdlger, al Fj indsat i (111) for Z„ idel ii«2, maa reducere venstre Side 
til — 4yrp. 

22. Mellem Udviklingerne af 7 og y, som begge ere Functioner af /» og €9, flhder en 
vis Afhængighed Sted , som fdlger af Formlen (105) , ted hvilken O forudsættes beliggende paa 
Sphæroidens Overflade* Antages O saaledes beliggende paa Overfladen, at r < r for alle Punkter 
af det sphæroidiske Overskud, altsaa tillige r <a^ ^aa vil den 1ste Række (108) fremstille Over- 
MechaiUlu ^ 



>!- 



flfcaddeU Poteatial t, hvoraf T erholdes ved Tilfoielse .af Kaglena Potential t^ besteart ved de« 
IsCe C101}j eller man forandrer blot V^ og V^ til 

2yrea«+Ko, — firrp+F^ (112) 

dT 
Dernæst samles 1 7+ a — i een Række efter stigende Potentser af f» Ved nu heri at indsætte 

* dr 

r = a(\'^'ay'y og advikle efter Potentser af o, hvis hdiere Potentser bortkastes, idet man be- 
mærker, at Vf^i F|, Fj,**» allerede ere af 1ste Orden med Hensyn til a, erholdes ifolge (lOb'} 

(118) 



2yrpa«ay = iFo + |Fia+| K3a«.*»*+-^; — F»a«+**. 



Met samme som 29T^a*ttyn=^T + a~9 fundet i Art. SO for y negativ eller r<aY Antage vi 

altsaa y udviklet i en Række af Formen 

y— yo+yi + l's+l's--+y»+*- (114) 

saaledes at )« indsat for 2« tilfredsstiller Ligning (111), saa haves ved Sammenligning af de ta 
Rækker 13) og (114) 

C2» + !)«»-* 

Da den Isle Cl08)f er gjældende for enhver Værdie af r<ii, forsaavidt de to led Vq og V^ 
eompleteres ifdige (H^}) ^^^ erholdes if&lge CH^)) '^^^^ O er et hvilketsomhelst indvendigt 
Punkt i Sphæroiden: 

T=2«e««_i«e'-'+4,re«a'(ro + ^yi+^r,...+ ^j^.l',+...), (118) 

hvor CoefAcienten for r" indsat for Z« tilfredsstiller Ligningen CUl)? undtagen for fi = 2, da 
hoire Side af Ligningen (111) ikke maa være O men — 4inQ (formedelst det constante Led, 
— }^^, i Coeffictenten fbr r*), jvL Art. 21«. — Antages dernæst O saaMes beliggende paa 
Sphæroidens Overflade at r > r for alle Punkter af det sphæroidiske Overskud og derved tillige 
r^a^ saa vil den 2den Række (108) kunne antages at fremstille Overskuddets Potential %y hvoraf 
7 erholdes ved Tilf6ielse af Kuglens Potential I bestemt ved den 2deB (li)l>» eller man forandrer 
blot U^ til 

inQa? + U^. (117) 

Pm jaane Maade bob forhen (113) erholdtes vil man nu finde if6lge (105) 



o 9 x^o *^i K^t • *» + ! 



+ ... 



(118) 



9t 

/etter — Sfvpil^oy = }v + a— , jvf« Art* SoY Antals altsaa y ndviUet sotn forhen., ved 
(114), baves Tcd SanuDeali^ag 

211 + 1 ^ ^ 

Ved Indstttoiag i den 2den C108}, idet U^ completeres ifolge O IT)? erholdes for O beliggende 
hvorsombeht udenfor Sphæroiden: 

hvor CoefBeienten for r-^^i indsat for Z« lilflredsstiller Ligning CHD* 



23. Udviklingen Cll^)^ for en hvilkensomhebt Function y af de jto iStdrrelser /n og co^ 
bestemt saaledes at det almindelige Led 7« tilfredsstiller Ligning Cni!)> erholdes som bekjendt 
(D. U, V, S IV) ved Formlen 

2ii+l ^*» 
o »^ o 

Det bevises tillige i Integral-Regningen, at naar Xn og Zn* ere to Fnnctioner af fv og cv, som 
begge tilfredsstille Ligningen Cl 1 1) 9 i<iet de svare til to hvilkesomhelst hele Tal n og«', saa 
er stedse 



y»=.^^^ f*"f"p,y's\n&dmdØ, (121) 



// 

•'O ^ % 



Xn Zn' sine dtodQ^O (122) 



naar n og n ere forskjellige, derimod ikke naar n=n\ Da Pn er en symmetrisk Function af 
/t og /*', ligesaa af æ og w\ maa den tilfredsstille Ligning ClU) ogsna naar heri ^ og a> 
forandres til tf og to. Ved samme Forandring bliver y til y og Yn til Yn » saa at Rækken for 
y\ given ved C114) , maa indsat i (121), formedelst Ql^SQ, lade Resultaterne forsvinde for alle 
Leddene Y^^, Y^^ Y*^^^^*, undtagen y«. Altsaa haves 



^ ^^Pn Y'« "h eTdæ'der^ J^ Yn . <123) 

o 2n + l 



/7 

•/ o *^ o 



Derfor kan del* for en hvilkensomhelst Function y kun existere en enkelt Udvikling af Formen 
(114). Hvis man nemlig tillige kunde have 

y c= 5o + 5i + 5^ + 5,« . . . +Sn +♦ ♦ ♦ 
eg Sfn betegner hvad 5» bliver ved Forandring af d og co til d' og fo, a«i vilde man erholde 

f^r PnysiJXØdm'dff^ f^rPn^nSine^dm'derc^ ^^Sn, 

•/o«^o •^•*'0 acii + i 

18* 
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som if6If e (ISl) tiUige maatte vere liig ^~: ^* 9 følgelig 5« « Y« , eller de to UdTiktmger 

maatte falde sammen« — Antages , at i (IW) Integralerne med Hensyn til r , tagne mellem to 
givne Grcndser, Fanctioner af /*' og ia\ ere adviklede i Røkker af Formen (1143, nemlig 

saa erholdes Ted Rednction ifdlge (122) og (12S) 

*/0»^0 ' xll + l *^0'^0 2SII+1 

(185) 

For det sphcroidiske Overskad bilver Integralet med Hensyn til r at tage fra a til aQl-^ay'), 
kvilket giver, ved Bortkastelse af hdiere Fotentser af a , 

saa at man har, ved Udvikling af y if61ge (114), 

Disse Udtryk indsatte i (125) giv;e atter (115) og (119)* 

24. I Udviklingen (114) for y vil man stedse kunne* bringe de to fdrste Led til at bort- 
falde, idet nemlig y^esaO, naar Kuglens Radlus a bestemmes saaledes, at Kuglen og Spheroiden 
have det samme Volumen, og Y^ = O, naar Kuglens Centrum, der tages som Pol , falder sammen 
med Sph»roidens Tyngdepunkt* Volumen V af Sphæroiden er bestemt ved 

det sidste Integral omfattende alle Blementerne af Spheroidens Overskud. Integreres aKsaa f6rst 
med Hensyn til r fra r « a til f= ø (1 + a y') og bortkastes de hdiere Fotentser af « , eriioldes 

Vt=^na^'^a^affydnd/$'=>fna^ + A9fa^a Y^ 

ifdlge (122), eftersom Yq maa være constant. Skal man altsaa have Ft»}arii', saa folger 
y^ es 0. — Den almindelige Form for Z^ (hvorunder P^ er indbefattet) er 

2^ = ^ ^ + B /l — ;»• cosm + C /l — /*« sinm, (126) 

idet j4^ Bj c ere ariiitrmre Constanter. Altsaa ere Coordinateme £, ^, ^ til Tyngdepunktet i det 
spheroidiske Overskud bestemte ved 
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yV^fff^' ' /T-f*^^omdmdfjbdr==^c^^ ^l-fi Hosto dæ dfi ^ 

Y£=^/ffr*^l^/4,'* m(ådiodfAdr==:a^vff^'yf\-f* ^ 8in»dmdfi==a^a/fy'i'/ l-f/b* sinmdm'dfi. 

Indsøites for Y'^ ovenslaaende Form C^^^)) i^®^ ^o^ fi og to sættes /ti cg o)', og integreres 
demcst fra /»'= — 1 til fi=s»-^l^ og fra ø« o til oi'as^nry saa erholdes: 

Skal nn KagleDS Centmm Ycre Tyngdepiinktet for SpheroideD, og deryed tillige for det sphæroi** 
diske Orerskad, maa man haye |=*0, i;/aO, C'^^i altsaa ^==0, B^^a o, Cc=Oy følgelig 

25. Et sphcroidisk Lag være begnøndset af to Flader, bestemte ved 

saa at det er meget Hdt forskjelligt fra et sphmrisk Lag, hyis indre ifg ydre Flade ere eoncenth- 
ske 'Kugler med Radier a og b^ For % haves som forhen Udviklingen CUO og for z en ana- 
log Udvikling, 

z = Zq + Z j + Z^ ♦ ♦ ♦ *+Ztg +• ♦ ♦ , 

idet X, ligesom y, er en Function af ^u og oi , og » er den samme Fanction af fi og æ. Da 
^o ^? ^0 ®^® cottstante, kunne Leddene aaY^ og baZ^ inddrages under a og A, saa at man 
har Yo=^0 og Zq » O, og ved at sætte Folen i den indre Sphæroides Tyngdepunkt haves tillige 
y^ = 0. For Punktet O beliggende indenfor den indre Flade er Potentialet T bestemt som For- 
skjellen mellem den ydre og indre Sphæroides Potentialer, som begge findes ved Formleu 
16), altsaa 

,41 



7^2nfC^^' 



(127) 
Skal O være i Ligevægt, maa t være uafhængig af r , /li, æ , hvortil kræves, at naar den indre 
Flade er given^ maa den ydre derefter bestemmes formedelst Z^=s O (saa at Jl>egge Sphæroiders 
Tyngdepunkter maae falde sammen), og desuden 

Zn = (iy""'y„ (128) 

for alle sueeessive Værdier ii = 8, S, 4,»»*. Antag f. Bx. at den indre Flade er en BUipsoide, 
hvis Halvazer ere a(l+aa3, ii(l + a6'>, a(I + «c'), samt fl + fr'+cs=0, saa at a er Middel- 
værdien for disse Halvaxer. Man vil da have 
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livor y = a/i*+6(l — fi^') cos'w + c' (1 — ^^) sin*<» , som er af Formen Y^, folgeiig y, = O, 
y^=0, o* s* y« Ifolge 0^8]) maa man dernøst have Z^^Y^y ^n'^^9 Z4SSO, o* s.v^ eller 
Ligningerne for de to Flader ville v«re 

r=(ia + ayj), il«=6(l+ayj), 

saa at R:=s — r, eller den ydre Flade maa være en Bllipsoide-Flade hdmothetisk med den indre. 
a 

— Medens Formlen ^27} fremstiller et sphæroidisk Lags Potential T for et indvendigt Punkt, 

saa vil det samme Lags Potential for et udvendigt Pnokt paa samme Maade udledes af Cl^^); 

nemlig,. idet y^c=o og Z^ = 0, • 

Skal dette Lag tiltrække et ydre Punkt paa samme Kaade som hvis hele Lagets Hasse M var 

mg- 

samlet i dets Tyngdepunkt, maa man have 7b= — , Polen sat i Lagets Tyngdepunkt* Da J!^=f 77^(6^—0'), 
efterdi y^^^O og 2ø=0, saa udkræves at 

Zn 



-) y. (130) 



for alle successive Værdier n=l,2, 3,*** Er b — a af Ordenen a, vil man kunne sætte 
b e=i a i alle de Led^ som ere multiplicerede med a, hvoraf folger, at et uendelig tyndt sphæroi- 
disk Lag, som ingen Tiltrækning udover paa et indvendigt Punkt, vil tiltrække ethvert udvendigt 
paa samme Maade som hvis Lagets Masse var bleven flyttet til Tyngdepunktet* — Er Sphæroiden 
heterogen, men saaledes at den er sammensat af uendelig tynde sphæroidiske Lag, som ere ho- 
mogene, saa vil ethvert Lag kunne udtrykkes aom forhen^ ved a(l + ay), nemlig som et sphæ«- 
roidisk Overskud over Kuglen med Radius =a, men Leddene i Udviklingen C^^!) ^^^^ da, 
ligesaavel som q, være Functioner af a, Naar altsaa a as 6 for den yderste Kugleflade , erholdes 
Potentialet 7 for et udvendigt Punkt ifolge (120): 

hvor DiiTerentiationerne, saavelsom Integrationerne, alene have Hensyn paa o. Ligger O i selve 
Massen, aemlig i et hvllketsomhelst ved a bestemt Lag, saa vil Potentidet af de indre Lag, mel- 
lem O og 4, for hvilke O er udvendigt, være bestemt ifdlge (120), men F<^teiitialet af åt om- 
givende Lag ifdlge (116), saa at det hele Potential vil kiuine udtrykkes saaledes : 



»5 



1 1" 



4yra /*• 



T^\ 






(2ii+l)r« 



'^«+ • •.♦ 



y.+ 




(132) 



(2M+l)a» 
hvor efler Integrationerne for r sættes a i de Led, som ere multiplicerede med a, derimod i det 

fowte Led af hver Række, hvor et ikke indgaaer, — =--(1 — ay). 

26. Formlerne i Art. 21 kunne anvendes paa hvilkesomhelst Masser, nen forsaavidt de 
ere heterogene maa i Formlerne (109)' q som Fanetion af /, ft^ m indgaae under Integralteg- 
nene. Pn, bestemt ved (107) og (110}, kan udvikles efter Cosinnsser af de successive hele 
Multipla af m — mi 

Pn'==ffo+^iCOsi(o-^w}+l3^eoal2(jBi> — «')• • • fiiCosiQu — oi')+ • . •/Jncosji («—«'). (133) 
Indsættes delte Udtryk i (111) og samles de Led,, som indeholde oost'Cco — a»'), saa erholdes 



d/ti 



t^fii 



+ n(fi+l)/J<«*0. 



(134) 



Da cosi((ø — ft>') alene kan fremkomme fra Udviklingerae af cos'(ai — w'), cos' + * (w — ^ w'), 
cos'-f ^((a — (ø') o. s. V., mta fit ifdige Udtcykket (110) for cosjr, indsat i den 1ste Bække 
(107), have Formen 



i 

7 



Pette indsat i (134^ giyer ved de ubestemte CoefQcienters Methode 

(«— 1 — 2s + 2)(n — f — 2*+l) 



^,«- 



2s(2»— 2s + l) 



^•-1, 



altsaa 



8=A(l »^V ^(*— *> 2.4.(2«-lX2«-a) -" 

» («-.)(n-4-1)(»-^2)(«^->-3)(«-^-4X«--^5) ^,, 

S . 4 . 6 . (2f>— 1 )(2»— 3)(2i.— 5) ' 

Da fii maa være symmetrisk med Hensyn til ft og fi\ saa naar det fundne Udtryk fremstilles ved 
/}r=s^-9<(/»), maa maæ have j4 = kifi{i»)^ hvor kt er en Constant uafhængig ^af /» eg ^y 
alene afhængig af n og t. For »t hestenttc den maa møn si^elne imellem om ii-^t er liga 



•y 



eller oli^e. I forste Tilfolde haves, ved at sætte ^ = og /E*«Oy ag ved at belegie den til- 
svarende fii ved piy 



Den 2den (107) giver for den samme Størrelse, idet y^=oi — m formedelst ^=0 og /i = Oy 

l* 3.5.>.it+»— 1 l*3>5***n — t — 1 ^/ 1.3.5*>*ii— 1 \^ 

'**" 2«4«6...fi+t * 2A.fi. ..n — i ' Po'^y 2A.6...n /' 
thi Udtrykket for pi maa i Tilfeldet t = reduceres til det halve. Altsaa erholdes ved Sammen- 
ligning 






( ''f;;^^'^ (■») 



Er II — f olige , kan man uége det Led af fit , som indeholder yu //^ hvilket vøre betegnet qi . 

Man har 

^. , [2.3..>(ii~0P 

^' 'A*/* [2.4.6...(ii— r— 13.(2»— l)(2ii— 3D...C«+«+2)]* 

,[1.3.6.*.(fi— 0-l*3.6...(ft+0]* 



Tillige haves ved Udvikling efter Potentser af /» og fi, hvis Qvadrater bortkastes, 

(1 — 2xcos/ + «*)~"« = [1 — 2£rcos(<o — w') +a:*]--4 + x/i//[l — 2a;cos((o — cm') +ar*]— I. 
Udvikles demøst [1— -2d?co8((o — o»') + x^]~~l efter Potentser af x, og séges Coefficienten for 
x""^ udtrykt ved en lignende Række som den 2den (107), erholdes 

Altsaa haves ved SammenUfning ft( o; Ar^ udtrykte ligesom i f6rste Tilfelde. Folgelig haves 
for fit i (133) 



/i' 






hvor k|, for f>=l , 2, 3,«*»ii, samt ^^ ere bestemte ved (135). -— Den aUnifldelige Form for 
Z» som Function af f» og o), hvorved (111) tilfredsstilles, vil være: 
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Z.-r(l-/*») * [^— '-^^=^~i.^^t»^-»+...](^<Mni«+l?^..«), (187) 

I 

Idet Samnen 2 Uf es med Hensyn til t=0, 1, 2,«,«fi, saa at dette Udtryk indeholder 2ii+ 1 
acbitrere Constanter, Ai og Bi. Enhver heel rational Function af Coordinaterne 



af Graden » tiI kunne udvikles «fler Sinus og Cosinus af ia^ ^m, Bw^^^^m, og Factoren til 
sint«» og cos 1 01 vil vere af Formen 

. i. 

saa at de Led^ som afhænge af ta», indeholde 2 (s — t + l) arhitrære Constanter» Det liele An- 
tal af Con^nter i Leddene svarende til t=I, 2,*»«s er s(s+l), og de Led, der svare til 
i s=3 O, indeholde s + 1 Constaater, Altsaa haves tilsammen (s + 1)^ Constanter, saa at Functionen 
maa kunne udvikles i en Sum 

, 2^ + Z j + 2j ♦ ♦ • ♦ +Z, , 

hvis Led ere bestemte almindellgen ved (137) , saa at deri indeholdes det samme Antal af Con- 
stanter, nemlig 1 -f 3 + 5».* +2s + l»(s+ 1)*. Denne Udvikling for en forelagt Functioa 5 
skeer derved, at Constanterne i Z«, udtrykt ifolge (137), bestemmes saaledes, at S — Z«:^5^bli* 
ver af Graden s — 1, hvorefter paa lignende Maade Z«.i bestemmes saaledes, at Sf — Z«.ic=;^' 
er af Graden * -^ 2, o. s. v. 

27. Integralet i«C122}, naar n = » og Xn og Zn ere af Formen (137), findes saale- 
des« Man har ifolge (137) 

Xn^=2^t (/i) • {Ai sinto) + Bi cosico), jCn = 2 (pi (fi) ♦ {Ai sintV+ Bi cosm), 

og ifidlge (133) og (136) Pji= ^ftf9){(^)9i(/«') (cosuocostcoVsintcosinko'), altsaa 

/ Pn X'n dwd/n,' =^n2hi y »• (^) (Ai sinm + Bi costco) / [yi (j/)y d/,i^ 

idet oemlig Integrationen med Hensyn til <o' er udfort og alle de Led udskudte, som forsvinde paa 
Grund af 

mm cosJf'cD dia=^i}^ I sinio) sinyrø dco = O, / cosimcosjmdfo's^ O , 
o »^ o *^ o 

hvor f og J ere bele Tal og i den 2den og 3die forskjellige fra hinanden. Tillige er 
ifolge (123) 

Anaktiiik Mechanilu 13 
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f r Pn X'n dødu=: -— - X9 « ; 21 (fi (fl) . (^i sintw + Bi cos»«), 

altsaa red Sammenligoing 

+ 1 



/_» ^'"^^'^^••''»^(»^ 



Idet na 

Xm = S^iifi) (^tf sintft) + ^^ costco) , Z« = 2fpt{fi) (^'#siot«i + sficosiæ) , (138) 
erholdes^ naar Integrationen med Hensyn til co ndfdres, 



'^— 1 



XnZn^mdfA=^^ sl-iAi^i^BiÉi). (139) 



28. Formlerne (109) anvendes paa en heterogen Masse sammensat af homogene Lag^ ved 
at anlage r iom Funetion af fj!^ m og en Parameter a, og Q som Function af a, altsaa 

«/•= -/ / ' / p— . P»dwdi»da. , 

11+3^0 -'-i *^o ^ <*« 

Antages r» + ^ udviklei i en Rckke 

hris Led ere af Formen (137), saa at alle CoefBcienteme jét og A ere Functioner af ^ saa vil 

— r-^, — ;-^ *♦ • . være af samme Form. Altsaa haves »fdlge C122) og CI23) 
da da 

t^ii = r/ / / P— ; — P«(toAMiia=— — -— — — / p--r — do. (141) 

n + sy^ */-! */o da (2i» +1) (n +3) ^ o da 

Er det givne Legeme et Revolutionslegeme om den faste Axe, ^'hes Axe, mod hvilken Q regnes, 
saa maa Udtrykket C137) være uafhængigt af m eller reduceres til det fdrste Led, svarende tH 
«s=0, altsaa, idet Cn Mot er Fanction af a, 

som indsat i (141) giver 

jj, = ^ ^^^;/^> A ^ éa. (143> 

(2n + l)(n+3)*/o ^a 

Ligger Panktet O i Revolutions- Axen, saa er /««= 1. Han har Aii(l)»l, thi naar I i'« ind- 
settes IA =ijI^ 1, altsaa cosy = r, maa (133) reduceres til P« = /?o = *o [^o Cl)]^ = [^i (I)]*, 

men tillige er nfulge (100) ved Udvikling af 737^ /'»»I. Fdlgelig reduceres (143) til 
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V. 



4n 



+ S)Jo^ 



» dC. 



da. 



(2n+l)(2i» + S)yo'^ da 
Derfor, naar man har, for Punktet O beliggende i Revolnttons-Axen, 



<H4) 



r=£« 



B^ B^ B^ 

r r* r* r* 



saa erholdes, naar* O har en vUkaarlig Beliggenhed, bestemt ved r og /e, 

i e=s ^ ^ 4. _ + ^ ^ ^ ^ 

r H r* r* 

Er det givne Legeme derimod ikke' noget Revolntionslegeme, saa vil Formlen (143) blot tjene lil 
at bestemme de Led i Udviklingen af 7, som ere nafhængige af w* Er Legemet deelt symme- 
tri^ ved de tre Planer xy^ xz^ y%^ saa vrl Udviklingen for 7 svarende til en hvilkensomhelst 
Beliggenhed af O kanne udledes af de to specielle Udviklinger^ som svare til fjb=l (given ved 
(1443) og til /» = 0, d. e. til O beliggende i x'nes Axe og til O beliggende i Hovedplanet y%. 
Da Udviklingen (140) , formedelst Legemets symmetriske Sammensætning , knn kan indeholde lige 

di * 

Potentser af ^, cosco og sinm, saa vil almindeligen Zn følgelig ogsaa - * , alene kunne inde- 

holde bele Potentser af ^* samt Cosinnsser af Multipla af 2ai. Da nu Udtrykket (137) for n 
ulige kun indeholder ulige Potentser af fji, combinerede med lige Multipla af m, derimod lige Po- 
tentser af p, combiuerede med ulige Multipla af o), maa man have Z^^^^O, og derved {/«s=sO, 
for n ulige. For n lige vil Formen for Zn , og derved for Un 9 være : 

idet t = l,2, 3,«»*-^. Dette Udtryk reduceres^ i Tilfældet /jt=>Oy til 



Un^2Ci(—l) 






1*3*6.**(« — «•— 1) 



cos 2 1 m. 



(n + 2» + l) (n+2t+ 3^ . .(2n — 1) 

AUsaa erholdes den almindelige Udvikling for T som sammensat af den, der svarer til ^ = 1, 

given ved (144), hertil foiet den Udvikling, som udledes af den, ^ der haves for ^e=o, ved 

cos2i<o 
blot at multiplicere ethvert Led indeholdende -r— , hvor n er et lige Tal, med en tilsva- 

rende Factor 

n 



(-1) 



gi^l)(n^-2if3)..,(2n~l) _ ,,^y\^.^.. (^-^^^(^-^^^^K n^^^.^ , 1 
1.3.5...(«~2»— 1) ^ ^ -^ L^ , 2.(2rt— 1) ^ J 



13* 



IW 



For Vn erlioldef el Udtryk svareode til (141), idM r-^ + t atlpgef ndriklefc i ea R«kke tf 
samme Slegi lom (1403: 

nevlif , ifSlfe CISSX og C1S3), Ted tillige at uttge den Uvere faitegralioufneadie « > r. 



r. 



4« /^» <», 



(145) 



(2»+iK- 

Ligger O i BuMn mTt, maa T »aweiMttei af de to Bekker C108), beregaede ifftlge (145) 
øg Cl41)^ den f6nte Røkke frarende til de Lag, hm OMgive O, den anden lik de», far hvilke 
O er et ndrendigt Pukt. 



lai 



FEMTE CAPFTEL. 

Afanindelig Theorie af Ligevægt; Anvendelse paa foranderlige Systraier. 



FftRSTE AFSNIT. 

De virhieUe Hastigheierå Prmcip, 

1. El System af Ponkter^ m^, m^, m^^^^^Mhu fast forbundne med hinanden^- er nnder-^ 
kastet giyne Krøfter, idet almindeligen m. , bestemt yed de retxinklede Coordinater rr^, y^, «j^, paa- 

Tirkes af en Kraft P^, hvb Yinkier mod Axenie* ere a^, /S., ;^^. Omendskjdndt m^ er forbun- 
det ved nbdielige rette Linier med ethvert af de andre Punkter, kan det dog betragtes som frit, 
naar man til Kraften P^^ fdier aUe de Tryk eller Réactioner, som disse andre Punkter uddve efter 

Retningerne af Forbindelseslinierne, dirigerede til den ene Side eller den modsatte. Betegnes 
ved q^ ^ Fori>indelseslinien mellem fl»^ og m^y altsaa 

og Ted Q^ "^Q^ k ^nrULet, som m^ udftyer paa m^, og som igjen m^ udover paa m^, regnet 
positivt eller negativt, eftersom q, ved disse io ligestore og modisatte Kræfter sammentrykkes 
eller ndspendes, saa haves som Betingelse for Ugevegten af Punktet m. (I, C17)) 

. (2) 

Ted at sætte successive ft =3 1, 2^ 3,>**ji, haves ialt 3fi Ligninger, indeholdende vil- 

kaarlige Stdrrelser Q^ , som svare til det hele System af Forbindelseslinier 9^ ^ , eller til alle 



O. 
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Combinationer af to forskjeliige Tal ft,« i Rækkei^ 1, 2, 3,**«ii. De forheo fandaa lez Betin- 
^elsesligninger f^r Ligeymgten (II, (15) og QW))^ 

2^P^co«a^=0, UPj^ 008/3^ = Oy ^P^co«y^=«0, 1 

> (3)\ 
-SPjCy^cosy^—s^cos/Jp =0, ZP^(sj^cosa^— ar^cos;^^) =0, 2lP^(a?^cos/J^— y^cosa^=sO,( 



^ svarende til ftc=l, 2,««*i»9 ere almindeligeo tilfredsstillede, uafhøogigt af de Tilkaarlige St6r- 
relscr Q^ ^^ ved for alle Stdrrelsenie P^cosa^, -P^cos/J^, P^cosy^, svarende til Jlt«=5l, S|».»fi, 

Ilt substitaere deres Udtryk ifolge <2). Da na Ligningerne (3), som forhen beviist, fremstille de 
tilstrckkelige Betingelser for Ligevegten, saa ville ingen andre Endeligninger end disse sex konne 
udledes af de du Ligninger (2) ved de vilkaerlige Størrelsers Elimination* Ere disse sex Lig- 
ninger opfyldte for det givne System af Kræfter Pj, P,,« **Puj saa at Ligevægten finder Sted, 
ville Formlerne (2") alene afgive et Antal af Sn— 6 Ligninger, som, saasnart ii>>4, ere ntil- 

strækkelige til «t bestemme de Størrelser Q^ { efterdi Størrebemes Antal minus Ug- 

ttiagernes Antal = I, saa at alle de gjensidige Tryk mellem hvilkesomhelst to 

Punkter i Systemet almindeligen ikke lade sig bestemme« Dette er let forklarligt derved, at Sy- 
stemet er allerede befæstet ved tiforanderKge Forbindelseslinier mellem tre af Punkterne , som ikke 
ligge i een ret> Linie, f* Ex* m£ , m^ , »ig , og mellem enhver af disse og alle de andre Punkter 
4n4, tii^,*«*mis, hvorimod disse sidste ikke behøve at være umiddelbart forbundne, saa at deres 

gjeqsidige Reactioner kunne bortfalde. Slettes nu O. es O for A og s begge storre end 3, ville 

»>• 

de ubestemte Størrelsers Antal være rednoeret til -^^ ^ = 3 * — 6 , som 

2 2 

netop kunne bestemmes ved de 3n Ligninger (2), forsaavidt de 6 Endeligninger (3) ere op- 
fyldte. Ifølge de samme Ligninger C^) kan det givne System af Kræfter P^, P^^^^^Pn betrag- 
tes som transformeret til Systemet af alle Kræfterne — Q, , som to og to hæve hinanden paa 

de forskjellige Forbindelseslinier q. , og man kan betragte de sex Ligninger C3} som Betingel- 

serne for Muligheden af denne Transformation af Kræfterne , men saaledes at , naar disse Betingel- 
ser ere opfyldte og man har n >> 4 , vil Transformationen selv kunne skee paa uendelig mange 
Haader. Den vil nemlig almindeligen kun være bestemt, naar den indskrænkes til saadanne ud* 
valgte 3n — 6 Forbindelseslinier g, , ved hvilke Systemet maa ansees befæstet i alle sine Dele, 



saa at ée aodre Forbindelsesliuier ere alle geometrisk bestemte som Fanctioner 

af de fdrsle*). . . 

2. 1 Tilfældet n =» 4 faavea tolv Ligninger (2]), som , naar de sex Ligninger (3) ere op- 
fytdte, tjene til at bestemme de sex StdrreJser Q, , nemlig de forskjellige Kræfter, bvormed de 

sex Forbindelseslinier ere enten adspamdte eller sammentrykkede* — Naar n = 3, haves ni Lignin- 
ger (2), hvorved Trykkene efter Forbindelseslinierne, Q^^^ Q. ^, ^2^s' bc^i^inines, forsaavidt de 

sex Endeligninger (3) ere opfyldte. Under disse er indbefattet som en nddvendig Betingelse, at 
Kræfterne P^, P^, P^ falde i Flanet af dé tre Fankter m^, m, , m,. Dette vil f* Ex. kunne 
sees med Hensyn til P^ ved de tre fdrste Ligninger (2), »varende til ik == i, thi af disse Lignin- 
ger folger ved Elimination af de to deri indeholdte Reactioner Qx%^^ Q\z^ 

+ [(a^j— «i) Oa— yi)— («»— ^i) (yi— Sri)}cosyi J 

eller cosjl^ cosa| + cos/ø^ cosfi^ + cos^] cosj^j ^=^0, idet A|» ^] ^ v^ betegne Yinkleme, som en 
Linie perpendienlær paa Planet mim^m, danner med ^^nes^ jf'nes, «'nes Axe. Retniagen af Kraf- 
ten i' | maa ifolge den erholdte Lignings være perpendienlær paa den nævnte Linie, altsaa ligge i 



**) Naar fire Punkter paa Koglen £^, C, U, JET forbindes med hinanden ved sex Storcirkel bu er 

inT, tt« p, 9% T, i (Fig. 23 og 24), erholdes Relationen mellem disse ved at sætte de spbæritke 

Yinkler CÉK^K CBD'^fi, 1fSE:=v, altsaa Xcs^jf y eller 

1 — cos*A — cos V — cosV+2 coål cos/w cos»'= O » 

, cosr — co8fnco9q' , ^ w.^w ,. » • . . » - . . 

hvor cosil= : — ,-: — 7 I J^BvEy og ugnende for cos/t og cosf i de to andre Triangler« 

sinin siD^ 

Dette giver en Relation mellem de sex Cosinusser, eosm', cotn', cosp'« ces^, eos/, cost'. Naar 
dernæst fem Punkter i Rammet il, B, C, D, £ (Fig. 25) forbindes med hinanden ved de 10 Li- 
nier ft 9* h,'ly m» »* p, q^ r, t, saa vil Relationen mellem disse erholdes ved om et af de fem 
Punkter f. Ex« A som Centram med Radios =1 at beskrive en Kugleflade , som i B\ C, ZX, Ef 
•kjæret af de forlængede Linier ABj il C, ilD, il£. Drages dernæst mellem B, C, D', £* de 
sex Storcirkelbuer m\ n, p\ q'f r\ $\ saa kan man i den fundne Relation mellem disse indsætte 

oosi» = ^ — - — 7 og analoge Udtryk /or de fem andre Cosinufser. S. Mémoire $ur la rela-- 

iioH , gui exiåte entre le$ disitmces respectiees de cinq pomta quelconquee pris dans Vespaée par 
U N. M. Camoi, Paris 1806 (Pag. 48), 
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Planet m^m^m^* Naar i specielt Tilfælde de tre Punkter li^ge i eeo rel Linie » ran wmrt w^ det 
mellemlig^ade Paakt, og A, f4>, v Tøre Vinklerne , som Retningen mim^m^ danner ned x'nes, 
y'nes, s'nes Axe. De ni Ligninger QS) kunne da fremstilles saaledes: 

P,cosa,+(C,,-e2.s^^'^=^» ^a<50«/J,+(e^,— <?j,8)tos/i=«, P%^Y%^{Q^^—Q^^^<i^^^^^}t 
/»,cosaj+(e, 3 + pj 5)cosA=^, -PtCo«i*a+(C,^j+ ?^3)coH^u=0, i»8Cosy,+«?j , + ^j^pco8r=0.) 

Enhver af Krcfterne Pj, P^^ P^ maa , som disse Formler Tise, falde paa Linien m^m^m^y diri- 
geret efter denne Linie enten til den ene Side eller til den modsatte, saaledes at de to af Kræf- 
terne rifkende til samme Side give en Snm liig den tredie Kraft, som er modsat. De tre Beac- 
tioner, tagne særskilt, ere ubestemte. — For et System af to Punkter, »=2, idet X, ji, ¥ ere 
Vinklerne, som Linien «ii|øi^ danner med Axeme, haves ifølge C^) disse sex Ligninger: 

P|COMr| — ^co«A=0, Pjcos/Jj — Qcos/icaO, Pjcosy^ — Qcosf^=0, I 
P^ costtj + Q cosA = O , /'jcos/?^ + Q oos/Lt = O, P^couy^ + Q eoss^ =» O , f 

hvor Q er skrevet istedetfor Q^ ^=sQ ^. Disse Ligninger vise, at P^ og P^ maae være Uge- 
store og medsatte, samt dirigerede paa Linien iit|iiij.^ nemlig 

P,=P^=+.^, — co8a,==cosCj«=Jico8A, — <Jos^j=€os/yj==Jicos|U, — co8y^=eosyi«a=^eo«i'. 
De sex Lig«inger (3) ere i dette filfælde eensgjældende med fem Ligninger; thi formedelst de tre 



forste reduceres de tre sidste til 



X 



i — ^i_ya — yi *• — 



COSCSi 



COS/?j 



COS^'j 



3. For at overhoved et hvilketsomkelst System af Pnnkter, m^^ m^,.«.««, som ere ind- 
byrdes fast forbundne , kan være i Ligevægt, maae de sex Ligninger (3) være opfyldte'; men da 
ville ogsaa stedse de 3fi Ligninger (2) kunne opfyldes ved beh6rig Bestemmelse af de vilkaarlige 
Storrelser Q, , uden Hensyn til de Reductioner^ som disse samme Ligninger specielt kunne un- 

dergaae, naar der i. Ex. i det givne System findes Punkter i stOrre Antal end to, som ligge i ea 
ret Linie, «Iler Punkter^ t stdrre Antal end tre, beligg«ende i et Plan. Det vil tillige være ind- 
lysende, at om ogsaa de givne Punkter ikke ere aHe bundne til hinanden ved ufnranderlige ind- 
byrdes Afstande og Stillinger, altsaa ikke danne et fast men et foranderligt Sysiem^ saa maae 
dog, naar der skal være Ligevægt, de sex Ligninger (3), eller de dermed eensgjældende 3« lig- 
ninger (2), være opfyldte. Dette folger af den almindelige Grundsætning, at naar Ligevægten er 
tilstede i et System, saa maa den vedblive uforstyrret, ogsaa naar Systemet paa en hvilkensomhebt 
ny Maade befæstes* Derimod ville disse Ligninger ikke længer være tilstrækkelige Betingelser for 
Ligevægten; men man maa af de 3 n Ligninger C^}, efter behørig Bedaction, ved Elimination af 



1«5 

de tilbageblevne vilkaarlige Storrelser kanue adlede visse andre £ndeligninger foruden de sex Lig- 
ninger C3). Problemet er altsaa dette at give Ligningerne (2) en saadan Udvidelse, at de kunne 
anvendes paa et System , hvis enkelte Punkter kunne være bundne til hinanden paa en hvilken- 
somhelsi Maade eller overhoved underkastede vilkaarlige Indskrænkninger i Henseende til deres 
aamiidige Beliggenhed i Rummet. — Et vilkaarligt Punkt i Retningen af Kraften P^ være bestemt 

ved Coordinaterne g^, i^^, ^^, idet Kraften er dirigeret fra dette Punkt fil m^, og Afstanden 

mellem disse to Punkter være p^, altsaa 



Tillige haves 

cosa^ = = -— , cos/? =. =j— , cosy = ^=7— » 

Pk ^^t Pk ^y* Pk ^** 

X, — X dg. y, — y dg. ». — « dg. 

Og ifOlge (1) er = -r-^ , = -r-^ 5 = -7-^ • Ligningerne ^2) kunne 

9k,, ^^t ?*,. ^Vk ^K. "^h 

derfor fremstilles saaledes: 

dp «=rn dg dp. •»n dg. dp. «=n dg. 

Ved Jx., cfy^, (?i5^ forstaaes uendelig smaa Tilvæxter til Coordinaterne x^y y^, z^, saaledes be- 
stemte at de tilfredsstille de givne Betingelser for Systemet Ved en uendelig lille Forflyttelse af 
Systemet, med Iagttagelse af de Betingelser , hvortil det er bpndet ifdlge sin givne Sammensæt- 
ning, blive derfor almindeligen Coordinaterne x. , y., z. til et hvilketsomhelst af Punkterne, m^, for- 
andrede til Xj^ + åxj^, y^+Sy^^, Zj^+åx^, Disse Tilvæzter sæltes som Factorer til Ligningerne (5), 
hvorefter erholdes ved Addition 

hvor å alene har Hensyn til Coordinaterne til m^. Ere disse Coordinater uafhængige af hinanden, 
saa deles igjen Ligning C^) i de tre Ligninger (.5")^ idet Coefficlenterne for dx^^ ^y^, c^«^ sæt- 
tes hver især =0. Ved Addition af alle Ligningerne (63, svarende til ftc=l, 2,,,^n, erholdes 
derimod den sammensatte Ligning 

PxåPt+P^dps... + PnåPn+ 's'^Q.åg.^O, (7) 

fr»l ral • ' 

AfudytUk Mechanik. 14 
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90« igjen itler rig i de 3« Ugu\ug/u (fi)* iHNur CooKdinateroe iii «tte Pankterae belnfteø son 
nafliflDiigige. Er Systenet fast og betragtes g, . for ft> 3 og f> 3, hver isør som FaaeiioB 

deels af de tre f^ ,^, q^^^ q^^^ deek af de sex 

^1.*' ^8.å' ^5,k' ^I,a» ^».f' ^»»•^ 

saa vil Summen af de -^ Led af Formen Q^, ^åq. ^ reduceres til en Sum af 3« — 6 Led 

af samme Form, og ved at eliminere disse Leds 3ii — 6 viikaarlige Coefficienter bort af de 3« 
Ligninger, som haves med Hensyn til åx^^ ^y^, ^«^ for ftcsl, 2,«««n, udkomme atter de sex 

Endelignioger (3>» Herved forudsættes dog> at ingen andre Betingelser finde Sted med Hensyn 
til Systemet end de^ som ere givne ved de 3 n — 6 uforanderlige Forbindebestinier^ og som almin- 
deligen udtrykkes ved de 3ii««-'6 Ligninger 

^.■=*M» (8) 

hvor k og s ikke ere begge >>3, og hvor ø. er constant. Gives der andre Betingelser tillige, 

saa maa der endnu mellem Krsfterne P^^ P^i***pH være indbefattet ubestemte Reactioner, som 
indgase med i Ligpingerne (3), saa at Antallet af Endeligningerne ved EUmiaalibn yderligere re* 
duceres (jvf. II, 19), Ere disse Betingeiser almindeligen udtrykte ved Ligninger mellem Coor- 
diaaterne, 

hvor »I , tf^ , m^,...mf ere bestemte Functioner af Coordinateme, c^ , c^, c^j.^^tr givne Con- 
stanter^ saa haves 

<fti^=sO, ^«^e=0, ^1138=0, •♦•^llr=«0, (10) 

og man vil da lettest combinere disse med den almindelige Ligning (T), ved at f5ie dem til 
efterai de ere blevne multiplicerede med viikaarlige Factorer A^, k^, X^,»**Xr Ojg^'O" ' Vari- 
ationsregningen, s. D. II, VI, 4), i hvilket Tilfælde P, , P^^,.,Pn betegne de givne Knafteir, 
hvorimellem ikke indbefattes Reactionerne hidrOrende fra .Systemets Sammensætning. Ligning (7) 
deler sig dernæst ligesom forhen i 3 n Ligninger, hvoraf alle de viikaarlige StOrrelser Q^ ^ tilli- 
gemed Al, A2»«*Ar blive at borteliminere. Naar Forbindelseslinierne ikke som faste og ab6ie* 
lige Linier kunne forplante Reactionenie eller Trykkene fra det ene Punkt til det andet, saa ha- 
ves alle Sldrrelserne Q »o, idet tillige Betingelserne C8) bortfalde, hvorefter, blot de Led blive 

titbage i Ligning (7)^ som hidrore fra ti|, »„»».tfr. Vil man derefter igien indfdre visse faste 
Forbindelseslinier, behdver man blot at lade de til samme hdreude Lignioger (8) indbefattes spe- 
cielt mellem Ligningerne Qf), Altsaa erhoUes som den almindelige Betingelse for Ligevægt 



m 

PjJpi + P^tJp^.^. +Pnåpn + Xi9u^ + X^^^i ••♦ Ar*tfr=0. (11) 

Herander Indbefattes specielt LigDing (Xi for et fast System , idet ff| , tfs,***fir beteg^ne de 
3f» — 6 uforanderlige Forbindelseslinier, ved hvilke alle Punkter i Systemet forbindes til hinanden 
i uforanderlige indbyrdes Afstande og Stillinger. Betingelsen for et enkelt Punkt (I, Q^T)) er 

ogsaa indbefattet ved at sætte n^l^ r=^2^ 

* 

4. Er J^ en wtuel Hastighed for Punktet m^ d. e» en uendelig lille linie , som gjen« 
nemlobes af m^ naar Systemet forflyttes uendelig lidt, med Iagttagelse af de for samme gj ældende 
Betingelser (jvf. !» 8), og betegnes ved Xj /^^ if Vinklerne, som z/^ danner medAxerne, ^Vink- 
en, som den danner med Retningen af Kraften P. , saa haves 
^P^ ^Pig ^Pl 

m 

eller dp^ er Projectioaen af den virtuelle Hastighed af m, paa Kraften P^^ denne Projeetion reg- 
net positiv eller negativ, eftersom den falder paa selve Retningen af Kraften eller paa dens mod- 
satte Forlængelse* Leddene P^^ip^ og A c? tf i Ligning QIV) kaldes, de f5rste Kræfternes vir- 

tuelle Momenter^ de sidste Modstandenes eirtuelle Momenter, og det almindelige Princip for Lige- 
vægten indeholdt i Formel (11) kaldes de virtuelle Hastigheders Princip, (fremsat forhen (I9 B) 
for det enkelte Punkt, men nu derimod udvidet til et hvilketsomhelst System af Punkter). Deles 
Formlen (11) i 3fi Ligninger, som ovenfor, og elimineres >l|, X^^^^^Xr^ udkomme Bn—r Lig- 
ninger, som de givne Kræfter maae opfylde /or at Ligevægten kan være mulig; men den virke- 
lige Ligevægt udfordrer en vis Combination af Stillinger af alle Punkter i Systemet, en Ligevagts- 
figur^ ^om maa svare til Værdier af de dn Coordinater, saaledes bestemte, at de 3n — r Ende- 
ligninger saavelsom de r Betingclsesligninger Qd^ ere tilfredsstillede« Coefficienterne for c^x^, 

^y^9 ^2^, i Udviklingen af Ligning C^O* give specielt 

jn dv du ^ dut ^r 

k k "k ^k k k • 

(12) 
som vise, at Punktet m^ kan betragtes som frit, naar til Kraften P. fOies Systemet af Kræfter 

proportionale med A^^ A29«*«Ar, almindeligen fremstille ved' 



■m<^y<^y 



hvis Compotanter efter Axerne ere 



du du du'^ 

^'d7^* ^»i^' ^'5^' 

% 

saa al denne Kraft er vilkaarlig i Stdrrelse, men falder i Retningen af Normalen til den Flade, 
hvis Ligning er » ^ = ^ ^^^^ alene x., y., z, betragtes som variable. Antages alene en enkelt 

Betingelsesligning mellem visse Forbindelseslinier i Systemet p, 9, r, s,*.«, udtrykt ved ti =» c, 
hvor u er en Function af p, q^ r, s, • « « , c en given Constant, saa haves 

du du dp du dg 
dxj^ dp dx, dq dx, 

og ligesaa med Hensyn til y^ og z^. Det vil altsaa indsees ifolge (AS) , at de af Kræfterne 

i>j, P^,^..Pny hvis Applications-Punkter falde udenfor Systemet af p, 9, r,^s,»««, maae være O 
(eller disse Funkter ere i sig selv frie), endvidere at enhver af de andre Kræfter maa kunne de- 
oomponeres efter de tilstOdende Forbindelseslinier py 9, r, • , • , saaledes at alle disse Composanler, 
som paa hver Linie hæve hinanden to og to ligesom i et fast System, maae forholde sig som de 
partielle Differentialcoefficienter af u med Hensyn til de samme Linier. Antag f. Ex. et System 
af n Punkter, der som bevægelige Ringe kunne glide langs med en Snor af en ^iven Længde, 
hvis Ender enten kunne være forenede, saa at hele Snoren danner en lukket Linie, eller kunne 
være heftede til faste Punkler. Man har da « = p +^ + r + s. • ♦ , som er liig Snorens Længde, 
og idet denne antager Figured af en bestemt Polygon, Funicularpolygonen, hvis Vinkelspidser ere 
de givne Punkter , saa maae disse paavirkes af Kræfter, som alle kuniie oploses i de samme to 

Composanler efter de tilstedende Polygonsider, efterdi — »s — = — . » , , saa at Snoren er nn- 

dp dq dr 

derkastet den samme Udspænding i alle sine Dele. Kraften virkende paa et hvilketsomhelst af 
Punkterne maa folgclig ligge i eet Plan med de to tilstødende Polygonsider og halvere den mel- 
lemliggende Polygonvinkel; men dette folger ogsaa deraf, at ethvert Punkt ved Befæstelse af de 
tt> nærmeste Punkter i Polygonen, paa den ene og den anden Side, er bundet til en Revolnfions- 
EUipsoide, Hvis Foci ere i disse to Punkter, og Kraften maa i Tilfældet af Ligevægt være dirige- 
ret efter Normalen til denne Flade. - ^ 

5. Formlen Cl O * ^i^vendes paa continuerlige Masser, idet hvert enkelt Element dm an- 
tages nnderkastet Kræfter Pdw, Qdtn^ iSdm,«««, som virke efter Retningerne af Linierne 
p, 9, ry***y men mere almindeligt kunde Kræfternes Virkning bestaae i at lade vilkaarlige Func- 
tioner p, 9, r,... variere, der ikke som forhen afhænge alene af de endelige Coordinater til 
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■N. 

Panklenie, men ogsaa af dUses Differentia^er. Bnmmen- Piåp^+P^åp^^* . * vil da være at frem- 
stille Ted en Sam af Integraler * 

fQP dp + Qdq + Rdr+. • O rf«. 

Ligesaa vil Summen af Modstandenes Momenter , idet forskj^llige Betingelsesligninger t< = o, 
t>asO,».. have Hensyn til def vilkaarligé Punkt i Massen, forandres fil et lignende lutegral 

Naar endvidere enkelte Funkter i Systemet, f. Ex. Punkter paa Overfladen^ ere paavirkede af sær- 
skilte Kræfter P\ Q\*.*y eller underkastede specielle Betingelser >^==0, B= O,*.., saa blive 
ovenstaaende Integraler begge at completere ved visse til disse særskilte Kræfter og Betingelser 
svarende virtuelle Momenter^ 

Disse Summer kunne ogsaa blive til Integraler, der ere enten dobbelte eller enkelte, eftersom de 
bave Beosyn paa alle Elementerne af en coutinuerlig. Flade eller Linie. Udtrykkene J^t/, c^r,.«., 
3j4j dB,..., som ere lineære med Hensyn til de uafhængige Coordinater, behove ikke at være 
cxacte Variationer af tilsvarende Functioner u, o,».., y^, /?,..., men kunne være umiddelbart 
givne ved Ligninger tfM = 0, tfi?=b,».., å^ = 0^ åB = 0^^ . . ^ Formlen CH) vil nu kunne 
fremstilles saaledes : 

fCP^P'i'Qåq + Rår + ...:idm+P'åp + Q'åq'-¥... ] 

} = O, (13) 

'i-fCXSu+iLt&e + ...^dm + aS^-i- fiSB+ ... . ] 

som almindeligen bliver at behandle efier de bekjendle Regler i Variationsregningen {Lagrange's 
Theorie). — I specielle Tilfælde vil det dog ofle være simplere at udlede Betingelserne for Lige- 
rægten umiddelbart af de sex Ligninger (Z) anvendte paa de forskjellige Legemer, hvoraf det 
givne System er sammensat, idet Kræflerne Pj , P^,..* tillige indbefatte de nddvchdige Reaclio- 
ner, som derefter blive at eliminere. Haves f. Ex. et System af faste Legemer, underkastede 
givne Kræfter, og sluttede til hinanden ved forskjellige Bcroringspunkter paa Overfladerne, saa 
maae de sex Ligninger kunne udvikles for hvert Legeme særskilt, idet til Kræfterne foies Reac- 
tioneme, ubestemte i Størrelse, men for hvert enkelt Legeme applicerede paa Roringspunkterne 
og dirigerede efler de indvendige Normaler til Overfladerne. Da der saaledes blive to Jigestorc 
og modsalte Reactioner anbragte p«a hvert Roringspunkt, vil det hele Antal af Endeligninger 
vflere sex Gang Legemernes Antal formindsket ved Roringspunkternes Antal. Mellem disse Lignin- 
ger ere ogsaa indbefattede de sex , som erholdes ved at betragte alle Legemerne tilsammen som 
et eneste fast System; thi naar man tager Suromen af alle derned hinanden analoge Ligninger 03), 



\ > 



Ilt 

Vva)ren4e lil de forik|elIige Legønwr i Srstemel, ttaae alle de Led høtei, kmi hidcére fea Réac- 

tfonerne, eflersom disse Krefter ere to og to ligestore og modsatte. 

ANDET AFSNIT. 

Båielige Snore, 

6« Et simpelt Exempel paa foranderlige Systemer haves ved Fumcularpolygonen, dannet 
af enbOieligy ustnekbar^ Snor^ paa hvilken et Antal af faste Knuder ere befestede, ifii, m^y.^.ffiii, 
af hvilke m^ og ftin danne de yderste Ender. Paa disse Knnder virke Kræfterne Pj, P^^^^^Pn^ 
hvorved Snorens enkelte Stykker fnim2=^r2, m^mg «= r, ^ • « » ntn^i mn = r« udstrammes i rette 
Linier, som i Tilfælde af Ligevægt antage Figuren af en bestemt brudt Linie, eller, naar Snoren 
er lukket ved det Stykke mnfn^^=s»r^y Figuren af en Polygon. Kræfternes Composanter efter 
Axerne være betegnede 

« 

P^cosa^c=Jir^, ^tCOs/?^«y^, P^cosy^«Z^. (14) 

Man vil da have if6lge Q^") 

Z^ + A^ '^ +^ + 1 '^ -^• 

Er Snoren lukket, haves a;i, + i = a;| , y« + i = yi, *« + l=»ij x^^xn^ y© ^^y« ' ^o = «« » 
desuden An<f i « Aj , fn-f i =r| og de 3fi Ligninger Clb') i Forbindelse med de n Ligninger, 
som udtrykke Længderne af r^ , r^y • • »fn ? ialt 4fi Ligninger, tjene til at bestemme de n Ud- 
spændinger Al, As,*.«An, som alle maae være negative, og de dn Coordinater tilm,, m^,* * .fitn; 
men Coordinaterne til et af Punkterne f. Ex. m^ ere vilkaarlige, hvorimod man erholder tre af 
Coordinaterne uafhængige Betingelsesligninger Ted blot Addition af de ft Ligninger Cl^)) som ha- 
ves med Hensyn til enhver af Axerne: 

SX^^O, SYj^^O, 2:Z^ = 0, - (16) 

2 tagen med Hensyn til &«i, 2,..*fi* Ligningerne (1^) ^Her de tre fdrste (3) fremstille de 
Betingelser for Ligevægtens Mulighed ^ som Kræfterne maae opfylde, og som bestaae deri, at alle 
Kræfterne flyttede parallelt til et fælleds Applications-Punkt maae holde hinanden i Ligevægt. For 
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il Ugeyrngtoi kan bKve Mrlre^, m«a iSyiiemet antage en beatont ligewgtaflgur afbængig af de 
s6gte Coordinater. Diaae indgaae i de tre sidste C^^^ aom derfor ikke vedkomme de omtalte 6e-> 
tiagelaer for Lige vasgtens Malighed, mea.ere opfyldte ifdlge LigeysgtsBguren. -» Bre de yderste 
Knuder fi»| og m« nforbandne, saa haves A^^^O og Ar + i^'O, saa at de 3n Coordinater tilli- 
gemed X29 ^sv*^« udgjdre 4ft— 1 Størrelser, som- blive at bestemme ved de 3« Ligninger C15) 
og de » — 1 givne Længder af r^, ''s'« «***<• 9 ^^^ ^^ samme Betingelser (16} maae være op« 
fyldte med Hensyn tit Kræfterne, og tillige ville Coordioaterne til et af Punkterne f. Ex. m| være 
viJkaarlige. Ved Addition af Ligningerne , som baves ifdlge den 1ste (1^3 9 svarende (il 
ft=3=], 2,.. »9 — 1 og ved lignende Addition med Hensyn til den 2den og 3die erholdes 

Altsaa, naar Spændingen af r betegnes 7 «» — A , og Vinklerne^ som r , i Betningen m _.i» , 
danner med Aserne, betegnes a , 6 , c , haves til disse Størrelsers Bestemmelse: 



2! X, + TcoM e=0, 2: F. + T eewA ««0, ' 2? Z.+T cqsc =0, (18) 



hvor man if&Ige (163 kan indsætte 

*«7— -1 h=n Jfcs=y— 1 lr=ii 4=7—1 år=» 

2: jT.^^i^ 2: JT., 2: y.=- -F y., 2 z.«— 2? z , (19) 

Betningen og Spændingen af r^ falder altsaa sammen med Besultanten af Pi , P^** *Pqt^v — Er 
Fnnicnlarpolygonen ophængt med den ene Ende m^ i et fast Punkts aaa ere Coordinaterne 
^1' ^19 ^1 Sivne, men tillige er-e X^, Yj , Z^ ikke længer opgivne men findes ifdlge Lignin- 
gerne (16} og betegne Composanterne efter Axerne af den Beaction, som er liig og modsat 
Trykket, som udoves paa det faste Punkt, hvilket Tryk falder sammen med Spændingen T^ af 
Snorstykket r^. Den anden yderste Ende mn kan til samme Tid være befæstet^ fdlgelig jr,i, y^^ zn 
være givne og i deres Sted Xnj ^a, Zn ubekjendte. Isledetfor at regne Beactioneme af disse 
faste Punkter med til Kræfterne, saa at disse Punkter derved blive at betragte som frie, hvilket 
lader alle Ligningerne forblive uforandrede, kunde man ogsaa udelukke de Ligninger (15)y som 
have Hensyn paa de faste Punkter, svarende til ftss], og i det andet Tilfælde tillige dem for 
A R3 fs. De vilde nemlig mangle ved Deeomposttionen af Formlen (11^ , efterdi åxi => O, 
ifx^=»Oi ^«|=»o^ naar m^ er fast, ligesom ogsaa ^drna^O, åjfn^^O, åzn^^Oy naar mn er 
fast. L&gaingieroe (16} komme da ogsaa til at bertfalde , og man har, naar alene m^ er fast, 
SXn^l) Idgningar (15)^ aom i Forbindelse »ed de ti— 1 givne Liangder r«, r^^^.^rn od- 
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gjore 4Cfi— 1) Liffoioger til Befltemmelse af de dC«-*l} Coordinater til m^, m^^.^^mu of 
af de II — 1 Reactioner A« , As,«« »An« Er tillige øin befæstet, haves blot dC» — 2) Ligninger 
C15), som i Forbindelse med de « — 1 givne Længder r^, r^^.^^Vn ndgjdre 3C» — 2) + n— 1 
Ligninger, tj«nende' til Bestemmelse af de S(n — 2) Coordinater til m,, m, , « « . mn-.! og de 
n — 1 Reactioner X^^ X^,***kn» — Et hvilketsomhelst af Punkterne fn^ , m,,*«««!«, almindeli- 
gen m., kan være bundet til en fast Flade eller Linie, udtrykte ved en eller to Betingelseslignin- 

ger mellem Coordinaterne a:^, y^, »^, hvilket giver en Afhængighed af Stdrrelserne Ar^ ^y^, fz^-^ 

men de Ligninger, som derved komme til at mangle i Systemet Cl^)) erstattes igjen ved de 
givne Beiingelsesligninger. Det vil imidlertid være simplest at indfore de virkaarlige Factorer 
til Betingelsesligningerne iui=0, &U2=0y**., som forhen forklaret, hvorefter Decompositio* 
nen bliver fuldstændig, idet nemlig alle Coordinaterne blive at betragte som uafhængige. Ogsaa 
kunde forekomme Tilfældet af bevægelige Ringe eller Lobeknuder, idet f. Ez. m^ kunde glide 

langs med Snoren mellem de faste Knuder vt^_^ ^^^ "*in.i» ^ kvilket Tilfælde r^ og »"^^^ ikke 
specielt maae være givne, men alene Summen ^l + ^'j^o.!) ^^^ ^'^ samme Tid tilkommer den Be- 
tingelse A^ = A^ (jvf« Art. 4), hvilket ligefrem sees af Formlen C^l)) ^^^^ to Functioner, 
ti^. og t'i. . |9 sammendrages til een, c^l + ^l . «• — Endeligen maa endnu bemærkes, at omend- 

skjondt Snoren er antaget ustrækbar, saa maae dog de samme Ligninger Cl^D gjælde for Lige- 
vægten af en strækbar Snor, itdlge den almindelige Sætning, at naar Ligevægten fOrst er tilstede 
i et System, vil den ikke forstyrre« ved en hvilkensomhelst Befæstelse af Systemet^ f. Ex« ved 
pindseligen at antage Strækbarhedeu ophævet« Kun maa det bemærkes, at enhver Snorlængde i 
Systemet, r^, maa afhænge deels af dens naturlige Længde ()^, som den bar ved at udtrækkes 

uden Spænding efter en re( Linie, deels af den tilstedeværende Spænding T,, . Forlængelsen er, 

som Erfaring viser, proportional med Produktet Qf^T^^ saa at man har 

r^=^^(l+iur^), (20) 

.hvor Stræknings - Coefficienten m maa for hver enkelt Snor bestemmes ved ForsOg. Ligningerne 
(20) combineres med . de foregaaende C 1^3 ^S træde saaledes istedetfor de forhen anvendte 
r^ = ()^., som udkomme ved at sætte cd=:0, naar SnOren er ustrækbar. 

7. Formlerne (15) kunne anvendes paa en boielig ustrækbar Snor, hvis enkelte Elemen- 
ter dm ere underkastede givne Kræfter, og hvis Endepnnkter enten knnne være frie eller biindae 
til faste Punkter eller blot til givne Flader eller Linier. Man sætte dmestd«, idet d« er 
Længde - Elementet fif Snoren, • Produktet af dens Tæthed og Arealet af det |»aa ds perpendica- 
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imtt CfiMMmiul. Isteéetfor Conpoaaiitenie JT^, y^, Z^ iuésmMts Xids, Yid$^ lids, og maa 
har r^ es'tf «, ultefta 

r. ds* ♦•. . - \ds ds/^ 

Idet OYerhoved Xy y, s ere Coordinaterne til det vilkaarlige Punkt eller Element d« af den Curve, 
Bom Snoren kommer til at danne i Tilfældet af Ligevægt. Tillige er som forhen A. = — T. , men 

Index k kan bortkastes og Spændingen T betragtes som en Function «f Coordinaterne Xj y, «« 
AlKsaa haves ogsaa X^^ ^ ^= ^ QT + d T), Den Isle (16) vil da forandres til 



Xids + CT-^dT)(P + d^)^T'^r=0. 

\då ds/ ds 



dx 
Ved Bortkasteløen af dT^d—, som er af 2den Orden, haves 

ds 

(dx dtc\ dx dx dx dx 

3=^+^7:)— T^=Td5^ +5^dr = (f.T^. 
ds ds/ ds ds ds ds 

Indsættes dette og behandles den 2den og 3die Ligning (15) paa samme Haade, erholdes 

-ytd«+d»T^n=o, ytd* + d.r^=o, ^td*+d.r^=o. (21) 

ds ds ds 

Bisse Ligninger adledes ogsaa umiddelbart af (13}. Man har nemlig 

/CXåx+Yåy + Zåi)ids—/Tåds^Oy 

men ids^^-j-Qåxddx-^-dyddy -i-dad åi) og ved deelviis Integration , med Udelukkelse af 
ds 

de Led, som have Hensyn paa Endepunkterne alene^ 

fTpd&z fd.Tp.åx, fT^/dåy fdy/.åy, fTpdåz fd.Tp,åz. 

ds ds ds ds ds ds 

Indsættes dette, og sættes dernæst under Tegnet /* Coefficienterne for dx, åy^ å% hver især Hig 

O, erholdes C^l). Disse Ligninger tjene almindeligen, ved Integration og Elimination af T, til 
Bestemmelse af Ligevægtsfignren, udtrykt ved et System af to Ligninger mellem x, y, z\ men de 
tjene tillige til at finde selve Spændingen T i et hvilketsomhelst Punkt De arbitrære Constanter 
maae bestemmes ifolge de givne Betingelser med Hensyn til Endepunkterne/ idet tillige hele Sno- 
rena Længde er given* — Et simpelt Exempel er det, hvor Snoren, homogen i sin hele Længde, 
er ophængt med Endepunkterne tii to faste Punkter og alene underkastet Tyngdekraften, hvorved 
Kjædelinien udkommer som den sdgte Ligevægtsfigur. Man antage y'nes Axe vertieal opad, 
AnaliSHsk Mechmik, ^^ 
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UfriflfNM 



blive diflie: 



rf,r^=«0| d.W^^pd», rf.r^-=0, (M) 

ds d$ då 



idel f »a^s som er en Constanl, der betegoer Væften af en Snorlmigde ^»1. Den Iste ogSdie 

Ligoiag give ved Integration 

dx d% 

T — ^A, T-r-'^B, 

da ds 

bvor A og B ere arbitrære Constanter. Altsaa baves Bdx — ^dse=o, broraf ved Integration 

som er Ligaingen for et verticalt Plan, hvoraf slnttes, at Ligevftgtsflgnren er en plan Corve be« 
liggende i det verticale - Plan , som er bestemt ved de faste Endepunkter. Dette Plan kan tages 
som PI. 9y, ved nemfig al sstte ^=0 og B=^Oj altsaa z=:0, hvorved den Sdie Ligning (SS) 
' bortfalder. ScUes tillige ^tsf o, saa iiave« 

r=pal!. (88) 

dx 



som indsat i -den 2den CSS) giver 



mdp^ds. (W) 

dx 



Man s»tte -^ ^y\ altsaa ady'=» v'l + y'* dx^ f6lgelig ved Integration 
dx 



som giver 

, J ' 

hvoraf, ved igjen at int^rere. 



iC'~a •), V/T77^«i(a%r-), 



= |(e%rO, ,=,|(,-_a •). 



(26) 



Altsaa er s BS a-—, i Overeensstemmelse med (241. Constanlerne ere bestemte saaledes, at tii 

dm ^ 

x^tssO svare y««0, y«a, j~0, eller ^nes Axe antnges lagt gfennem Klmdeliniens nelerate 

Fanlii N (Fig. 20), bvorfira Bocn s wam regnes, og »an bar a=»NA, idet jé er Begynéelees*- 

PMM. IWge C283 og (85) Inves 



11§ 

9 

T^py, (26) 

SM •! SpøndiDf en i el hYOketfomhelsl Psiikt Jf er lug Vøften af el Snorslykke, hvis Længde er 
lii; Ordinaten Pif. De faste Endeponkter vøre G og H, og man drage i Kjædeliniens Plan en 
horinontal Linie CrJf, son i L skjsres af y'nes Axe^ i K af Linien HK=^f]^ som eryeriical eller 
pnmllel med y^nes Axe. Han smWo N L=^f shmX LK^^S, LG=^i^J hvoiiil svare Baeløngdeme 
NH^^a, NG===^a^. Man regne fj positiv eller negativ, efleMom den falder under eller over 
GEj i ojg a positive eller negative eftersom de falde i den positive eller negative Retning af 
s^nes Axe» men ii og ai omvendt. Den hele Buetmngde GH'=)l og L»|igdea GK '=»h sa%vel-* 
som 11 ere givne» derimod a, i, l^^ a, a^ og f nbeluendte« Diiise sex St6rrelaer findes forme« 
delsl Ligmngftrne CS5) anvendte paa \t%gp Bndepnnkteme G og U^ hvilkel givw 



s 



(«7) 



<«8) 



hvormed combineres 

Q^o^t=.X, É+Si=»*. (29) 

9^gg< Ifigninger (27) forbindes med hinanden ved Sublmetion, Ugningeme CSd> vod AddMon, 
hvorved erholdes: 

/ Il _ii L 1\ / k -il L -i.\ 

1];=— Ve +a — e — t /, A«— -\e — e +^ — e -^'^ 

Af disse f6lger 

i — ^=a\e*— e */=ce* Vi — e */=«fle *\e* — 1/, (30) 

A + ^«Ae^-e '/^ae * Ve * — l/«ae*^Vl— e 'A (31) 
hvoraf, idet de over hinanden sfaaende Udtryk mnltiplioeres, 

V^JiZn^ « a Ve**— 7 ^). (32) 

Denne Ligningj som kun kan opldses ved Approximation , tjener til at bestemme a som Fnaction 

af X, 17, *• Naar \/A* — 17* — il er meget lille , vil a blive meget stor og Kjødelinien n«rme 

sig lil en ret Linie« Man vil da have ved R«kkeudviktlng 

16* 



11« 

r A» 

altsaa^ med Tilnærmelseji a« i .. Af CSO]| Of C30 følger ved Division 



1+17 






hvoraf II og I bestemmeff; Forralerne C^) og den Iste eUer 2den C^T) five dernæst a|> a 
Dg /*. I Tilfælde! 9/= O erholdes £s=^^z=z ^h^ crs»ai*=}A. — Disse Resnltaler vise, at 
Kjædeliniens Fignr er aldeles bestemt ved de faste Endepunkters Beliggenhed og ved Snorens hefe 
Længde y men uafhængig af TyngdekraAen og af Snorens Tæthed, hvornnod disse Størrelser ind- 
gaae i Udtrykket (26) for Spændingens absolnte Stdrrelse i et hvilketsomhelsl Punkt (men ikke 
i Forholdet af Spændingerne i to Punkter, som er liigt de tilsvarende Ordinaters Forhold). 

• 

& Kjædelinien er af alle de Linier, der have samme Længde mellem to faste Ende- 
punkter, den, hvis Tyngdepunkt ligger lavest* Er som forhen Coordinatplanet xy verticall og 
lagt gjennem de faste Endepunkter G og H (Pig. 26), antages tillige x^nes Axe horizontal, 
y^nes Axe vertical opad , saa skal Tyngdepunktets Coordinat y for den sdgte Curve afskaaret 
raeTlem de faste Punkter være et relativt Minimum, idet nemlig Længden af den samme Curve er 
opgiven,^ f6lgelig 

rf/Cy + c)ds = 0, (33) 

idel c er en arbitrær Constant og Integrationsgrændserne ere de givne Coordinafer x til G og H. 
Van Itar 

d.=.dar, «=\/l + Jt'»+.'», 1^=», --^z. 

ax ax- 

Altsaa ifdlge Variationsregningen, idet (y-i-e)iiB=K giver 

dV_ dr_ iy + cyy dV dV jy -h c) % 

dy"""' 57 — i ' d\^^' d7^ ;; ^ 

dV dV dV dV^ „ ^ ^ ^ 

men -tttj T^ny * * * 9 T~n9 ttttj«-** *lle =0, noder man 
dy dy di dz 

tf 



u «0, -=0. (34) 

ax ax 



Den 2den af disse giver ved Integration 



IIT 

»om eombioeret med usaV'l +/* + *'* Sivcfj ved Bliminatioii af s', 

/(y+c)«— c«' 

Dett« indsettes i den 1ste QSiy, altoM, idet Differentiationen ndlSrcs, 



tt 



(86) 



eller ^ ^- — i-j = -i — r_ hvoraf ved Integration 

(y + O« — C* « a« (1 + /«>. 
Herred reduceres ti og % til 

Usa"^ , z =■— . ' (36) 

Q 

Den 2den af disse giver ved Integration z (= — x^Cf ^ men for begge de faste Endepunkter 

a 

haves z='Oj følgelig C^sQ og c!i=9 O, hvorved 2 »a O, eller den s6gte Cnrve er plan, nemlig 
beliggende i dei verticale Plan xy. Idel nu «es\/i+y9^ yil ({øq i^te (36) ved Integration 
give Kjædeliniens Ligning; men det vil være tilstrækkeligt at bemærke at Ligning (35) giver, 

j + «'• 
idet CsaO, ^^ — =y" eller tt^ay", der er dea samme som (24), hvoraf (26) udledes. 

d 8 
FdlgeUg fl — - =sy, altsaa c=0. 

GX 

ft Antages i (21), ligesom i det foregaaende Exempel, ATc^O, y=: — g^ Z es O, men 
idt=akdx hvor k er constant, saa at Vægtene af Snorens Elementer forholde sig som deres 
horizontale Projectioner, og sættes kg=p^ erholdes 

dx dv dz 

.d.r_ = 0, d,T^^pds, d,T— = 0. (37) 

as ds ds 

Af disse fSIger, ligesom af (22), s;e=0, eller Ligevægtsflgnren ér en plan Cnrve i det verticale 
Plan lagt gjennem de faste Endepunkter (r, H (Fig. 26). Den Isle og 2den (37) give 

_ ds ,dy . 

^«=P«:r» adr-2=da?, 

dx QX 

dy 
og af denne sidste fdlger 2ay=:x\ ved at antage ys=o og -p = O for o? =30« Snoren aud- 
its? 
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ds i/fl* + «* 
tager fdlgelig Figoren tf en Parabel, hvis Axe er vertical opad, og, idet •-— ss , erholdes 

Spøndingeo : 

Gonstantea a flndes som i Art. 7^ i ForbindelM med i, £,^ f: Mas har 

•Itsaa | = 1A— |-a,"£, =4* + .^«. Desoden a jl = /" V^«* +x*dx eller 

som tjener til at bestemme a, naar de Amdne Udtryk for £ og £| ere indsatte*). 

10. Af C21) folger, ved MultipUcation med -^, -p^> -^ og Addition, 

t(;rda;+yd/+2d») + 4r = 0, (88) 

efterdi (—^ I +(t^) + (7- I =1, -r-.d-- + :r 4-r?+ — 4— «0» Er Saoren nstnriAai 
\ds/ \ds/ \ds/ ds ds ds ds ds ds 

og homogen, altsaa t constant, maa folgelig Xdx+Y^y + Zdz være et exact Differential af en 



Fnnotioo af jt , y , s. D«lte er den nddvendige Retingelie for ligevegtMs Mnlighed > hvoreA«r 
man erholder 

r=^tC9)+<0, (3«) 

dflp 
hvor C er en arbitrær Constant, ep ea bestemt Fonction af x. y, s,, som giver -7-^= — X, 

4 a? 

4tt> 4a> 

— ^ c=.^. y .Xess — Z« Da Snoren alene kan reagere imod Udspænding, men ikke mod 

dy dz 

Sammentrykning, maa 7 være positiv for alle Punkter i Figuren. Denne bestemmes ved C^l), 
som naar Udtrykket C393 indsættes , alene udgjdre et System af to> snmmenhdrende Differential- 
ligninger af 2den Orden mellem x^ y, s, (thi enhver af de tre Ligninger vil være et nddvendigt 
Resultat af de to andre) ^ hvoraf ved Integration udledes to primitive Ligninger mellem x^ y, % 
og Are arbitrære Constanier. Betingelsen med Hensyn til X, Y, Z vil f. Ex. være opfyldt, 
naar Kræfterne blot bestaae i Tiltrækninger «Uor Frastddninge^, hidrorende fra faste Centrer, 



*) Dette Problem finder Anvepdebe ved Constructionen af Hængebroer 
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FvneioMr «f AfeUaéts^ ^^ i, i], C CoorduiAMM tii et af £sie CeatMf, 09 il Tiltmkningen 
flll«r fnMéaaBpta mnH PMcltoja aT Afstnidea r, åtTe« fér debnft Kralfl 

X^Rtrl^ T^^R^^ll^ Z^R^II^ 



hvor r= V^CI'— ar)*+(iy— 3r)»+Cf— «)* er poslliv, iiiMi il positiv eller negativ cfterøent 
Kraftea ér en Tiltrækning eller FrttftMning. Altaaa 

Xéx + Ydy + Z d»^ — Rdr^ 

saa al 9) er overhoved tSimimea af Integralerne /R d r øvarende til de forskjellige Centrer« — 
Fomleme (21) give fremdeles, idet q er Krumningsradius^ 0% X^ fi, v Vinklerne, som Perpen- 
dicnlæren paa det 4>scidere&de Plan danner med ^c'nes, y'nes, s'nes Axe, (6. D, II, (201) og (206)) 

•rvj vj -v ^dxå^fi^^dud^x Tds 

' nr A vj % „ditd^x^dxd'z Tds. i 

tCZdx — A^il») = r — = cos/f, ) (40) 

^rvA 9A -^ m^y^^* — dnd'y Tds . 
• Cyd»— Zdy)=ar J. 21^=- — cesA. 

ds^ Q 

Diase Ligninger qvadrerede og adderede give ifdlge C^O) 

i^l^l^ = [iXdy—Ydx}* + CZdx^Xdzyi^Cydz^Zdy:^*]i 

^[iX^ + Y^i'Z^^ids^^iXdx-l-Ydy + ZdzyiK 

Ifdlge (39) og C^l) er Spændingen og derefter Krumningen bestemte som Fanctioner af Coordi- 

nateme, vdledte nemlig alene af Kræfterne uden Hensyn til Fignren; men Constanten C vil almin- 

deligen kan være bestemt idet man kjender Spændingens Størrelse i et vist Punkt, f. Ex. ei af 

Snorens Endepnnkter. Medens den absolute Spænding i et hvilketsomhelst Punkt afhænger af C, 

vil derimod Forskjelien viellem Spændingeme i to Punkter alene aAænge af disse Punktere Coor- 

diaater* For Kjssdøtinien, idet Aa^O, y«— .^, Z»0, saml §i=^py vil Cdff) vedueerea til 

C26) , efterdi C s= O ved passende Bestemmelse af Begyndebespunklet, Af C41) l^ger dernæst 

ds y^ 

Q = y j- eller ifdlge (26) p=— , som behjendt ((?. I, II, (41)).— Ligningen ^pca c, hvor c 

,fLx U 

er eonstant, iiibdrer den Flade ^ hvis Normaler hesteoMne Retningen af den acoelererende Kraft. 
Fat^eliea mellem Spændingarne i Snorejis Sl^fMriaigflipnnkter sned Xo saadanae Flader er uafhæn- 
gig af disse Skjæringspaaklers Beliggeafaed paa de samme Fladar^ der forandrer sig tilligemed 
SaMlææfden iag de ^te JSade^ oahter. 
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11. Natr el Stykke af Snoren er iBerdria^ med en fasiFfade, betlenit ved iissO, f* Ex. 
viklet om Overfladen af el fast Lefeme« kan det do; befragtes som frit, fonaavidt man til 
de givne Krnfter f5ier Reaetionen nf Fladen, der for et hvilketaomhebt Element ds kan bete^es 
Nds, hvor A er ubestemt i Stdrrelse men dirigeret efter Fladens udvendige Normal. Fdlgelig 
blive i (21) Leddene Xids^ Yids, Zids fordgede med de respective Composanter 

iVcosa«ds, Neo$fi,dSj Ntwy^då^ (4S) 

hvor 

coa«= V ~ , coBfi= K •—-* C08vs= V t-, (43) 

dx dy ' dz 

I 

idet y « [(jO^ ■*• (rY "^ CjO'I • "-"^»"^ C^W forandres ikke derved, efterdi 

N fiosa^d x-k- N eonfi ^dy -{- N eosy .dzz=z N rdfis=0. 
Udtrykket (ZV) indsat i (21) redncerer disse, som forhen ^ til et System af to Ligninger^ som i 
Forbindelse med ti =: O tjene til at bestemme to af €oordinateme æ, y, % snavelsom N som Fnnc- 
tioner af den tredie Coordinat. Antag f. Ex. at ingen accelererende Kræfter ere tilstede ; fOlgelig 
9 = 0, saa at (39) og (41) give 

7= I C, JV=— , (44) 

d. e. Spændingen er constant, og Trykket paa Fladen, reduceret til Enhed af Snorlængde, er i 
hvert Punkt af Snorcurven liigt Produktet af dennes Krumning og af Spændingen* Tillige fdlger 
af (21), idet det forste Led bestemmes ved (42) og (43), og den 1ste (44) indsættes, 

d^ dil d^ 
NVds ds ds d* ,,^. 

i€ du du du 

dx dy dz 

som viser, at det Fladen ber6rende Snorstykke fulder samman med en geodætisk Linie (G. Il , U, 
(254) og Art. 65). Dette f6lger ogsaa af (40), som, naar Udtrykkene iVcosa, iVcos/9, jYcos;' 
indsættes i venstre Side istedetfor tJT, t 7, tZ, give 

cosa cosA + cosfi cosfi -f cos^ cosi/ s= O, 
som udtrykker, at Curvens osculercnde Plan er perpendicnlært paa Fladens Tagentplan. — Er et 
Stykke af Snoren bundet til en given Curve, bestemt ved « »=0, «<=0, f. Ex. trukket gjennem 
en tynd fast Canal, saa kunne endnu Formlerne (21) anvendes, naar Reactionenie af begge Flader 
f6ies til de givne Kræfter. T>t\^» kan , if&lge det forklarede, ikke forandre Udtrykket (39), saa 
at Formlerne (44> endnu ere gjældende, naar ingen accelererende Kræfter ere tilstede. 
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ligen Til Udtrykket (89) indsat i C^l) reducere disse til to Lifniiiger tjenende til at bestemme 
begge Reactioneme som Funotioner af den ene Coordinat, der tages som uafhængig, f. Ex. Xj 
idet y og % ere bestearte ved fie=0, « = 0* Van vil ogsaa kunne sammensætte de to Reactio- 
ner til en enkelt Reaction iV, dirigeret i den givne Curves Normalplan, saa at Ligningerne blot 
blive at completere ved Udtrykkene C42), men hvor a, §y y ikke ere bestemte uden ved de to 
ligninger 

cosa • d ap + cos/? • <i y + cos;^ « d s = O, cos*a + cos*/? + cos*y = 1, 

(dr dy å% \ 

efterdi --, -7^, —- ere Cosinusserne af Axemes Vinkler mod Elementet dsl« Disse i For- 
ds ås as / 

bindelse med « »=0, d&bO og de tre Ligninger (.21) ^ ialt syv Ligninger, bestemme y, «, 7, N^ 

ay fij f som Fonctioner af x \ men T kan bestemmes, som forhen, umiddelbart ifdlge (39), bvor-i 

efter (21) blot udgj6re to Ligninger« 

12. De givne Betingelser med Hensyn til Endepunkterne^ i Forbindelse med den givne 
Snorlsngde tjene til at bestemme de arbitrære Constanter, som indkomme ved Integrationen. Er 
Snoren fri og alene befæstet i begge Endepunkterne , erholdes af (21)9 idet Udtrykket (39) ind- 
sættes, to Ligninger af 2den Orden mellem x^ y, s, altsaa ved Integration to primitive Lignin- 
ger mellem Xy y, «, indeholdende fire arbitrære Constanter foruden C indkommen ved (39). Ind- 
sættes for X, y, z Coordinaterne |, 1^, ^ til det ene og ^y 1^ , ^ til det andet Endepunkt, haves 
fire Ligninger mellem Constanteme, hvortil endnu kammer, idet / betegner Snorlængden, 



fA'*CrS<r:)''-'- <") 



Altsaa kjinne de fem Constanter erholdes som Functioner af / og af Coordinaterne |, tj , ^, 

^, f/, ^. — Spændingerne i Endepunkterne være ir og h' \ Vinklerne , som Retningerne af disse 

» 

danne med Axerne, jl, i», if ogX, »\p\ altsaa i det lérste Endepunkt —ss^cosA, -—»-— cosm, 

us o s 

ds . , . , da? ,f dy » d% '.■•»»• # > mJ 

-—=T— cosy, 1 det andet -- =cosA, .-r^ = cos/*, -- =:cosr, thi Retniagerae af år og « 
ds ds d s as 

falde sammen med Curvens * Tangenter til Endepunkterne forlængede udover disse. Altsaa folger af 

(21), efterat x, y, 2 ere blevne bestemte som Functioaer af s, 

/ Xid$ + ibosA + A'cosA'== O, / Yids + Acos/e + k'cosfi^ O, / 2ids + kcosv + * cosy = 0. (47) 
Man har som en identisk Ligning 



Itt 

då éå \ •' ^V 

of to andre åsalog« Ted OmbytaiBg af m, y, »» Altaaa fftlftr tiUife af CM) 

f (yZ — »y) ids-^k Qtjeosp — Cco»fi) + *' (rfcoiv — ^ cos/u,'') «=» O, 



/. 



o 
(»Jir— T2r) ids + If (fcosX — Jfeosfr) + Jk' (f:'cotV — É'ceii^') « O, ) (48) 



6 

(xY — yX) idg + k (icosfi — ^coaX) + *' CS'coi^' — ijcosX^^ «= O, 
o 



Ugningerne C^T^ ogr ("^8]) (son ogrsaa haves ligefrem if6Ige (8}) ^ene • lil at besteliime Conpo- 
stfaterne til k og k^ son FanetioDer af I og af dø sex Coonfioater h f], Z> ty V^ i* Tilise 
Spmdioger ere de samme som Reactionerne af de fkste EDdepmikter, som ere lige og ittodsatle 
Trykkene, eller de ere de ydre Kræfter, som, naar Bndepankterne ikke ere faste, maae Tøre ap- 
plicerede paa disse Ponkter for at holde Ligevægt mod de accelererende Kræfter. Er saaledes det 
fOrste Endepunkt ikke fast, maae enten i, f], S ^^^^ vilkaarligen opgivne, hvorefter Compoaan- 
terne ttl k bestemmes , eller naar disse Composanter ere givne , blive derefter 1^ fj, ^ at be- 
stemme. Er det samme Endepunkt blot bundet til en fast Flade eller Linie, haves alene en Lig- 
ning, eller et Syslem af to Ligninger, mellem £^ "ijy f^, men til samme Tid maae Xp fi, V være 
saadanne, som svare til Retningen af en Normal til Fladen, eller en Normal til Linien. 

13. Er Snoren strækbar, saa vil fomedebt Spændingen T ethvert Element d$ foriængej 
og Gjennemsnittet formindskes, men saaledes at i då ikke forandres« Ere % og då' de oprin-* 
delige Værdier, svarende til T=^Oj saa haves idåt=i%då og ifdlge (20) då^=il-¥mT)ds\ 
altsaa 

fO + wD««", («) 

hvor 10 og t almindeligen ere Functtoner af /, men i en homogen Snor constante. Antag f. Ex. 
en homogen Snor ophængt til et fast Ponkt, son er trykket af en Kraft a k^ iéel Snoren ud- 
spændes verticalt ved en Vægt » k' anbragt paa det nederste Punkt. Det faste Punkt være Be- 
gyndelsespnnkt og dt^nes Axe vertical i Tyngdens Retnings saa at X^^f^ Jt^O, Zs=0, 
åtssx, å^=T x\ og den oprindelige Længde være t. Den 1ste (SU)y eUer (30), giver 

— ^/ idx. 



r»ir 



4 /^' 

altsaa, fora?=/, k^k^gf idx (som ogsaa fOlger af den Isle (47), efterdi A = 180^, 
A'«0). Ved Blinination af Ir erholdes 
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som er Spcadiafes i tX tiikMfligl Foola. Del sedeifor liggende StyUe af SnoreB har en Y«gt 

/' i—(B , i—x 

idx «=f— jF — > idelp er hele Snorens V©gt. Fdlgelig 7= Ir -k-p — ^ — , men div=(l+«»f)<h;', 

altaaa red Integration 

x~x —m(k +p)« — j^ø», 

som beateanier Forløngeben af et vilfcaarligt Stykke af Snoren. Forlengeben af den hele Snor 
hares for ««a3j> «■»/, 

saa tt den Forlmgelse, so« skyldes Snorens egen Vøgt, haves ved at fordfe den ophisogle Ycgt 
i det nederste Fnnkt med Snorens halve Yi^ 

TREDIE AESNIT. 

Elastiske Sirenge eller Traade. Båidige Flader. 

14. En elastisk Streng eller Traad (f. Ex. en Melaltraad eller tynd Metalstang) hesidder 
almindeligen Elasticitet ikke alene efter Retning af Lengden, ved hvilken hvert Element reagerer 
mod Udstrekning (som den h&ielige Snor) og mod Sammentrykning, men tillige en saadani hvor- 
ved den reagerer mod enhver Forandring af Figur, i Henseende til Krumning og Torsion. Traa- 
den fomdssttes at vi^re i Ligevægt under Indvirkning af givne accelererende Kræfter saavelsom 
af ydre Kræfter applicerede paa Endepunkterne, og man betegne ved JT, Y, Z Composanteme af 
den paavii^ende Kraft i et hvilketsomhelst Punkt efter de tre retvinklede Axer. dm være Mas- 
sen af Traad-EIementet ds, og p, 9, » være de tre Elasticitets-Kræfter i et hvilketsomhelst Punkt, 
virkende til Fo^ndring respective af Elementet ds, Contingentsvinklen e^ Torsionsvinklen e^, disso 
Kræfter regnede positive eller negative, eftersom de virke til For5gelse eller Formindskelse« IfOlge 
de virtuelle Hastigheders Princip eller Grundligningen (13) haves 

fiXåxi^Yiy + Zi,^dm+fp4is+fiqåe^fuåe^^B, (50) 

idet de ydre Kræfter, hvis saadanne ere givne, maaie tænkes tfiipit til dat forste L^, nemlig 

■ 

som Constanter, der eompletere Integralet med Hensyn til de accelererede Knafter. Som belgendt 
haves (Cf. II, II, 43, 44) 

16* 






Maa <»He for Korthed« SkyM 

rf«»+rfj« + <l««==a, d»** + d'y» + i*»*=fi, i««» + rf«y« + <»»»=/, (51) 
■ItMa 

2 2 2 

og man vil da have disse TmufonnatiøDer : 



hvorefter Variatiooeme aff d«, e> e^ knmie fremstilles saaledes:. 

1 



idM 



9a, 



2Ya 



(58> 



Fdlgrelig haves 



/(j7^+«*+«*)*«+/C^*i+«**)*/J+/«Mr 



fp9d8^fqde'¥fu&ny=:^l^ ^ \2/o 

^/{qh^^uk^-ydda+fuk^ddfi-^fuk^id^u. 

Ved deelviis Integration erholdes, med Udelukkelse af de Led^ som befries for Integraltegn, og 
som særskilt blive at sammensætte med de Led i Ligning (Wy^ som hidrdre fra de ydre 
Kræfter, 

fukjdp^—fd(uk^).9fi,, /nM^^at^/d* («*,)•*«• 



Sættes nb 



L^^^^i^^^^-^q^-^ ^^-é^^^ 



saa ndkommer, ved Indsætning i (50), 



(53) 



lU 

Van htr iféige (51) 

J <>/f r= d^x d^åx + d*y d^åy + rf*» d^ås , 
låy^d^xd^åx-^d^ydPåy-^d^id^åjtj 

m 

of Ted deelviis Integration, med Udelukkelse aI hvad der gaaer udenfor Integraltegnene, 

fLdffdåx^-/^d(Ldx).åifj fMd»xd^åx^fd^(Md*x).åx, fNd^aid^åx=^^fd^(Nd^x)M, 

og ligesaa med Hensyn til d^y, ddzj d'^y,***. Fdlgelig, ved at sætte den hele Stdrrelse un- 
der Integraltegnet Hig O, og yed dernæst igjen at sætte Coefficienterne for åx, åy^ å* enhver 
særskilt liig O, idet nemlig Traaden forudsættes fri^ erholdes : 

JCdm — d (Ldx) + d« (Jf d«a:) — d» (N d«a^>= O, % 

Ydm— d(Ldy)+d«(Jfd«f) — d»(iVd»y) = 0, [ (64) 

Zd«— d(Ld*) + d«(ifd««) — d»(Ad»*)=>0. I 

15. Ligningerne (54) have en homogen Form, efterdi dm er af samme Orden som ds, 
eller af 1ste Orden', men £, If , iV bestemte ved C^) ere uendelig store, nemlig respectf ve af 
Ordenen —1, —3, — 5, idet p, f, « ere endelige. Derimod' vil «=0. give iV=aO, idet nem- 
lig Trmden mangler Torsions - Elasticifet , og for w^O og f <=3 O erholdes iVeaO, ifs=sO, 

Isa ^, hvorved (54) reduceres tif (21) for en bOielig Snor, idet man sætter dfli»td# og 

p= — T (thi T er Spændingen eller Reaction mod Forlængelse, men p er Reaction mod Sammen- 
trykning). Er Traaden fuldkommen elastisk i alle tre Henseender, men ustrækbar, kunne ^ og ti 
i ethvert Punkt antages ai forholde sig som Afvigelserne i Kmmningerae af Iste og 2den Art fra 
de Værdier,, som svare til samme Punkt under Traadens naturlige Form, idet den ingen ydre Kræf- 
ter er underkastet^ f61gelig 

hvor E og E^ ere de oprindelige Værdier af « og «| , og Q og U almindeligen ere ^unctioner 
af jy. men i en homogen Traad constante. Af (54), foiiiundne med ds^sada;^-f dy* + d;e*, maae 
dernæst ved Integration Xj y, s, p bestemmes som Functioner af s, hvorved LigevægtsHguren er- 
holdes tilligemed Størrelsen p eller Længde-Spændingeft i ethvert Punkt, hvorefter if61ge C55) 
KnuBBings - Spændtageft og Torsioni^- Spændingen i hvert Pankt bestemmes. Er Traaden strækbar 
og sammentrykkeKg efter Længden » saa kaæ és betegne den ppdndelige Vm^e af ds, naar 



iugta Kræfter virke, o^ lAan mat da føtte p=»tt . > / hrot alauDdeligeb é er en givea 

as 

« 

FoDction af Sy og til aamme Tid E og E^ givne Faactioaer af i • Er Traaden honogen, maa m 
være conflant, og aaar Udstrækniiig og SanuaeDtrykning ikke forandre Tætheden^ er ém^^idsssftés 

og tillige % coniUnt, saa at p^sør M -— -^-V Herved bUver Probltmet at beste«me Ligevægtt- 
figuren meget mere nmmeiuat, idet ligmngeme (64) og (SS) maae combinerei med Formlene 

hvor f og fi betegne givne Fnnctioner. -^ Er Traaden baade nstrekbar og stiv, altsaa af en gi- 
ven og uforanderlig Figur, bestemt ved to givne Ligninger mellem ^^ y, z, saa ere Reactio- 
nerne p, ^, ti aldeles vilkaarlige i Stérrelse, men blive i Tilfældet af Ligevægt at adge formedelst 
de givne Kræfter, idet.nemKg (64) bestemme £, If, iV^, hvorefter suceessive u, q^ p maae udle- 
des af (53). Fremgangsmaaden er herved denne* Pomedelst de to givne Ligninger mellem, 
X, y, £ er enhver af Ligningerne (64) umiddelbart integrerlig, efterdi alle de Variable kunne 
henfdres til en enkelt Uafhængig, f. Ex. s, regnet fra det ene Endepunkt af Linien, hvis Stilling 
mod de retvinklede Axer kan fastsættes vilkaarligt. Man har fdlgelig 

/Xdm^Ldx+diMd*x)—d*iIfd^x)^0, 

frdm^Ldy^diMd^yy^d^iHd^yy^O, } (67) 

fz dm —Ldz + d(MdU) — d* (^d•»)«=0. 

Ved Elimination af L erholdes dernæst disse tre, hvoraf enhver er et Resultat af de to andre, 

dyfZdm-'dzfYdm+dyd(MdH)'^d^d(Md'^9)'^d^d^ (iVd*a)+ d»iP(iVdSy) =»0, 

ézfXdm'^drfZd»^d»d(MdPx)^dæd(Mifi%)^daa^iMd^x)'^dxd^(NdH)^Oy } (60) 

dxfYdm—dyfXdm'l'dxd(Md*y)—dyd(Md*s)—dxd*(Nd^y)^dyd»(Nd*x) = O. 

Disse blive igjen særskilt integrerede, hvilkel giver 

yfzdm^*fYdm-fiyZ'-'zY)dm + M(dyd^» — dzd^y) I ^ 

-^I^lCdyd^z — did^y^^id^yd^z—d'id^y^J-^dN.idyd^i — did^y) ) 

zfXdm^ffJZdm-f(zX — jcZ) dm + M(dzd*x— dxdU) 1 « O \ (69) 

— ^ [(dzdU — dxd^i) — id^d^x — d«xd»»)] ~ dN. (M^x^dxdU) ' "* ' ' 

xfYém^yfjUm^f(»Y - yX)åm^Miéad^y—d§d^m) 



e. 

— i^ [C<is^^y — 4r«^«)— (^*^^'f •— <<*94^)] ~ «UV.(4c^y -- %ll*#] 
Biue, multqilicerede med -— idx, *-^y, -^ils, iif aidterede giv« 



.,} 




Itl 

4^læ/{gZ-»Y)dm+dgf(zX—a:Z)dm+dzfixY—yX)dm ) ) («») 

De stmme LlfiilDger (59"), muUipIicerede med — d*a?, — d'y, — d^x^ og adderede ^ve 

i^dU-'xd*9)fXdm-i^(jid*x^xé9z)frdMH^d^f—yd*iB)/Zdm 

^d^x/(^Z—xY)éUi^^*yf(MX^xZ)dmi-dHf(xY'^r)dm , . 

—2^idfd^^o—dzd^f)d^a>*(dzd^X'^da!dU)é^§^éxd^f^^yd*x)d^»y 
= M (Ad^x i-Bd^y-k-C dH). 

Ved Formkn (90) er A bestemt som en Stdrreløe af Ordenen — 5, Ikvorefter (61) giver Åf af 
Oréenen — 3, og enhver af Ugningeme (57> tjener enddigen til at bealemme L af Ordenen — 1. 
]>e aez laftegraler, som disse Udtryk indefceldey medfOre sex arbttrsnre Constanter, som kunne be- 
stemmes ved yilkaarlig Fastsættelse af Coordinalemes Begyndelsespnnkt og Retnngerae af Aserne« 
Det kan bemærkes, at Constanternes Antal ogsaa maa være sex ifdlge Formen af Ligningerne (54) ^ 
thi disse ville, differentierede tre Gange soccessivey give ialt tolv Ligninger, indeholdende 

Ly M, Ny dL, dM, dNj dn, d^M, d*N, dH, d^M, d»^, d*I, d^M, d^N, d^M, d^N, d^N, 

og ved heraf at eliminere de^ elieve St5rrelser L^Mog deres Differentialer erholdes Endelignin* 
gen i iV af 6le * Orden. Af (53) udledes dernæst saeoessive Uy q, p som endelige StOrrelser. 
For den f6rste af disse er Udtrykket simpelt; thi man har 

oft ^jdfi^ ds _ N ^ iy(y^d»a?-H>d>y4.Cd»a) 

* dy^Ad^x+Bd^^'l'CdW *'"2A,'^ ds 

altsaa ifOlge (60) 

'yda — %dy r %dx — »d% /• xdy — ydx 



^ rxdm + '"-'^' fYdm + '"^ '-'''" fZdm 



(68) 



Diase htegraler maw ta^i fra det fSnU Eii4epwikt til et vilkaarRgt Punkt, taa at man liar 
TorsioBS'ElastiGiteten u i et vilkaarligt Pankt liig Sammen af MLomenteme, virkende til Omdrei- 
ning om Tangenten til dette Pankt, af alle de aceelererende Kræfter i den Deel af Linien, som 
afskjærøs mellem del fftrste, Bnéepankt og det vilkaarlige Punkt (Smef's Theorem)« Det maa 
nemlig bemærkes, at for ethvert Element dm kan dei„ accelererende Kraft transformeres til de tre 
enkelte Kræfter X, Y^ Z applicerede paa Begyndelsespunktet og de tre Svingkræfler yZ — zYy. 
%X—xZj xY — yX i Flanerne yz, xz, xy, saa at den 1ste Linie i Udtrykket (68) giver Sum- 
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men af Homenterne af det hele Syitem af enkelte Krøfler (jrf. II, 15) , og den Sden Unie fiter 
Summen af Momenterne af Stingrkrøftenie (jvf. ogsaa II, C36), C36})* 

16* For en elastisk Traad ville de Integrationer, som Ufpungerne C&O, (55}, (56} ud- 
kreve, ikke almindeligen kanne udfdres ved de be^jendte Hethoder; men, hvis LifeYfigtsfignren 
forud var beigendt, saa kunde Traaden betragtes som stiv (efterdi Ligevegten ikke forstyrres ved 
en hvilkensomhelst Befa>stelse af Systemet), altsaa kunde u^ q, p bestemmes C^rt. 15), hvorved 
Ligningerne (54), (55)> (56) vilde v«re tilfredsstillede. Kun under visse specielle Fomdss»tnin- 
ger kunne Ligevmgtsftgurerne bestemmes ifOlge Formlerne* Man antage Traaden ustrmkbar, hvilket 
ogsaa er det s»dvanlige, efterdi Forandringerne efter Lssngden kun ved meget store udvortes 
Krvfter ere kjendelige* Tillige antage man at Traadens naaturlige Form ikke ved de udvortes 
Krcfter konmer til at undergaae nogen Forandring i Henseende til Torsionen , altsaa at man har 
c^ss^j, hvorved ti»0 og iVs»0, eller ogsaa at Traaden ikke besidder Torsions - Elasticitet, 
saa at, uden Hensyn til e^, U=0, ti = Oy~iVasO. Ifdlge (58) erholdes demest 



e 



§ 



Man har *"= + _ ^ 

tt 2a^e 



/» — g«e«_d«s*— e^ds^ 



2a'e 



S€ds« 



(efterdi 0«=^^ og /J«e*ds»+dM, 



1 å^» 

6. II, II, (212), (225)), samt*i =r— 7-5, *, = — 

xe o#* 



p d«#«— e«d#« ^ 

ds eds* eds' 



27d7i- ^^^^^^'^ ^' 
g é^8 ,^ q 



M 



eds^' 



Formedelst <'*-Tni==^l--r** 7-)== — ^-j-i T^ + T"^* ~r-; ^«v«« 0«^"« 

eds* V«df* ds/ €ds*ds^ ds eds* 



ds ds* ds * eds*' 



Altsaa reduceres Formlerne (64) til disse 

..._4(,_if...ii^.)g],^(ig)=.. 

""-4('-H-:-S)H]*KfS)-«. 



(63) 



"-'[('- H*'js)a*'0 



dt*/ 



O. 



■ d^ dv dz 

Multipliceres disse med --, -^f -t- og adderes, udkommer 

ds ds ds ' 
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Xdx+ Ydy^Zdz . 

■ . dm — dp 

ds 



ds edi^ ds sds^ ds eds* ds sds* 



=0. 



De LetL lom indøMde d^q, hørea, nenUi^ —^ (-^d^s^^ d!^9-¥ -^d^U'^ ^d'^%\=zO. De« 

eai'V ds ds ^ ds / 

son iadeholde dq^ ere 

. re «.<*•• rt^ip.*^* ^^y.^'^Jf ^dz^^%'\ edq 

[ds åds* ds sds* ds eot* ds eds^j ds 

— *7T + *J-rT+^:r j:I + 2— -— )d- = 0, bvorrcd bliver lilbage 
ds^ de de* dide^ dsds*/ e 

-ji- e«— 8ded— + 2Ardj- -+2dydj4+2d«d-— , 
edeL ^ ^' ^* »* J 

som redoceres formedelst — ds d^s -f d x d^x -i-dy d^ff + d e d*z bb o of 

— dsd^S'^dxd^x^dyd^y'i-d%d^x = d*s'^ — d'^x^ — d:^^^—d:^z^ = — s^ds^. 
De Led, som danse Coeffieienten for q^ bøTes^ tbi de give 

S 9 ^ å^s dx ^ å*x dy ^ d«f d« ^ d*2 1 

d d ' +— d + — d — ^ + — d 

[ds eds^ ds sds^ ds sds'* ds eds'J 

[.dop ^ d*x dy . d^y .d« . d*» n 
ds sds* ds eds* ds eds^J 

byoref den f5rste Linie er O (ifdlge den foregaaende Rednction af Coeffieienten for dq\ Man 

d*x ^dx dxd*s ,. , „.^ , . d*y d^z . 
har -T- = d -r + — tt- og lignende Udtryk for -—i, -— , altsaa 
ds ds dr ds ds 

dx d^x ^dx /^dx dxd^s\^ 1 1 T ^dx ^dx ^dx ./dxd^sW 

ds sds^ ds \ ds ds* / eds edsl ds ds ds \dsds/j 

dx ^dx dy .dy dz ^d% 

men tilUge w T-^^ + T^^:r +7"^7-=®» •"* 

ds ds ds ds ds ds 

(dx\^ /.dy\« / ^dz\* ^ ^dx ^dx ^dy ^^dy _,dz ^dz . 

laa at den anden Deel af koefficienten for q er 

r ,_, 1 de e d^sl ^ 
— e»d— -+ — + — — =0. 
[^ eds ds ds dsj 

Folgelig erboldes 

MedumiL ^'^ 



di då 

(EuUrs Theorem) gom gjnlder for en hvllkensomhelst Lor, hvorefter q mattte beftemmes, d. e. 
uden Hensyn til den Irte (55). Smiles ^=0, dm^id$^ p=z^T^ erhoMeø specielt Formlen 

C8S) for SpMdingen i en béieligr Snon Scttes 9a(? j- (den Isto (6&) for ^»0) og er 4 

constant, erholdes p = — T — -2L- , hvor — T er den af Krnmnings-Elasticilelen uafhængige Deel 
af Spendingen efter Længden, 

17. Antages Traadens naturlige Figur al være en plan Linie og at daraæst alle Kræf- 
terne virke i samme Flan, saa maa den forblive deri^ saa at £| c»0 <^ ei^O, hvorved iV=s4). 
Tages dette Plan son fU xy^ haves 2 «== O og Z » O , hvorved den Sdie ($9") bortfalder , men 

q 
Ligevægtsfignren vil lettest udledes af den Sdie (59), som formedelst Nj=i O, d iVs O, M=s= — j, 



giver 



X fy dm — y fXdm-^ f{xY —yX^dm-^q ^""^^^ ^^^^^^"^ ^0. * (65) 



Antages q bestemt ved den 1ste C55), samt £=0 d. e. at den naturlige Figur er efter en ret 

q Q 
Linie, saa haves t^^^^-t-^^ altsaa 

eds* as' 

idet y betyder Krumningsradius (G. I, II, (17)). Fdlgelig haves 



O 



xfYdm'^yfXdm—J{x\ — yX)dm^'^. (67) 

Integralernf omfatte alle Traadens Elementer dm mellem det ene Endepunkt og et 'vilkaarKgt 
Punkt, saa at venstre Side fremstiller Summen af alle Kræfternes Momenter paa den ene Side af 
det vilkaarlige Punkt virkende til Omdreining om dette, hvilket wts ved for ethvert Element dm 
at transformere Xdm til den enkelte Kraft Jfdm, appliceret paa Begyndelsespunktet , og Sving- 
kraften ir-Xdm^ Xdm) med Armen y afsat fra Begyaddsespuaktet henad |f*nes Axe, og ved 
paa lige Maade at transformere' 1 dm. Er Traaden homogen, altsaa Q constant, saa udtrykkes 
ved C67) , at Summen af alle Kræfternes Momenter paa den ene Side af et hvilkelsomhelst Punkt 
i Traaden, virkende til Omdreining om dette, er proportional med den absolute Krumning i samme 
Punkt (Jac. femott/Zfts Theorem)* Antages Traaden med sit ene Endepunkt befæstet, medens det andet 
paavirkes af en ophængt Vægt P, men at den i6vrigt ikke er underkastet accelererende Kræfter, 



181 

saft kftipw I*« Of y«s o« TégM denMMI ikt Iksta Eftdepvikt ^ (Fi^« S7> sM fiegyndelMif- 
pfUnkMy idel a/ae« Ase er horiMaUl, y'nes YerUcel i ReCpisgeft af Tfngdea, og bællet a;«««, 
y =b6 for del frie Endepaiikt B, hverpaa P virker, saa havef iCOlge C^T) 

P(X — fl)=r-^, (68) 

r 

hror s — a og }^ for ethverl f nnkt M ere negative ifdige Figareu (Concavitelen vendt efter y'nes 
Axe>^ ae« P og ^ ere positive Conilaater. Fig. forodsstler, al Ttaadens oprindelige 8tiUiflf 
falder sammen med den positiv« Retning af x'nes Axé , og at den i ^ er befæstet ved Indfals- 
ning, saa at Carven AMB er r5rende til x'nes Axe i A, Ligning (68) viser ^ at Ligevægtsfign- 
ren, den éUutUke OKree, har den Egenskab^ at den af alle Carver mellem de samme Endepunkter 

/d$ 
— ' tagen mellem disse Endepunkter er et Minimum (Eulera 
r* 

O 
Theorem) *)« Tages a som nafhængig og settes — « c*, erholdes 

P 

a^x^—pi — > (69) 



iH^M 



hvoraf ved Integration^ idet -~=0 f6r a?=»Oy 

dx 



dy 

dx 
2«jt — rr* 



>f-c-ø' 



Denne Ligning giver 



/-»' (^ax-^x^)dx f' ^c^dx 

o V4c*— C2flx — «?•)• *^ O V4c* — (2a«— o?«)* 



(70) 



som kunne udfrykkes ved elliptiske Fnnctioner af 1ste og 2den Art. Er / hele Traadens Længde 



*) G., I, II, 59, n, idet ns:— 2, alUaa F= ^, . ^- , eller, for det relative Vinimum med Hensyn 
' ' (l+3f ')l 

«"• * 

til en given Rnelængde, V^s ' >,.. H-a(l-t*y'*)% idet c er en arbitrær Conslant, hvoraf samme 

DiiBorentialiigang for Curven «dledés aom for v^Q. 

17* 



man xaaa gire y=»6, ^■*'» hroired begge Coutenlene « og ^ knoae befteBsef, ntir e og < 
tre girne. Aitagea den elastiske Traad eller Stug km gaiske tidet nedbdict Ted Vøgten P, 



saa 



(dy\* d« 

T^ I , 2a«— «*«s»2c* r^, altsaa 



6c^y=8aa[;*— -X* (71) 

tant s»j;, altsaa a»l og b^^ — ^ . — Er den elastiske Slang beføslel nden Indfalsning i A 

og antages den oprindeligen retlinet henad x'nes Axe, men demest trykket red en Kraft P appli- 
ceret paa B og dirigeret i Retningen BA, saaledes at B forbliver paa ø^nes Aze, kunne for- 
skjellige Ligevcgtsfignrer opstaae (Fig« 28), hvonred Carren kan ganske lidt afviger fra x'nes Axe. 

Ligning C^T) giver Pyea^, altsaa, ved at sette son forhen -^sc* og ved at bortkaste 3dle 

dy 
og k6iere Fotentser ef y og j^, 

ax 

dx* c* 
Ved Integration erholdes, idet y=0 for x^^O, 

y «=s k sin — , 

c 

hvor k er en arbitrsr Consiant, som maa bestemmes ved Stangens Leagde I svarende til x^=^a=^AB. 

/>• C k* le 

Man htit I ^= / Al + — cos' — dx* altsaa, ved Udvikling og Bortkastelse af de hOiere Poteat- 
*/o \ c* c 

ser af k, og ved at bemærke at y »O for o?« a eller at a^^nne, hvor ii er et heelt Tal, 

Fdlgelig er {a=»5vc-f — k*, hvoraf k maa bestemmes^ men da k er meget lille, kan denne 

4 c 

Formel kun benyttes naar l'^nc, saaledes nemlig, at nne er det nermest lavere Moltiplnm af 
9SC, eller / ligger mellem nnc og C^+iynCj hvortil udkræves at iik*<4c'. Herved er alt- 
saa tillige n bestemt, hvorefter 






•g Cnrven sljører x'nes Axe mellem ^ og i? i de mqvidlstaate Pnakter, som svare til 
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xmms$e, ItnCj 8^ej*««C*— 'l)fre« Naar derimod i<nc eller ogtea ls=»ney kan man kvn 
hBYe ftsaO, eller Stangen blirer ikke ndb6iet fra deni oprindelige retlinede Fignr. 

18. For en komogen b6ielig Flade underkastet gime Kræfter ril Ugerægtsfigaren vere 
bestemt Ted en partiel Differentialligning mellem de^ retvinklede Coordinater x, y, s. Antager man, 
at etbyert Flade-Element er nforanderligt , men reagerendct mod Udvidelse ved Spændingen = 7, 
og at Fladen ingen Modstand kan gjdre mod hvilkesombelst B^ytninger, betegnes tillige som for- 
ben Composanlerne af den paavirkende Kraft ved JiT, y, Z, saa haves ifdlge C^^!)} ^oi* Tilfældet 
af*ett firi Flade, alene befæstet langs med hele Omkredsen, 

ffiXdx^Ydy^Z9i)udxd9^ffT9.%éxd9^0, (72) 

■■ i ^ f d% d% 

bTor udxdy er Flade-Elementet, altsaa u^^yl-^x^-^z,^, xea--., s^ias--^ Man bar 

dx dy 

(D. n, VI, 11) 

m^åz'^zdx'—Xidy ^ ' i!ii=3 — »'+ — oi/, 

u u 

å^udxdf^^^iiu +«-^ +u—^Jdxéy, 

fdlgelig 

Ved deelrii« iBtegration haves, ved Udelukkelse af- Enkelt-Inte^alerae, som kim have Hensyn paa 
Begnendsningen, off som forsvinde, naar Fladens Omkreds er fuldkomment befcstet, 

Altsaa erholdes ved Indsætning i (72), og ved nnder Tegnet JJ" at sætte CoefAcienteme for 
'Jb, 9yy 9% bver især liig O, 

jr« + y^-F«'«0, y«+y!?_K«,=0, Zii+F«0, (73) 

dx og 



idet 



d,— Ti rf.— r». 
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Settes, som i Art. 10, Xéx-k-Yéy+Zåz^a^dq)^ og bemmAUf åt til liger^glf-Aides 
svare z som Foaction ni x og f, altra« 

ax dy 

saa erholdes if6]ge den 1ste og Sden C7d), idet Udtrykket for Y ved den 3die indsettes, 

dtp d.fti d€p d.Tu ^ 

dx dx dy dy 



eller d,Tu=^udqi^ f5Igelig 



fud(p 



(76) 



O, 



(76) 



Den 3die (73) giver dernøst ved Indsetoing al Udliykket (74> 

d.^Tz d.^Tz, 
da> u u 

^ . — u — ^ + + 

dz dx dy 

som i Forbindelse med (75) tjener til at bestemme Fladen. Dersom Integrationen lod sig i Vir- 
keligheden udfdre, maatte de aiiitrære Functioner, som vilde indkoittmey blive at bestemme ved 
den giv^e Omkreds (eller de to Omkredse i TilMde af en belteformet Flade), desnden ved det 
givne Areal af Fladen og den geometriske Bestemmelse for alle de Fladefignrer , som ved blotte 
Boininger kunde udbringes af en enkelt given Fij 



ifnrn. De almindelige Frinciper for Ligevagten (Art* 5) anvendes ogsaa paa elastiske Flader oi; 
Legemer, roen TheorieB af disse afhandles beqvemmere i Dynamlken i Forbindelse med Theorien af 
Svingningsbevægelser (Vibrationer). Anvendelserne af de samme Principer paa flydendl Masser afhandles 
i Hjdrostatiken. 



ANDEN DEEL. 



DYNAMIK. 



fOrste capitel. 

Bevsegelse af et enkelt Punkt* 



F6RJ8TE AFSNIT. 



Rettinet Bevægelse. 

é 

1. åJttk reUÅned6 Bevegelse af et Punkt M er aldeles bestemt, naar Coordinatea 
Orjii=sx ^ig» 29}, son regaei paa Liiueii fra el fast Beinrn^elseapankt O, er grivea som Fanc- 
tiao af den Tid I, som er forldbet fira Bevsgelse&s Begyndelse, hvortil svarer I=s0« Dette ad- 
trykkes ved 

rt^fOy (1) 

Tidslængder kunne nemlij^ sammenlignes med hinanden i Stdrrelse. To ligestore Tidslængder ere 
f« Ex. de, hvori dét samme Legeme, underkastet de samme ydre Betingelser og paavirket af de 
samme Kræfter, til to forskjellige Tidsmomenter gjennemidber en bestemt continueriig F6]ge af 
Bevægelser, indtil det ved de samme tfodstande bringes tilbage i Ligevægtsstillingen. Begge disse 
i^ystemer af Bevægelser, sHjoadt ikke samtidige, maae dog være hiaandea lige, aKsaa fuldfiores i 
ligestore Tider. C^aaledes maa et Pendnl, som forskjellige Gange bringes ud af den vertioale 
Stilling under samitae Yinkel, stedse gjennemlGbe den samme Række af Oscillationer og fuldepde 
disse i ligestore Tider). En Tidslængde kan derfor ogsaa være et vist Multiplum, eller omvendt 



eC SdbadliplMi , af ea tmém TMImmgåt, of orerliOTed obrer Tii I imn bcfteHl Ted oi til- 
sTareade Taherdie, idet ca rilkaarlif Tidslufdey t Ex. ca Secaad (iToraf M164,09 cre iade- 
holdte i ea SQeraedaf mtm 86400 i ea Kddd-Soldag) , taget Mom Eaked. I Fonalea Cl) bli- 
▼er i aUaiadeiigTUJ foradiaC poeitiT stedse Tozeade fra I = o, mea Coordiaatca s er positiT eller 
aegatiT i s^draalig Betydaiaf. Bevsfelsea tøakes aealig at begyade a^d l*=0, saa at æga- 
tive Vmdier af I Tilde sTare til dea BeTegelse, som kaade tcakes at T«re gaaet forad, af MyiI* 
kea dea Tifkelige BeTsgelse efter I =3 O er ea coalianerlig Fortsøttelse. <— Til O^ sTarer ea 
Liaie, eoastraeret Ted retTiaklede Azer, I som Abseisse, x soai Ordiaat^ kTilket giter ea geoaw- 
trisk Fremstilliag af BeTSgelsea. Naar ^(0)^3 0, d. e« aaar Liaiea gaaer ad fra Begyaddses- 
paaktet, ni BoTegelsea af M begyade fra O. Liaieas forskjellige Maxiaui og Hiaima, og deas 
Sljeriager med Abscisseazea , sTsre de fdrsta til de yderste Afstaade Olf» OTergaageae aMilem 
frem og tObage gaaeode Betøgelse, og de sidste til Paaktets Beregelse gjeaaem O. For to sam- 
tidige BeTsgeber paa Liaiea » fremstillede Ted to Ligaiager mellem I og ar, kaa maa Ted Eliau- 
aatioB s6ge Y»rdierae af disse Størrelser, hTorred begge Ligaiager tilfredsstilles. Bertil svare 
Poakteraes forskjellige Sammeastdd, eller Skjmriagspaakterae af de to Liaier, som ere geometri- 
ske Freaistilliager af Bevegeberne. Dea rette Liaie, bestemt ved 

m = ai^b, (2) 



bror a og 6 ere coastaate, er dea bTor bTilkesombelst Tilyexter af Abscissea ere propoitioaale 
med de tilsTsreode Tilvexter af Ordiaatea. BeYøgebea, som kenred fremstiOes, siges at vere 
eemsformig , thi dea fortsættes i oforaadret Retaiag paa dea Maade, at bTilkesombelst aader Be- 
vKgelsea gjeaaemldbae Lmagder forholde sig som de Tider, hvori de gjeaaeaddbes. l>et coa- 
staate Forhold herimellem er CoefBcieatea a, som kaldes BagHskeéen, Dea er posttiT eller ae- 
gatiTy eftersom Retaiagra af BeT»gelsea er dea^ som med Heasya til Coordiaatea s regaet 
som positiT eller aegaliT, og dea er liig dea trigoaometriske Taagens af dea Ytakd, som 
dea tilsvareade rette Uaie^ bestemt Ted C^), forisaget OTcr Abseisseazea daaaer med dea 
positive Retaiag af samme Aze. Eabver aadea Lot for BeTCgelsea, udtrykt ved (1), gj6r Hastig- 
hedea foraaderiig, mea dea vil dog kuaae bestemmes ved ^a>lp af dea eeasformige Bevmgelfe, 
som til ea givea Tid falder aermest sammea med dea forelagte Bevægelse. Deaae eeasformige 
Bevægelse vil være geometrisk fremstillet ved dea retliaede Tangeat til Corvea, bestemt ved lig- 

aiag (1), i det Faakt, som svarer til dea givae Tid. Da aa •— er Taageas af ViaUea , som 

dt 

deaae rette Liaie daaaer med Abseisseazea, saa vil Hastighedea v derved være bestemt, altsaa 
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.=g=A'(0. 



(3) 



Del sanme udkommer Ted at betragte Bevægelsen som eensformig i Tidselemenlet dt, saa at Ha- 
stigheden fdrst yarierer ved Overgangen fra ethvert Tidselement til det folgende, ligesom f. Ex. i 
Geometrien en continnerlig Carve tenkes oplOst i uendelig smaa Elementer, som ere retlinede. Ha- 
Stigheden v er positiv eller negativ, eftersom Bevægelsen skeer i positiv eller negativ Retning, 
hvilket er uafhængigt af Fortegnet af x. 

2* If61ge en almindelig Naturlov, Inertims Loty vil ethvert enkelt frit Tunkt^ som er 
blevel sat i Bevægelse men derefter ikke paavirkes af nogen ydre Kraft^ fortsætte sin Bevægelse 
i del uendelige^ eensformigt og efter en ret Linie^ saa at den erholdte Hastighed og Retning for- 
blive uforandrede. Naar derimod en Kraft q) virker i Retningen af Bevægelsen, vil Hastigheden 
9 erholde en til denne Krafts Sidrrelse svarende Tilvæzt, eller, naar Kraften virker i modsal Ret- 
Bing af Bevægelsen, en Formindskelse, medens Retningen af Bevægelsen forbliver den samme. 
Erfaring lærer, al de Tilvæxter i Hastighed, som i den samme Tidslængde frembringes ved to for* 
slyellige stadigt virkende og constante Kræfter, ere ligefrem proportionale med disse Kræfters 
Sitareiser. Dette er den • anden almindelige Naturlov for Bevægelsen, Kræfternes Propariiomahiet 
med de HIsparende HasHgheder. Denne Lov forudsætter, for at den kan have Betydning, at der 
allerede forhen, i Statiken, er givet Middel til Kræfters Udmaaling uden Hensyn til Bevægelsen, 
den eioHihe Ynrderiog af Kræfter* Naar nu nemlig de samme Kræfter udmaales ved de Hutig- 
heder, de frembringe, den dynamishe Vurdering af Kræfterne, saa onaae Resultaterne blive de 
samme. Den fuldkomne Overeensstemmelse mel^^m den statiske og dynamiske Udmaaling af Kræf- 
ter er altsaa det, som man har villet udtrykke ved den anfdrte Naturlov. F. Ex« to Kræfter, som 
ere i Ligevægt ved al virke paa det samme Punkt i modsatte Retninger, frembringe ogaaa den 
sanune Tilvæxl i Hastighed, naar de i samme Tidslængde virke paa Punktet i den Retning, hvori 
det bevæges. To Kræfter, som særskilt virkende i samme Tidslamgde frembringe visse Tilvæxter 
i Hastighed, maae samtidigen virkende i den samme Tidslængde frembringe en Tilvæxt liig Sum- 
men eller Differentsen af de fdrste Tilvæxter, eftersom Kræfterne virke i den samme eller i mod- 
sat Retning. Kræfterne forudsættes her stedse dirigerede paa den rette Linie, hvori Punktet be- 
væges* — Er Punktet underkastet en constant Kraft g>, og v = O for f=:0, saa at Punktet op- 
nndeligen er i Hvile men sættes i Bevægelse ved Kraften g) i denne Krafts Retning, maa folgende 
Relation finde Sted til en hvilkensomhelst Tid i : 



= «9Pj 



ÅnaUftitk MeehoHik, 



18 
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idet fl er Cl filkiåHif CoatUal. EahedcB for EFfeAenM htr mu luUal Maledes, el mb har 

9 

y SS ], aaar til 1=1 srarer vaaei, Altoaa hayes « = !, fftlfelif — =y dier 9=^L Aata- 

ges deriaod, at Ponktet har ea Begyadelieshasti^ed 9«=« srareade til I as O, aiaa Rdatioaeo 
Tvre deaae: 

• = »' + «, (*) 

eller Kraflea 9 er Hig Forholdet aellea Hajtighedeas TiWezt og dea tilsTaresde Tiddvagde, hril* 

ket er aafhcagigt af dea Haslighed, hyoraed BeTegelsea begTader. ForaleB C^) for BeyegeU 

ten red en eoastaat Kraft er aaaFog aied Fomdea (tf) for dea eeasforadge Beyegelse, idet 

ip, 9, u ere traadte istedetfor m, x, 5. LigesoB dea eoastaate Hastighed er bestead red 

0= y maledes er dea eoastaate Krafl besteat red ff^ • Efter sia Retaiag paa Li- 

aiea vil Kraflea ligeson Hastigheden koaae Y»re ponliT eller aegatiT. Naar lader BemgelieB 
Kraflea og Hadigheden have samae Fortega, altsaa gaae i saane Retaiag, Til dea aaBeriske 
Vvrdie af Hastighedea Toxe; hTorimod dea aflager naar Krafl og Hastighed ere hinanden »od- 
satte. Bevegelsen nges i f5rste Tllfølde at Tere aeeelererei, i aadel reimriertL Krcflerae be- 
tragtes deriaiod i alle Tilfvlde sos accelererenée Kræfter^ hrad eaten de ere podtiTe eller nega- 
liTe, og nden Hensyn til Hadighedens Fortegn. Er 9 Tariabd, eller en hnlkensoBheld Lot, bb- 
der den retlinede Bevægelse, men dedse dirigeret paa den givne rette Linie, vil den dog kanne 
aasees soai c^oastant i Tidselementet ét. Altsaa, idel dt betegner Tihrcxten af 9 ved OrergaB* 
gen til del fdlgende Tidsdeaent, haves d9=^q>di, eller 

Bevægelsen er accelereret eller retarderet , eftersom 90 og v have sanuae eller niodsal Fortega. 
EllersoBi Kraflea er dirigeret I den positive eller negative Retning, vil den til Bevægelaen sva- 
rende Carve vende dn Concavitet til den' positive eller negative Side, regnet mtå Hensyn Hl Or- 
dinataxen. 

3. Er Fanktets Bevægelse ikke amiddelbarl given ved den primitive Ligning mdlem x og 
f, men ved Loven for Hadigheden v, udtrykt ved en Ligning mellem v, x, I, saa aua denne, idd 

dx 
e^ j-, som en Differentialligning af Ide Ordea nnderkastes Integration. Herved fcoauaer man 

lilbage til den primitive Ligning, indeholdende Xj i og en nrbitrær Condant. Deaae bestemmes 
ved Værdien af x for ea opgiven Yærdie af I, f. Ex. ved Udgangspnnktet given ved opesc for 
|s=4). Mere almindeligt kan Loven for Kraflea 9 være given, fremstiUel ved en Ligning mdleæ 
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I 

dx 
g)j 9^ Xf i, som er en DifiPerentialligaiDg af Sden Orden mellem x og i, efterdi dss _ og 

di 

d*x 
9>=-— -. Yed Integration ndledes den primitive Ligning mellem x, I og to arbitrære Constanter. 

Disse bestemmes yed opgivne Værdier af 'x og v for en given Yærdie aff, f. Ex. ved Udgangspun« 
ktet og Begyndelseshastigbedeny x^sssc og vs=^tf for IsssO. For overhoved at oplOse Problearor 
angaaende den retlinede Bevægelse maa man stadigen anvende fdlgende Grundformler for Hastig- 
heden og for den accelererende Krafl: 

dx ' de 9d9 . ^ ' 

« 

F^I^nde HovedtUfælde konne herved bemærkes« 

1? 9 er given som Fuaction af !• Hen erholder, idet |s=t for x^^O^ 



a? = A edU 



(7) 



I« + 1 — ^n + 1 a t 

F. Ex. for ©=fl<* erholdes x=a ^; for «=— erholdes «?==«/— , Naar n+l 

n+1 ' t . T 

er O eller negativ, er Bevægelsen nmulig, thi til I«a0 maatte svure a?s=oo^ og.for T=aO vilde 

enhver Værdie af i forsfcjellig fra O give xs^oo. 

-s 

2? e er given som Fanction af x. Man erholder, idet x == c for < = O, 

^*dx 



'f. T- C) 



I 



F Ex. for fi-^aa^ erholdes 1= ; og t-^^ax giver !■=— /— . Naar 1 — »er 

ii(l — fi) . ae 

O eller negativ, vilde Bevægelsen være umulig dersom man salte c =s O, thi det vilde give I &= oo 
for enhver Yærdie af x forskjellig fra O, saa at man maatte bestandigen have x = 0, eller Pun- 
ktet vilde forblive i Hvile« 

- 8? 9 er given som Function af U Man erholder, idet Begyndelseshastighedeu er gi- 
ven a=fi> 

yf 9dt, (9) 

hvorefter Formlen (7") anvendes. Under (9} er C4) indbefattet ved at antage 9 constaht* 

4? (p er given som Poiiction af or. If6lge C6) er vdttss^dx. altsaa, idet Begyndelses- 

hastigheden ««f, 

18* 



9t=sxU + 

'o 
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•a«iti»+9 /'^rfs, (10) 

•/ o 

kTorefler Formlen (fi) anYendes. 

vde do 

6? 9 er given som Fanetion af o. Ifdige C^) er dx=^ og dtss — , altoaa, idet 

9 9 

BegyndelseahasUgheden «w«f, og dp ane for I es o, 

, <■=/ — • (11) 

^ ep *^ s 9 

Disse Ligninger give op og I begge som Fnnotioner af o, aaa at den primitiTe Ligning mellem x 
og I udledes yed Elimination af o. 

4. Det simpleste Tilfælde af retlinet Beregelse næstefter den eensformige, srnrende til 
^=a O, er det hTor Kraften tp er ednsiant, hvor altsaa Formlen (4) er gfeldende* Dette an- 
vendes til at finde alle Omstændighederne ved Faldet i det tomme Ram, idet 9 er liig Tyngde- 
' kraften, altsaa 

.9^9- (12) 

Ifdige (fi) og CO, ved at antage øes « og x = (y for 1^=0, erholdes 

f> = ^(+fi, x^igi^ + u$^ (13) 

og ifdige CIO) 

i»««2^iP + fi^, ' (14) 

som ogsaa fdlger af (13) ved Elimination af L For Faldet uden Begyndelseshastighed, det frie 
Foidj haves 11=30, altsaa 

f>=^l, w=^lgflj t>*^2gxy (15) 

• 2x V* 
eller s ^^ — =^~? ^^^r" » '^> ^^ Værdien af g vil kanne bestemmes, naar man Igender hvilke- 
I I* 2 c 

somhelst to sammenhdrende Værdier af de tre I, x^ v. Den Hdide, hvorigjennem et Legeme fal- 
der i den fdrste Secand, er omtrent 15f Fod, som kaldes Faldhastighedenj hvorefter Tyngdekraf- 
ten g er bestemt som det dobbelte af dette Tal, forsaavidt en Fod og en Secand vælges som 
Længdeenhed og lldsenhed; thi for f = l erholdes ^^&=s2;=: 15f , altsaa g^^Bl^. Relationen 
mellem I, x, v uafhængig af g, nemlig 

— ^, (16) 

viser, at Hastigheden i^ det frie Fald efter Fori6bet af en hvilkensomhelst Tid i er saadau, at 
naar Bevægelsen pladselig blev eensformig , vilde Legemet i en lige saa lang efterfdigende Tid i 
med den erholdte Hastighed, Sluiningthattigheden ved Faldet gjennem H6iden x, netop gjennem- 
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lobe den dobbelte Lttagde s 8«. Naat omvendt Relationen (16) finder Sted red en retlinet Be- 
y»gelse, man Kraften røre constant; thi Ligningen •--•» — giTer yed Integration x^^Cfi^ alt- 

saa ^=:—| saSC, bvor C er en arbitrer Conatant. De Længder, som yed Faldet gjennemlo^ 

bes i de snccessive ligestore lider sQT^.yære betegnede x^^ x^j ^8.9*** • ^^9 har 
ir«=ijr»*^* — i^C«— 1}*T* «i<^T*(2ii — 1), hvoraf øees at jr^ , a:, , flPs>»*» forholde 
sig soDi Leddene i Bækken af de ulige Tal- 1, 3, 5,*«* * -- Naar Faldet begynder med en po- 
sitiv Hastighed 11, d. e. dirigeret Verticalt nedad, i Tyngdens Betning, saa maae Formlerne C13) 
og (IA') anvendes; men de reduceres til de simplere Formler (15) for dét frie Fald ved at be- 
tragte « som Slntningshasti^ed ved det frie Fald gjennem en ovenliggende H6ide A, gjennemld- 
het i Tiden 0. Man har da u^gdj som indsættes i C13)> og n^asS^A, som Indsættes i (14), 
altsaa, da tillige h=^^ge^, 

« = ff(l+^, x + h = \gO+ff)^j «*=2tf (« + *), (17) 

de samme, som udkomme véd i (16) at forandre < og « til 1+ (7 og a; + A» Er Begyndelses- 
hastigheden dirigeret verticalt opad, vil Bevægelsen være retarderet indtil Legemet har na»et det 
dverste Punkt hvor «=^0, hvilket Punkt dernæst bliver Udgangspunktet for- det frie Fald nedadv 
Forandres i (13> «g (14> 11 til — u, og regnes dernæst ti positiv, haves 

9==gi — «, j?=|^r* — «l, »« = 2^«+fi«. (18) 

Disse Formler omfatte baade den opad gaaende Bevfldgelse, hvor « er negativ, og det derefter 

fdlgende frie Fald, hvor « er positiv. Til ««=sO svare I =5^«= — , coa — As=s— ^ . hvorved 

g ^9 

haves Tiden 6 for den opad gaaende Bevægelse og Hdiden h, gjennem hvilken Legemet stiger. 
Ethvert Punkt i danne Hdide A, svarende ttl en negativ Yærdie af Xj giver ifOIge den 3die (18) 
to Værdier af c, ligestore i numerisk Værdis men med modsatte Fortegn, saa at ethvert Punkt i 
h gjennemldbes to Gange med samme Hastighed , forst ved den stigende Bevægelse, dernvfst i det 
frie Fald nedad, hvorfor ogsaa ethvert af h afskaaret Stykke gjennemldbes begge Gange i samme 
Tid, fdrst ved den retarderede Bevægelse opad^ senere ved den aoeelererede Bevægelse nedad. 
Den Tid I, som svarer til en negativ Yærdie af s mellem O og — A, har to positive Værdier, 
som erholdes ved Oplosning af den 2den (18); for fl;s=a:^-.A falde disse Værdler sammen til een 
Værdie =0, men for x stdrre negativ end -— A ere begge Redderne i Ligningen imaginære, og 
for X positiv erholdes deels en positiv Værdie af $, deels en negativ, hvilken sidste forkastes. 
Formlen er nemlig denne: 
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i. _ 



g 

oversle Fortegn for den stigende, nederste for den faldende Beregelse. Den Tid %, hvori del 
Stykke mellem ai;=— -4;^ of^ x^s^^^x^ gjenaemlAbes^ erholdes Ted at s6ge Differentseo af de 
tilsvarende Værdier < =<o ^9 '= 'i> ^^vAig 7«= l| — t^ tor 6verste Fortegn, eller Y = fo — '1 
for nederste, altsaa * 

9 
Formlerne Cl 8) reduceres til de simplere (15} for det frie Fald, ved at regne baade Tiden og 

Coordinaten flra det dverste Sted, hvor v^aO, hvilket skeer ved al imtte Isa — -i-r, xaa^^^^x. 

Formlerne C^S) indeholde altsaa alle Tilfælde af den retlinede Bevægelse ved en constant Kraft, 
idet X bestandig er positiv og regnes fra det 5ted i Linien, hvor « = 0, men I, som bestandigea 
voxer med positive Tilvæxter, regnes fra den Yærdie, positiv eller negativ, som er bestemt ved i 
den 1ste C^^) ^^ indsætte « = «, den givne, positive eller negative, Begyndelseshastighed* — Li- 
gesom den eensformige Bevægelse,^ som haves for 9>=s0, svarer til den rette Liniøi saaledes vil 
Bevægelsen ved en constant Krafl fp «> ^ , svare tir Parablen, constmeret ifolge den 2den Ci^D> 

2 

altsaa med Parameter =» -^ og med Axen dirigeret efter Kraftens Retning. Toppunktet svarer 

9 
til D =5 O, og overhoved vil Parablens Tangent i ethvert Fnnkt bestemme Hastigheden. Idet nem-- 

lig det bevægelige Pankt gjennemldber Parablens Axe (Ordinataxen) begyndende fra et vilkaariigt Sted, 

forst i Retningen opad eller henimod Toppunktet, dernæst i modsat Retnings saa vil den tilsvarende 

Abscisse angive Tiden, og den trigonometriske Tangens af den tilsvarende r6rende Linies Yinkel med 

Abscisseaxen angive Hastigheden. Roringspunktet bevæges samlidigen fdrst opad paa den ene Greeo 

(f negativ), hvorefter det igjennem Toppunktet gaaer over i den anden Green (t positiv). 

6. Det foregaaende Problem udvides ved at medtage i Beregni«g^ Modstanden af det 
Medium f. Ex. Luften, hvori Bevægelsen foregaaer. Denne Kraft, dirigeret imod Bevægeben^ an- 
tages proportional med Qvadratet af Hasligheden, saa al man har ittedelfor (12) 

9>^9T^f>^, O«) 

hvor Modstands-Coeflicienten, afhængig af Modstandens Intensitet, er betegnet ved rj, idet Ir er en 
constant Hastighed, saaledes bestemt, at naar Bevægelsen skeer med denne Hastighed i det givne 



*= — / 
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MedliMB , vil H odslandeii UiTe liif ned Tysf den , nemlig ^9^ ssg for « =. ft. Det dobbelte 

Fortegn i Udtrykket Cl^) m^A forttaaes saaledes, at det dverste gjælder for Bevegeløe i* positiv 
Retningy der her er den samme som Retningen af Kraften g^ det nederste for Bevægelse i negativ 
Retning d. e. i modsat Retning af g. Fdlgelig deler , Problemet sig i to Tilfælde, som maae be* 
handles hvert for sig, hvilket overhoved maa finde Sted naar Modstanden er en lige Function af 
Hastigheden, thi denne Fanction beholder Fortegn naar for « indsættes — «, hvorimod begge Til- 
fælde knnne behandles under eet, naar Functionen er nlige. 

1? For dverste Fortegn i O^), svarende ti! et verticalt Fald nedad, erholdes if5Ige Cll)> 
idet 1=0 giver ^ = O og o =» ti, som er en positiv Begyndelseshastighed, 

Denne sidste giver, ved OpfOsning med Hensyn Ul « og ved Indsætning i den forste, 

li — £i SL ^ JL 

"" Z ~IE' ""^T^ 2* ' ^ ^ 

men denne sidste udkommer ogsaa ved Integrttion ifOIge CO9 ^ *== / ^^^^ Haves ndiagtigen 

IC =3 Ir, saa er i Bevægelsens Begyndelse 90=: 0^ saa at Hastigheden « = « ikke varierer ved Over- 
gangen fra det fdrste Tidselement til det andet , hvilket atter giver 9 ==• O, og Bevægelsen maa 
saaledes vedblive at være eensformig formedelst den bestandige Ligevægt af de to Kræfter, som 
Punktet er underkastet, Tyngden og Mediets Modstand. Delte sees ogsaa af Formlerne (21)9 som 
ved at sætte u^tk redueereø iil 

9=;lr, x=ikt. 
Naar derimod enten u<Zk eller ii>iir, vil Bevægelsen være i fdrste Tilfælde accelereret, i andel 
retarderet, men i begge Tilfælde convergere til den eensformige Bevarelse med Hastighed = ks 
Formlerne C^l} give nemlig for I =00 

k^k+u 
' g ^k ' 

svarende tål den retlinede Asymptote for den uendelige Green af Curven, som er beajtemt ved den 
2den C^O. 

2? Pov nederste Fortegn i O^)) svarende til den stigende Bevægelse, erholdes if6lge Cl O? 
idel c =3 O og ved afsætte « « — I/^ 9e=-»y, saa al 17 og V ere positive. 
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Denne sidste giver ved Oplosning med Hensyn til V og Indsetning i den fdrste, 



Fc=* 



Ifcos -; Jksm — 

C/sin^+ikcosV 



*», h h 

— — I ■ 

g * 



(«3) 



hvilken sidste ogsaa folger af xes — / Ydu Del 6verste Punkt svarer til KnO, f = 0, 
x= — A* altsaa tg-— =-7-, A = --/ — r: — • Ved Faldet gjennem den samme Hoide opnaaes 



en Slotningshastighed «, bestemt ved den 1ste C80) idet x=^k^ ti=0, altsaa 






fc« 



** — «»' 



hvoraf v f^ U 



y/k^ + U* 



9 som er mindre end V, hvorimod man i det tomme Rum vilde have 



v=:Uy idet ft n 00. Naar overhoved i Formlerne C20), C^l), CS2), CS3) indsiBttes -- = o og 

n 

man bestemmer Formerne § efter de bekjendte Regler, kommer man tilbage til de tilsvarende 
Formler for Bevægelsen i det tomme Rom ved en constant Kraft 9 = ^9 ligesom ogsaa Udtrykket 
C19) reduceres til (12). 

6. Man antage Punktet sat i Bevegelse ved en Begyndelseshastighed =11^ som regnes 
positiv, og underkastet Modstand af Mediet proportional med nte Potents af Hastigheden, hvor n 
er positiv. Bevegelsen vil fdlgelig være retarderet^ idet Hastigheden stadigen aftager fra ««eii 

« 

til DssO. Man har 

hvor fc og ^ have samme Betydning som forhen, og det antages at v og e" kun maae være po- 
sitive eller O, men ingensinde negative. Ved Integration erholdes • 



»•-^- 2 =>-gt, 

1 — « 



(85) 



altsaa «*•"■= --^-- i^ I +«*•*, som ingensinde maa blive negativ« Indsættes ©ass-. og integre- 
res, saaledes at x^^O for fsaO, erholdes 



I, 



MS 



-or^,{[^'"-'-]'^-H- 



(26) 



Disse Udtryk for v og x kunne ikke aovendes naar fi = l, og det for x heller ikke for nBs.2, 
mea man har: 



Il . ' '* 

k h 

di "*' ' g 

il »2, . 



1, —.^-^S-C' « = ti6 , a-=~«fl— e \; (27) 



Disse Formler rise, at for » ^ 1 hayes fdrst « = O idet i &= oo , men for fK 1 haves o := O 
idel I=bt ==^0. I sidste Tilfælde vil fdlgelig Bevægelsen være fuldendt i eo endelig Tid 

Ci—n)g 

Oy efter hvis Forlob Punktet maa forblive i Hvile; saa at Ligningerne C25} og C26)9 skjondt de 

almindeligen tilfredsstille den oprindelige Ligning (24), maae forkastes for fi<I 1 og / > 0, lige- 

• 
som de ogsaa vilde stride mod den ved Problemet givne Indskrænkning , at Udirykket for o^~" 

ingensinde maa blive negativt. Istedetfor (25^ haves altsaa, for n <[ 1 og t^O, alene t> = O, 

som er den til Ligning C24) hOrende particulære Oplosning. Den Længde o?, som Punktet gjcn- 

— &» II«-« 

nemldber, vil for n -^2 være uendelig, hvorimod den for n < 2 er endelig og = ; . 

-^ (2— n)/^ 

7. Det bevægelige Punkt M være alene underkastet Tiltrækning til et fast Punkt C 
(Fig. 30) paa den givne Linie efter den Lov fir), idet r betegner Afstanden til C AUsaa^ ved 
at regne Coordinaten x fra C som Begyndelsespunkt, haves 

d«a? 

+ /'(^)-=0, (29) 



forsaavidt AC^) ^r en ulige Funclion, der er positiv eller negativ tilligemed x'^ derimod 

— jL^CxD^O, (30) 

naar ACO ®^ ^^ ^^9^ positiv Funetion , dverste Fortegn gjældende for x positiv, nederste for t 
negativ* For en hvilkensomhelst Funetion ^C^) er JLf(x) bestemt i Overeensstemmelse med 
Fortegnet ved x^ saa at stedse JLxfCr) er positiv. Herhen hore efterf61gende specielle 
Exempler. 
AfudyiUk Meckanik. 19 
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V, Tiltnskoiogen være ligerrem proportional med Afstanden. I (29) indsarttes f(x)^ss^ix^ 
hvor fi betegner en given positiv Constant, altsaa ved Integration 

a? = ^sin(<y/0 +-flcos(iy/f), 

hvor j4 0^ B ere arbitrære Constanter, hvorefter haves 

ds 

Han vil folgelig have 9^0 tot t bestemt ved igOY fO'^ — . Da denne Ligning altid giver 

reelle Opldsninger, kan man for at simplificere antage 1 = og v ea O samtldigpn, og at M til 
samme Tid er i iV, hvi» Afstand CN betegnes ved o. Folgelig j4 = og ^ = a, saa |it 
man har 

æ=acosilYfOf r= — oyyMsinOj/^), (3f) 

hvoraf^ idet i elimineres, v>=d^i(a^ — x^), som ogsaa f5lger af (10) , idel x=0 giver 
e^ssau^= jiia^^ Bevægelsen bestaaer i bestandige Oscillationer^ afvexlende i negativ og positiv 
-Retnings paa Linfen NN'=-2aj hvis Midtpunkt er C I iV og iV' er Hasligheden t>e=sO, i C er 
Hastigheden storst, ^'»'qray^^. Tiden 6 for en heel Oscillation, d. e. for Bevægelsen fra N 
til V eller fra a' til N, haves ifolge den 1ste (31) y^^ >t indsætte x = — a, altsaa 

e=-^. (32) 

Tiden for en halv Oscillation, eller Bevægelsen fra N til C eller fra C til V, eller de samme i 
modsat Retning, er =|9y aom haves ved at sælte 'x=0. Oscillationerne ere nOiagligen lige 
med hinanden indbyrdes, og fortsættes i det uendelige, forsaavidt ingen andre Kræfter tilkomme^ 
OscMlationstiden 6 er uafliæogig af a, hvilket kaldes Tautochronisme. 

n 
2? Tiltrækningen være omvendt proportional med Afstanden, altsaa i C^) fC^')=^9 

« hvorefter ved Integration 

idet, som forhen, v=:0 for ap«^a d. e. i Punkterne iVog iV'. Da Hastigheden er den samme 
paa begge Sider af C i samme Afstand, erholdes atter successive Oscillationer, der ere bineiiden fvldkom- 
men lige, afvexlende fra JV til ^ og fra iv' ti IA, hver Oscillation deelt symmetrisk ved Punktet C, hvor 
r = CO. Hastigheden er bestandig voxende fra N ^H C, aftagende fra C til i/, ligeledes voxende 
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fra y til Cy tfttftide fra C til iW Af QSS) fAlger ved lotegratioQ for x posiUv, i regnet i 
den fdrste Halvdeel af fdnte Oscillation fra N til My hvor v =s ~ er negativ, 

idet jpe=a«. Oscillationstiden 0, der halveres ved C, hvortil svarer i^^o, z=0, !»}&, er 
bestemt ved O « Jf-y * ^zl)"^ d»=,a J — , efterdiy Y/-V'd« = r(i)=-V^. De 
symmetrisk beligjBfende Stykker af CN og Cy' gjennemldbes i lige Tider. 

S? Tiltrækningen være omvendt som Cobus af Aistanden, altsaa i (29]) fC^^^^, 
som giver 

•-(S)*-/•G-^)"•. <-' 

4 

idet ©* = t«* i )v og iV' hvor x=±.a. Er -^ — «* positiv, vil man have © = for en reel 

Værdie af x, saa at man lige saa godt kan antage u^=09 altsaa t> = i iV og iv', og den 
tilsvarende Bevægelse er da, som i de foregaaende Exempler, oscillatorisk. Er derimod 

il 

^ — 11* negativ, vil man intetsteds- have e = 0, og Bevægelsen vil fortsættes bestandigen i samme 

Retning ; ligesaa for iL ^ «« = o, som giver o «= o for x 3=3 oo. For Oscillationsbevægelsen 

dx 
haves ifolge C34) for ti^^O, x antagen positiv, 3- negativ, og I regnet fra i\r til Af i den 

at 

fdrste Halvdeel af fdrste Oscillation^ 

1 ^« axdx Ca^—x^ 

. 2 o* 
Oscillationstiden findes ved ivsaXB for a;s==0,, altsaa d»--— . I den anden Halvdeel af fdr- 

ste Oscillation er v fremdeles negativ, men tillige x negativ, altsaa 



I 



,^ 1 r^ —axdx ^2a^ f a^ — x* 






For den uafbrudte Bevægelse i samme Relaing haves ifolge C34), idet ti, d og a? antages positive, 

19* 
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■y 



axåx 



[ — a*f# + yf(Lia^'\' Ca*ii*— ^) of*] , 



ar«—« 



^ ^ * /#iiia+ r^a^a _ ^^ -ja a««« — u 



som voxer i det uendelige tilligemed x\ ligesa», naar o*«* — ^==0, som giver | = — ^^ — . 

Ere II og o negative, x positiv, erboldes lor Bevægelsen af Af i Betakgen NC 

axdx a 

Tiden t, hvori M bevæges fra N til C, er 

y-** axdx o* 

o //iaaf(a«ii? — /i)a:«""— fl« + V/»' 
l^aar x er negativ, eller for den fortsatte Bevægelse udover C, haves 

som voxer positivt i det uendelige medens x voxer negativt fra O til — co. For a^u^ — ^ = O 
erholdes i dette andet Tilfælde, som forudsætter « og d negative^ 

4? Tiltrækningen være constant ss^^. Man indsætter i (30) f(x)^=fi^ altsaa 

d^x ydx\ ^ * 

*>©, —= — /,, ^*'=(ji) =2/MC«— *) + »*4 (3«) 

a?<0, 7^ = /*' ^*""Vd>/ =2^C« + a;D + ««. (36) 

Man finder , at i forstå Tilfælde er v es o for en positiv, i andet for en negativ, Yærdie af r. 
Man kan fdlgelig antage ti <= O, saa at r = O svarer til x^=:La å, e, til Punkterne N og n'. 
Bevægelsen vil da være oscillatorisk paa Linien NN^^ og man vil have ifdlge (35) for den forste 
htlre Oscillation fra JV til C, altsaa for x positiv og « negativ, 

idet t = ^6 for a;>=0, saa at ^ er som forhen Oscillationstiden. Pet samme f Alger af (15} ved 
at salte g'=ft og forandre x til a — x. Af (36} fdlger, for den anden Halvdeel af fdrste 
Oscillation, idel « og e ere negative, 

x<0, e« =2 /»(«+»), t=^0+ f'* ^ ==g.|— — j-fa + ar-). 

^*y/9fiia + xi H^ \^ ' 
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6? Tiltrækoingen Y»re omvendt som Qvadratet af Afstanden , altsaa i (30) f(x) «= ^ , 
hvilket giver 

idet «*s=sw* i iV og iV' hvor a^^a Jia. Er -^ — 1»* pdsiHv, vil man have »^s-o for en reel 

a 

Vørdie af Xy positiv eller negativ, eflerøom C87) ^11®^ C38> anvendes, saa at man simplere vil 

kunne sætte tmO, og Bevægelsen bliver da osciilatorisk paa Linien NCJN^, Hastigheden, som er 

O i iV og iv', voxer eftersom M nærmer sig C, hvor i> = oo , og den har samme Yærdie i eens- 

beliggende Pankter paa begge Sider af C Naar derimod -^ «* er negativ, kan « ikke blive 

» 2/* 

O, saa at Bevægelsen maa fortsættes nafbrudt i samme Retning ; ligesaa for — — »* = o , som 

tf 

forst giver o =: O for x c= oo. For ii =a O erholdes ifdlge (37), M bevæget fra N til C, 

2a?— d 



.>o, .>=2;,,(i_l). 



_ (39) 

idet Cirkelbaeo ta;e< i de to fdrste Qvadranter. Altsaa er I i J^ liig Ordinaten MP (Tig. 30) 

til Cycloiden NPQ, hvis firerste Pankt er iV, og hvis Grundlinie er CQ-i-CN, saa at den rul- 
lende Cirkels Diameter er CiV« a. Til a;=0 svarer t = ^6, idet Oscillationstiden som forhen 
betegnes ved 0, altsaa 



9 



N2/» 



(40) 



^^c.|i7.- 



eller ft=2CC 



For den fortsatte Bevægelse fra C til I^ haves ifdlge (38) 



.<e, .. — a/>(j*^y 



'-»«-^^/:j^p=>f^.[i«<«-^-^^^]- 



(41) 
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Cirkelbuen lagen i de to fdrste Qvadranten Da de ligestore Stykker C^=CM mate gjennem- 
Idbes i samme Tid, efterdi « er den samme i to eensbeliggende Punkter paa begge Sider af C, 
saa maa Stdrrelsen I — J^ bestemt ved (41) og t bestemt ved gS9), nemlig de Tider, hvori 
CI^ Q% NM gjennemldbes , tilsammen adgjdre J&; hvilket ogsaa finder Sted, thi naar for x 
sfcrives —X i C^l), erholdes ved at lægge det udkomne til C30)> »det de algebraiske Led h»vc 
hinanden, 

For den uafbrudte Bevægelse i samme Retning haves if61ge (37), idet •», c og « ere positive, 



a 
2^ 






au 



^---^A'- 



(42) 



(••-¥)'' .K^-'^)"X. 



au 



som tilligemed x voxer i 



i 



stigheden © er bestandigen aftagende fra d «= « og convergerer til t> = J n* . For « og e 



negative, men x positiv^ haves ifdige (37) 



xdx ^ -^ « 






'* Z 



'- («'-'^*)- >f«-- T >f ^'-K--- T>- 



(43) 



(--'^y .K-^^^-^-f- 



a« 



1« 



som for rc=.Q giver Tiden r, hvori M gjennemlober iVC. Naar «* ^=0, erholdes (=1 I —(ai— ^ril 

For den fortsatte Bevægelse udover C, der maa, v»re symnretrisk med den forangaaende fra N til 
Cj haves if6lge C^B), idet ^r og v ere negative, 

4 -2|U.+ (««-^)x' 






4 -2/««+( 



/* 



^-(«-'f)*->f--?*>f-/^(«-^o 



(44) 



«» 



(."-i) 



2/Ai /* 



Naar i««— ?t*=iO, erholdes f — »==1^=. Udtrykkene (43) og (44), i hvilkel sidsle for 

flr sættes — «x, give ved Addition Størrelsen r, efterdi de Tider, hvori NM og CIff' gjennemlo- 
beSy maae ndgjore den Tid Vy hvori NC gjennemlobes^ Udtrykket (443, svarende til den uaf- 
bmdte Bevægelse i Retningen NCN'j vo^er positivt i det uendelige, medens x voxer negativt i 



" - i-'-'i- - 



det neodelige. Derimod vil v, som i C er — c», convergere til — I «* ^. — Formlen C39) 

anvendes paa det frie Fald gjennem en meget stor Hoide, idet Tyngden varierer under Faldet ef- 
ter den bekjendte Lov, omvendt som Qvadratet af Afstanden til Jordens Centrum. Betegnes Jor- 
dens Radius ved r, altsaa fi^sgr^ /efterdi ^ = 9 for x^=r\ og sættes as=arr+Asaml x=r+A— sj, 
saa erholdes ifdlge C30) 



som for r=aoo reduceres til den 3die og 2den (15), idet blot « er skrevet for x-, thi ved 
Rækkeadvikling har man arcjcos« 1 l)^*\i — 1» *•* •* Udtrykket for I convergerer 



Ul i 



ÅT' 



8* Naar el Syslem af faste Punkter paa den givne rette Linie, C|, ^v***^} liltrskker 
det bevøgelige Punkt M^ der ved en hvilkensomhelst Begyndeiseshastighed er sat i Bevegebe 
paa samme Linie, og Coordinaterne til C,, Cj^*«*Cs betegnes c^, c^9***Cii, der kunne antages 
alle positive, sanU r^ < c^ < c,« « «< Cs, saa haves, idet M befinder sig mellem C^-i og C^, 

(46) 
hvor /c^i , /^29***/ifi ere de positive Attractions-CoefBcienter for C| , Cj,.*»Cs, som antages 
alle at tiltrække omvendt som Qvadratet af Afstanden« Ved Integration erholdes 

\Ai/ ar— C, X — C^ a: — Cp— t Cj, — x ^ji + 1 — ^ *^ — * 

(d'jcX* 
--. I £= tf' for d?B=a, idel v er den 
åi/ 

positive eHer negative Begyndelseshaslighed , svarende til x^sa, Coordinateo til Udgangspunktet, 

som falder mellem Cp-i og C^ , saa at c^^i<a<Cj|. ' Antages v positiv, erholdes, for Bevæ«^ 

åx 
gelsen i positiv Retning, eller for — positiv, 



-/; 



dx 



• V^£f+t//CO 

åx 
Dersom -- bliver O for en Yærdie af x mellem a og Cn, vil Bevægelsen almindeligen ikke gaae 
at ^ . 

ud over det dertil svarende Punkt j men forsaavidt dette Punkt naaes efter en endelig Tid I, vil 

dx 
derefter -p blive negativ og Punktet M fdlgelig bevæges tilbage i negativ Retning. Dette vil 
dt 

d^x dx 

vise sig derved at -j-^ er negativ under Bevægelsen henimod det Punkt, hvor ;p ^^ D, saa at 

# 

Bevægelsen er retarderet eller --- varierer med negative Tilyæxter. Det kunde ogsaa ske^ at 

dt 

d^x ^, dx 

—z netop blev O tilligemed --- , men da Hastigheden i dette Tilfælde aærmer sig til at forsvinde 

(i( - 

filligemed Kraften, maa der udkræves en uendelig lang Tid til Punktets Bevægelse hen til det 

Sted, hvor Hastigheden forsvinder« — Haves blot to Attractionscentrer C^ og Cj , vil Udtrykket 

for i almindeligen afhænge af elliptiske Functioner. Man har i dette Tilfælde it = 2 og man 

sætte Cj = 0, c, = c, fi^ = /r, jn^ = ff, altsaa if61ge (46) og (46), idet Sf befinder sig mellem 

^1 og C«, 
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hvor iy=: fi* — -lI — . Antages u pofitiv, erholdes for Beyegelsen i positiv RetniDg 



a c — a 

ycx — ap* dx 



=/.': 



er 



Naar Nevneren er rational, kan dette" Integral adtrykkes under endelig Form uden Hjælp af ellip- 
tiske Fnnctioner. Hertil udkrttyes, at H er iiegativ samt 

(2i^ — 2;* + cJ5r)»t=,_8/^cjy 

eller |y=_^ (^y ^yx*)*, fBlgelig /^* = - 1 (\/v^y^)* + ?i^ + 1^. Allsaa 

c • \^*/ c X c — X 

dx '+"c\//fr 
i delte Tilfelde — =0 for a?«--- ' <» Værdien svarende til nederste Fortegn giver Lige- 
di y^'ijry^ . c 6 » 

vægtspanktet^ hvor -j^ =3 o ; men øverste Fortegn vilde give det Fnnkt i Forlængelsen af Linien 

CjCj, hvor ht^e Attractionskræfteme dirigerede til samme Side ere ligestore« 

9* De Tilfælde 9 hvor Kraften (p er en Fonction baade .af Coordinaten x og af Hastig- 
heden 9, kanne i Almindelighed ikke reduceres til Qvadratar* Dog bemærkes følgende Udtryk 
for 9 som ledende til Qvadratur: 

9)«P««+e, (47) 

■ 

hvor P Qg Q ere givne Fnnctioner af x. Indsættes ifolge (6} 9=-; — og sættes «'=»22, 

dx 

haves 

di6 = 2Pzdx + QdXy . 

som er lineær af 1ste Orden. Altsaa erholdei ved Qvadratur s ^om ' Function af x, hvorved igjen 

v = V2i er bestemt som Function af a;, og deraf udledes fremdeles \jid Qvadratur t som Fun- 
ction af X ifélge (B> Hertil hdrer tilfældet af faste Attractionscentrer paa den givne Linie til- 
trækkende efter hvilkesombelst Love som Functioner af Afstandene, idet Bevægelsen tillige skeer' 
i et Medium 9 hvis Modstand forholder sig som Qvadratet af Hastigheden men med en Modstands- 
Coefficient, der varierer som Function af Coordinaten x. Et andet Tilfælde, hvor ligeledes x 
kan findes under endpiig Form, er fremstillet ved 

y« — ^x— . — ©, (48) 

Anal^iiik Meckanik, ' 20 
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som er en Udvidebe af Bxemplet Art. 7 9 1®. , ved nemlif til Attraettonen proportional aied Af- 
standen at fdia Modstanden af Mediet proportional med Haitigheden« Man har fdlgelig 

^ + i.^+,.. = 0, (49) 

di* k dt '^ 

r 

tf« 
som er iineer af 2den Orden med coastante Coefficienter. Man finder, eftersom — r«*— /»erpo- 

sitiv, O, eller negativ: 



9 
4** 






_^=A>, a; = e " (^-J'+Ilr-«), «.-. »* [^(A-A)eJ»_j|(Af l)^-^ 






4i^* 



_^«0, a^=.e ** (Ai^Bt), «»e " [ii_i. ^_|-bi]. 



4 «* 



r »I a j^_ (-^^+-BA)sin(a)+^^A-B^ cos (U) 1. 

I 3die Tilfælde yil e=0 stedse give en reel Værdie af t, altsaa tillige en reel Værdie af x^ saa at 
man kan sætte • = O og or = a for I «= O, folgelig -B = a og A= ^^, , hvilket giver 

f^ 2" — — t — Xt 

^^4^*~fe' ''"''^ '* [2f|"«0i) + cosClA)l «' — y« '* »«0i). (50) 

Altsaa er Bevegeben oscillatorisk og tantochron, idet nemlig OsciHationsfiden er bestemt ved 

<? = yJ (61) 

men OsciHatioostiden ef ikke halveret ved Ponktet C (Fig. 90} , ligesom ogsaa de yderste Af- 
stande paa begge Sider af C ere, abge og nnder de suceesnve OsciUÉtioner b^tasiigan aftagende. 
Man har samtidigen 

t=^ne, e=0, x«r(— l)»ae , (jg) 

saa at disse yderste Afstande aftage som Leddene i en geometrisk Rmkke, htis f^^rste led er a, 

Og hvor Leddenes Forhold er e . Mellem I s» » 9 og i s= (n + 1) 9 haves a? = O som sva- 



ren«« lil.col(lI}»~^, altaa f»C»4'))(»-l^«, iéøt tff«A«» -|^, hforred « besfennw i 
Igle posilire QraiiUBt. MajuouMk af ø Mtltem de raowie GrmMber for l er bertømt v«d 
—? =0 d. e. lglA = coteA9 alt«« l«C«+i)^— *• Under C60) og C^O ei»e (31) og (32) 

indbefattede ved at sætte -^=0^ altsaa A«V//»og6«=0. ITilfcldeoe-^:^ ^/< er Beyægeben 

ikke oaeillatorisk , og det vil findes ved at smile Begyndelseshasligheden »O, at Faldet til C 
skeer i en uendelig Tid. Han har nemlig 



■'-fiK^. »-f.(»-å> 



altsaa 

1 2k~ 
som give x^=bO deels for t^r-rl 9 aom er nafhøngig af a, men negativ, deels for fesoo. 

2A 

1 Tilfeldet ;i »O eller -^bV/i^ erholdes ^ = a^ B=i:a. altsaa 

j^csae ll+rT< !• e« — =^#e » 



(-å'> 



4** 



2k 
altsaa :r = O for I = og for I = oo« 

9 



10» Med Hensyn til Tantachrenismen kunde man sp6rge om, for hvilken Tiltrækningslov 
fQx^ den overhoved vil finde Sted i den retlinede Bevægelse, naar Mediets Modstand er given 

som Function af Hastigheden e. Antages f* Ex. denne Modstand fremstillet vefl --- e + m o^ , hvor 
^ Og m ere constante Coefficienter, kan man sætte istedetfor (^9) 



M^-(^'^'«-»' <"' 



som anvendes paa Bevægelsen fra C (Fig. 38), hvor 1 = 0, »«0, c:«!^, tiliV^, hvor t^T, 

20» 



i; B o, 9 » (L id«t -^ off fli ere posiUre , men f(jt) poritiy etter negalir , ellersom i(raftev er 

k 

en TUtrøkning^ eller Fraslddniif . BeUngebeii for TetttochronUveB er at % er mfheiigig af ti o; 
tf* ligninf C38]) Iraasformeres ved at aætte 

/(1+r) 

og ved Udvikling . efter sligende Potentser «• (1 + r)f( J ^fåf + /t| r*« +/«j r*« f • ... , saa 

at man har 

d*r g dr ». ■. 



å^ 



Maltiplieeres denne Ligning med « (oMfX -t-^— 1 linlA) og integreres, idet som foriien 

C ' g» 

X=s \ n — *— — , sat erfcolde* 
N'* 4*«' 

^n ' (cos IA + V^=l sin « A) [J^ + dj- X V^:^) r] 

+ /"«** (co»lA+V^sin«A)(/#if*«+/ijr*« + »»0^' 
Coefficienten for V^— 1 sættes særskilt iiig O, altsaa, da til i^O maa svare x=zO^ r»0, 

** ^-sina+e** r^XsinlA— AcosU)+/'e** sina*(^if*«+)tt,f*«+»..)dl=0. (54) 



(id? dr 

Til <«=T svarer — **0> Msm ogsaa -r-^0, fdlgelig 

at di 

e** pf^sin^A — XtosTXji-fe^ 8in«A.(/ijr*t+^^r*«+.. \)dit=aO^ (66) 

idet Qe=s^^ — ly Værdien af r for x^sa. Er a uendelig lille, hvorved ogsaa q bliver uende- 
lig lille saavelson under Integraltegnet r, som varierer fra O til p, bliver Integralet forsviodende 
i Sammenligning med det fdrste Led,, saa at man erholder^ til Bestemmelse af t, 

tg^A«?J^ (66) 

(altsaa t = | (9 — e , Art. 9). I Tilfældet af Tautochronismen maa denne Værdie gjælde f»r ea 
hvilkensomhelst Værdie af a, saa at man maa have ifdige Cd6> 
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=4« 



eller Æ»i/i|'fif;iA^+*.* =0, idet i^lKss/ e slnlA* r dt^ som ifdlge sin Form er positiv. 

J o 

Er tf uendelig IHle, blhre R^^ Jf%9*** uendelig smaa, men enhver af dem af lavere Ocden end 

den fdlgende, saa at man maa have ^jc=0, /«j«=p,»«*« For den antagne Lov for lUdstandeii 

vil folgelig Taatochronismen alene kunne finde Sted, idet man har 



(-'^'C^)""" 



d. e., ved al indamtte r=3c"«* — 1, 



fCxy^fi 



1 — 



m 



(57) 



For m=0 reduceres dette til /(xy^sifix^ og (53) falder da sammen med C49}» Det er altsaa 
kun for Tiltrækning proportional med Afstanden al der kan være Tautochronisme enten i det 
tomme Rum eller i et Medium^ hvis Hodstand forholder sig som Hastigheden. Er derimod Mod- 

standen af Formen -^ o + m«^, vil der kun blive. Tioutochronisme , naar Attractionsloven- er 

udtrykt ved (57) , men Tiden 7 bestemt ved (^6) er uafhængig af m, Dg den reduceres for 

— =0, d, e. for Modstanden cam©*, til r=* -r-7- . — Ligning (54) giver,, idel Integralet bort* 

falder , 



L%(»_i^,j).._., 



-1.* 



2k . 



hvoraf ved Integration r^^Ce sinf A, hvorefter haves 



m 



(5ff) 



Ik 



hvor C maa bestemmes ved roaø^« — l for Ij^t, altsaa C=s- r(e** — 1). Ligning (58) 

sinif A 

fremstiller Loven for den tautochrone Bevægelse, bestemt ved (53) og (57). For Hastigliedeu 

dx 

r-=c haves 
at 



1<6 



-if 



1 + Ce ' »K<A 



(59) 



XC 



hvor det sees at «t = for 1=7, og «»« for I« O, saa at u« — tEboådea ktateMtsoaFmic- 

tioa af o. 

11. Andre Tilfelde af Tautochronisme kunne erhøldes Ted at fastsætte almindelifen x 
sopi Fanction af Tiden I og en viUtaarlig Constant o^ hvorefter haves « og 9, nemlig 



x=nt, c), t)= "^v: > 



9> 



d^FO, c) 



hvoraf, ved Elimination af t og c, udledes g> som Function af ^ og «, og tillige er a«=:F(0,c); 
men for at Tautochronisme kan finde Sted, maa Fnnctionen F bestemmes saaledes, at vs?0 for 
f => O samt Æ = O for en Yærdie I -e t uafhængig af c. Man kan ogsaa gaae ud fra en vil- 
kaarlig Bestemmebe for v som Function af I og c , af samme Beskaffenhed som Udtrykket (59), 

saa at man har «=:0 for /a^ uafhængig af c, hvorefter x=3 / vdt og.f>=B— , og man vil 

dernæst atter kunqe eliminere t og c. Endvidere kunne ogsaa Tilfældene af Tantochronisme er- 
holdes ved at sætte « Hig en Function af begge Stdrrelseme x og I, saaledes beskaffen at man 
har f) (=s O for en Yærdie t^^Ty der er nafhængig af o?« Antag f . Kx« 

v = XT, (60) 

hvor X er alene Function af x, 7 alene Function af $,- altsaa 

di^'^dlT^ dxdt^ Tt^Ydx\dt) "^ dt" 



dx df dx* 

IfOlge C60) er I bestemt som Function af -^^-p, , saa at man kan sætte — «=s 



Xdt 



dt X*df 



^ (tjt); 



Fdlgelig haves 



d^x d «• fdX 
di^ 



dx^ rdX /dx\i 

=jd7'ld^+^VidrJJ 



(61) 



som fremstiller Loven for Kraflen svarende til Ligning (60). Hemnder er TilMdel, Aremetiilet 
ved (53) og (57), specielt indbefattet ved at sætte 



dX 

dx 



/Ar\ g Xdt X*dt^ 



>• 



1S9 

M I 

af hvilke den f6rste giver ved Integration' X»= £.(i-—e-'«'), idet til o; »O skal svare r = 0, 

m 

folkelig X^O. tillige haves, ved at indsætte if&lge C^) -j-^Xt^ 

at 



dT dx» 



d i X*d fS 



*(l7>-('"'*i^*0. 



hvoraf ved Integration /« T -> — Ji + >t eot I A« hvorefter Formlen (60) dier 

dx u* V «. 

_ = ^(l-a-«)r 
ol m 

ved Integration giver Ligning (58) mellem x og t. 

ANDET AFSNIT. 

KruMinei BetægeUe^ 

• 

12. Bevægelsen i Rammet af et Ponkt Jf vil vn^re bestemt med Hensyn til Systemet af 
tre retvinklede Planenes, xs, xy, som antages faste i Stilling, naår Coordinaterne til M i dette 
System, x, y^ s, ere. givne som Fanciipner af Tiden f. Dette fremstilles ved 

« « fi (O, y^r2 C0» 2 = r» (O- (62) 

Ved herimellem at eliminere t erholdes to Endeligoinger mellem or, y, z, tilh6rende den Linie i 
Rammet, som beskrives af Fnnktet M eller dette Pankts Bane. Enhver af de tre Ligninger (62} 
fremstiller s«rskiK Loven for den retlinede Bevægelse af Punktets Projectioo paa en af Axerue, 
saa at den virkelige Bevægelse af Pnnktet M i Rummet kan betragtes som sammensat af disse tre 
samtidige, retlinede. Bevægelser efter* Axerne, Hastighederne i disse tre. Bevægelser, betegnede 
V , o , 9 , ere bestemte if61ge (3) ved 

dx dy . ' dz , ^ 

* dt y di * dt' ^ ^ 

men Hasligheden 9 af Punktet Hf i dens Bane er bestemt ved at betragte Bevægelsen som eens- 
formig i Tidselementet dl, i hvilket Banens Element dt gjennemldbes, altsaa 

di ^ ^ 

Man bar di = V^dp«+ djf*+ds*, altsna 



og oaar a^ fi, y ere Vinkleriie, »om Elemeiitet d$j efler den Retning hvor Bevægelsen skeer, 
danner med Azerne, haves 

dx ^s o ^y % . ^» ^» 

» C0SOSS-—S , COS/^ = — i e=s -2 COSV^ss-^ tss , 

as 9 di fD ' dt V 

eller 

r^=«cosa, r B=rcos/?, d =sccosy, (66) * 

Disse Formler vise, at for Hastighederne maa OplOsniag og Sammensætning skee efter samme 
Princip som for Kræfterne. Naar den samme Bane ^ennemldbes afvexlende i den ene Retning og 
den modsatte, som f* Ex. kan finde Sted, naar Punktet er hnndet til den givne Bane, bliver o at 
regne positiv i den ene Retning paa Banen, negativ i den modsatte, ^vorimo^ a, fi, y^ stedse 
have Hensyn til den af de to Retninger paa 'Banen, der betragtes som den positive. Idet nemlig 
«^ og o, ligesom dx og d$, begge forandres i Fortegn, bliver cosa uforandret Ligesaa cos/f 
og cos^. 

13. Naar ingen Kraft virker paa Punktet ilf , maa dets Bevægelse være retlinet og eens- 
formig (Art. 2). Er det derimod underkastet en continuerligt virkende Kraft 9), vil almindeligen 
baade Hastigheden og Retningen hvert Oieblik variere, saa at en krumlinet Bane gjennemlobes med 
variabel Hastighed. Hvorledes end under Bevægelsen, efter Forløbet af en hvilkensombelst Tid /, 
Retningerne og Storrelserne af Hastigheden o og af (raften q> ere bestemte, saa maa ved Over- 
gangen til det fdlgende Tidselement d i Hastighederne « og 99 d t sammensættes , hvorved Hastig-^ 
hed og Retning bestemmes , som i Udstrækningen af dette Element d i kunn^ antages uforandrede, 
hvorefter de igjen variere ved Overgangen . til det næste Element, 0. s, fr» Decomponeres en- 
hver af de to Hastigheder r og (pdt efler a;'nes, y'nes, 2'nes Axø, og betegnes ved JT, Y, Z 
Coroposanterne af Kraften 9 efter disse Axer, erholdes f digende Udtryk for Hastighedens Qompo«^ 
santer i Tidselementet d/, efter Forlobet af Tiden f, 

v+XdU « +yd*, c i-Zdt, 

saa at man har ifolge C^3) 

. dir dv dz 

<J-=J<:rft, d-Ic=Yit, d-=^Zdl, (67) 

at at at 

eller, idet Tiden f tages som uafhængig Variabel, 

P.-X, ^=y, ^=Z, (68) 

som ere de tre almindelige Ligninger for et Punkts Bevægelse i Rummet. Naar de forskjetlige 
Kræfter, som virke paa JXf , ere til en hvilkensomhelst Tid givne i Størrelse og Retning, som af- 
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» 

hængige af Tiden, samt af Ponktets Coordinater og Hastighed, og, om man ni, Bevægelsens Ret- 

Ax dy dz 
Ding, saa hayes A, Y, Z som. Faactioner af I, j;, y, «, --, .-j^, --. Ligningerne (683 ^Hie 

dt di di 

da fremstille et ^System af tre sammenhorende Differentialligninger af 2den Orden, hvoraf ved In- 
tegration de primitive Ligninger C^) ^^r Bevægelsen ville være at aflede. De sex arbitrære Con- 
stanter maae bestemmes ved de til 1 = svarende Værdier af - Udgangspunktets Coordinater a;, y, a, 

• n ^ dy ds 

og af Begyndelseshastighedens Composanter efter Axerne — , —, — , som ere bestemte ifdlge 

di di di 

(66) ved Stdrrelsen af Begyndelseshastighpden og ved de Vinkler, som dens Retning danner med 

Axeme. — Er Punktet f. Ex. ingen Kræfter underkastet, haves Jir=0, y«=:0, Zt=?0, saa at 

man erholder, ifdlge (68), 

allsaa 

re—- 6 ' y — ^i g — Åy 

hvorved den retlinede Bane er bestemt, idet b^ 6^, b^ ere Coordinaterne til Udgangspunktet, og 
0, Ol, flj Composanterne til Begyndelseshastigbeden. Tillige haves 

f>^e*a, ^^=«i» \ = ^2y « =. v/a« + a « + n/, 

som alle ere constante, saavelsom a, fi, y, hvis Cosinnsser forholde sig som a, a^, a^* 

14. Er Punktet 3f ikke frit men bundet til en given Flade eller en given Linie, vil det 
^og, Hgesom i Statiken, kunne betragtes som frit, forsaavidt man til de givne Kræfter fdier Rea- 
etionen N, liig og modsat Trykket P, ubestemt i St6rrelse men dirigeret efter Normalen til Fladen 
eller dirigeret i Normalplanet til Linien. Betegnes altsaa ved m, m, ta" Vinklerne', som Retnin- 
gen af P danner med Axerne, haves istedetfor (68} 

j-5=-jr — Pcosor, Js"^ ^ — Pcosm', -_c=z — JPcosm". (69) 

Da Retningen af P er perpendicnlær paa Elementet ds, liaves 

r- €os ro + T^ cos m'+ -^ cos ro' = o. (70) 

ds d s ds 

Er nu Ponktet blot bundet til en Flade, bestemt ved Ligningen 

« = (71) 

mellem x^ ^, z, saa haves, da Retningen af P falder sammen med Normalen til denne Flade, ^ 
AnafyHtk Mechanik. 21 



162 

_,d« r ..du ff ..du 

cosm=F-— , COS© = K---, COS©=iF---, 

a^ oy 02 

(7«) 



-[O'^Ø^C-DT. 



hvoihred Ligning (70) er tilfredsstillet saaTelsom Relationen 

co«*ar + co«'ar'+ cos* w"= 1. (73) 

Ligningerne (69) i Forbindelse med (71) og (72) tjene til at bestemme x, y^ «, Py m, W, m'* 
Er Punktet M bundet til en given Linie bestemt ved to Ligivinger 

11 = 0, ««0 (74) 

mellem ^ y^ «, saa maae de samme syv Stdrrelser være at bestemme ved Ligningerne (^9), (70), 
(73), (74). Er derimod Punktet frit, haves P^^Oy hvorved (69) reduceres til (68) tjenende 
til at bestemme x, y, 2. 

15* Ligningerne (68) give 

^-^ ':»Xdxi'Ydy-¥Zdzj (75) 

og det samme udkommer ifdlge (69) for et Punkt, som ikke er frit, efterdi de af P afhængige 
Led hæves formedelst Betingelsen (70)» Venstre Side af (75) er det samme som 

id /- = idD« = t>dce=--d-p=d^-— , (76) 

» d/a ^ di dt dt^ ' 

idet nemlig I er uafhængig* Altsaa haves 

d« d** ^dx dy ^d% .„^^ 

di dt* dt dt dt 

meit, naar Retningen af den paavirkende Kraft 9 dander Vinklen q» med Retningen af Bevægel- 
sen, og Vinklerne A, fk, r med Axeme, haves 

dx dy dz /dx . dy d% \ 

jr-;- + y-;^ + Z-- = ffi( -— COSA +-^COSit + T"<50«^l=9'®^^W, 

ds dt dt ^\dt dt '^ "dt / 

altsaa 

de d^ 9 

Ti^TT^-VCOsm (78) 

d. e. den accelererende Kraft i Banen (^p) er Hig den paavirkende Krafts Composant efter Ba- 
nen eller tangentialkraften. Kraften 9 maa herved tænkes opl5st i de to paa hinanden perpen- 
diculære Kræfter ^ Tangentialkraften ^cosco og Nonnalhraften g>8inæ. Ere Xy y, Z alene Fun- 
ctioner af x, y, s og saadanne^ som gjdre hOire Side af (75) til et exad Diflérenlial (f. Ex. idet 
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Paoktet alene er underkastet Tiltrækninger til faste Centrer, jvf« I^ Y, 10), saa erholdes ifolg« 
(75), og det 2det Udtryk (76), ved Integralion 

9^^2fiXdx+Ydyi-Zdz), (79) 

som giver Hastigheden som Fanetion af Coordinaterne, idet den arbitrære Constant er bestemt ved 
Begyndelseshastigheden og Coordinaterne til Udgangspunktet. Under (78) er Ligning (5) for den 
retlinede Bevægelse indbefattet, idet co«=:0, og under (79) er (10) indbefattet ved at sætte 
YssO, 2 = 0, altsaa X>e=9. — Er Punktet bundet til en given Linie, saa haves ifdige (74), 
ved Rectification , x, y, 2; som Functioner af «, hvorved (77) reduceres til en enkelt Ligning af 
2den Orden nellem t og «, saa at Bevægelsen paa en given Cqrve afhænger af en Ligning af 
sanune Slags som den for den retlinede Bevægelse. Forsaavidt Ligning (79) er anvendelig, vif 
Problemet endvidere være reduceret til en enkelt Ugning af 1ste Orden mellem 9 og I. Hertil 
udkræves blot, at JT, Y, Z alene afhænge af x^ y, ». indfdres en anden Variabel ^, maa man 
have istedetfor (74) x^ y, z enhver bestemt som Function af 9, hvorefter ogsaa 



-Am'<^'K^''^ 



er bestemt som Function af q. Herved bliver (77) transformeret Hl en Ligning af 2den Or- 
den mellem I og 9, og naar X, Y, Z ere givne. Functioner af Cobrdinaterne, kan (79) frem- 
stilles ved 



(^)*(?y-«' 



/d s dø 
— * - , aom f iver i som Function af 9. — Er Punktet bundet til en given 

^9 \/Fiq) 

Flade, kan man indfOre to andne Variable q^ og 9^, saa at man haf^ istedetfor (71), x, y, 2; 

hver især bestemt som Function af q^^ og q^^ saa at (71) udkommer som Endeligning ved disse 

to Storrelsers Eliounation« Ere nu A, Y, Z Functioner alene af o?, y, 2, erholdes 

Xdx+Ydy+Zdz^Qidf^+Q^dq^y (80) 

hvor Qi og Q^ ere Fmiclioner hver især af q^ og q^. For at nu Formlen (79) kan anvendes, 
maa man have 

dOt^dQ,^ (81) 

dqt dq^ 

Ifdige^ CBO^ ere Q^ og Q^ saaledes bestemte : 

éx dy dz _ ^^ dx „dy ^ ds 

dq^ dq^ dq^ ""' dq^ dq^ dq^ 

21* 
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. .« V .„. . dX dX dx dX dy dX dz . ,., ^ „^. ^ 

som indsælles i (81) tilligemed - — « —- - — + — -j^ + — - — og de Ulsvareade Udtryk 

dq^ dxdq^ dy dqi didq^ 

dY dl dX dl dZ .,^ ... 

for , -r — , Mmt - — , -r — » -; — ♦ Altsaa erholdes 

dq^ dq^ dq^ dq^ dq^ 

dy dz dz dy\/dY dZ' 



(dy dz dz dtj\/dY_dZ\ 
dq^dq^ dq^dq^J \dz dy) 

(dz dx dx dz^/dZ ^dX\ \ 
^^\^^% dq^dq^/\dx dz/ [ ' 
(dx dy dy dx\/dX dY\ 
^?i^^a ^9t dq^/ \dy dx/ 



men af (71) ffilger 



dii dx dff dy du dz dii dx du dy du dz 

•J-- — + T"i; — +T"";; — .= 0, -j-- — + —-z — +7-3 — = 0, 

dxdq^ dydq^ dzdq^ dxdq^ dyaq^ azaq^ 

du du du 
hvoraf, ?ed successive at eliminere --, ^r-, -r-* 

, dz dy dx 

dy dz dz dy dz dx dx dz dx dy dy dx 

dq^dq^ dq^dq^ ^ dq^dq^ dq^ dq^ ^ dq^dq^ dq^dq^ 

du du du 

dx dy dz 

saa at Integrabilitets-Betingelsen med Hensyn til formlen (79) er denne t 

dx\dz dy/'^dy\dx dz/^dzKdy da/"" * ^^ 

Er denne Ligning tilfredsstillet, erholdes ved Integration, ifolge (79) og (BO), 

^^^^fCQidq^-^QadqO. (83) 

som giver « som Fnnction af q^ og q^. — Er Punktet frit, kan derimod Formlen (79) ikke an<- 
vendes, medmindre de tre bekjendte Betingelsesllgninger ere opfyldte: 

dy dZ dZ dX dX dY 

dz dy dx dz dy dx 

d^s 
16. Ved Oplosning af Kraften 9 i Tangentialkraften =s — j og Normal1(raften [Q^ hvis 

Vinkler mod Axerne betegnes q^ q ^ q 9 erholdes 

d«* dx ^ « rf*« rfy .X r „ d^s dz 

^""d^Sdi"*"^"^'^' ^^dTid^""^'"'^' ^=d7id;+^^^*^ ' 

som indsatte i (69) give 



165 



T d T 

P cos ar = -j-T^ + C tosq , P cosm » --t" + C cos/, P cos©''« -r^ +pcoso'\ 

ol" tfl^ dl» 

Ere A'> fJL, V Vinklerne, som Banens Kramningsradios q, tagen i Retningen fca Centrum til Cur- 
ven, danner med Axerne, haves (Gf. II, II, C^IO)) 



cosA = — o — , 
(is 



dl? A- 

I d$ , ds 



d« 



altsaa, idet j\ <=> t> ér Hastigheden i Banen, 



iS 



Pcosor "S 1- cosJl'+ ^cosg, Pcos© =ai — cosyw'+ ^cosjf', Pcosw"«" — cosy + ^COSjf". (85) 

Disse FormJer vise, at Trykkel P kan opldses i de to Kræfter — og Q, begge perpendicdlære 

paa dl eller dirigerede i Normalplanet. Den anden er Normalkraften eller Composanten af den 

paayirkende Kraft i Retningen perpendicilør paa Banen ^ og den fOrste kaldes Ctntrifugalhraften, 

efterdi den er dirigeret i Retningen fra Kramningscentmm, og den er bestemt i StOrrelse som Hig 

med Hastighedens Qyadrat divideret med KromningsradiuSk Er Punktet frit, haves P = 0, og 

Formlerne (85) vise da, at Normalkraften og Centrifugalkraften under den firie Bevægelse bestan« 

digen holde hinanden i Ligevægt. — Bestemmelsen for Centrifugalkraftens Stdrrelse og Retning 

erholdes ogsaa ved at betragte Bevægelsen i et vilhaarligt Element af Banen m^m' (Fig 31), som 

gjennemlObes med Hastigheden «. Ved Overgangen til det fdlgende Element mm er Bevægelsens 

d$ r 

Retning forandret ved den uendelig lUIe Contingentsvinkel ^ = — , som Elementet mm danner med 

Q 
Forlængelsen mn af det foregaaende Element m-^m. Dette maa bevirke en uendelig lille Foran- 
dring i Hastigheden o (uafhængig af den Forandring, som er bestemt ved den paavirkende Kraft 
9)). Dersom Bevægelsen fortsattes i Retningen mn, vilde « gaae uforandret over i det fdlgende 
Element (eller kun lide Forandring ved Faavirkningen af 99)^ men man maa nu opldse r, som fal- 
der i Retningen mn, i de to retvinklede Composanter vcose og vsin«, den fdrste i Retningen 
mmy den anden i Retningen mp, som i Pianet m^mni^ d« e. Osculationsplaaet, er dirigeret per- 
pendiculært paa Elementet fra den concave til den convexe Side af Linien , altsaa i Forlængelsen 
af Krumningsradius» Formedelst Krumningen vil fdlgelig Hastigheden « i Banen bGve forandret 



til o cos €y eller den vil tabe en Stdrrelse =: o (1 — cos a) 



JC£* = 



2q 



2 



Deline Stdrrelse er 
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uendelig lill«, af 2den Ordeo, altsaa forsvindende i Sammenligning: med den/Variation do, bestemt 
ved (78), som skyldes Kraften (p og som er af 1ste Orden. Ved Krumningen vil der følgelig i 
en endelig Bne 5 Intet tabes i Hastighed, eller der vilde kun tabes en Storrelse udtrykt ved 

ids / — r-9 som er uetidelig lille af 1ste Orden, altsaa forsvindende i Sammenligning med den 
^ o Q 

endelige Hastighed «. Det maa herved kun forudsættes, at Linien er continuert, saa at s be- 
standigen er uendelig lille, at f« Ex. Punktet ikke er bundet til en Linie, som undergaaer pludse- 
lige Forandringer i Retning« Derimod vil Composanten ^fler Retningen mp eHer «8ine=t'e = 

være af 1ste Orden , saa at man kan sætte sss^yjåt^ som giver den tilsvarende acce-> 

Q Q 

iererende Kraft t^= — , sém er Centrifugalkraften. 

Q 

17. Huygens^ som fdrst angav Centrifugalkraftens Betydning ved enhver krumlinet Be-« 
vægelse, udledte dens Bestemmelse af et specielt Tilfælde, nemlig Cirkelbevægelsen, idet Punktet 
antoges ba^et til en Cirkel og ingen accelererende Kræfter underkastet. Bu Snor, hvis ene Ende 
er heftet til et fast Punkt C (Fig. 32), og i hvis anden Ende et lille Legeme er befæstet, beskri- 
ver Cirklen om Centrun C, idet^ Legemet ved et St6d er sat i Bevægelse. Cirklens Radius =s^ 
er den udstrammede Snors Længde, .og den Krafl, hvormed Snoren udspændes onder Bevægelsen,, 
er her den samme som Trykket P, dirigeret efter Radiens Forlængelse, altsaa normal paa Cirkel* 
Unien, og den er liig Centrifugalkraften (jvf* C^)) hvor Q~0). F61gelig er CentrifngalkraCten 
ogsaa liig ReacUonen A; der kan betragtes isom en Tiltrækning til Centrom, hvorved Poidttet kom- 
mer i samme Tilfælde som hvis det var frit. Naar nu inder Omdreining«n om C en meget UUe 
Bue AB^==a gjennemlobes i et ganske kort Tidsinterval e=i:, og man nedfælder .BP-^y^ C, saa 
tv AP det Stykke, som Tiltrækningen N i samme Tid «r bringer Punktet til at bevæges i denne 

2-^P ' / o\ ff* 

Krafts Retning, saa at man har (Art. 4) iV = — -- , men AP^^o I 1 — cos— | = — , allsaa 

V^ ^ \ Q/i 2q 

1 /0\* ©* • *" 

iV=--| — I = — . Man har her betragtet N som constant i den umæiicelig korte fld r, men 

den er ogsaa almindeligt constant, thi ifolge C?^), idel JITssO, Y «=0, Z^sQ, er v constant eller 
Bevægelsen eensformig, hvilket i Cirklen, hvor q er constant, maa gjore N constant* — Da der- 
næst en uendelig lille Deel af en hvilkensomhelst krumlinet Bane kan betragtes som faldende sam- 
men med den osculerende Cirkel , saa at Bevægelsen i . denne Deel kan betragtes som circulær 
med constant Hastighed o, idet Cirklens Radius er liig Krumningsradius tir Banen, saa er ogsaa 



167 

almindeligt Centrifagalkraften bestemt i Størrelse som Hig med Hastighedens Qvadrat divideret med 
Kramningsradius, og den er dirigeret efter denne Linies Forlængelse. 

18» Da Banens Krumning er uden Indflydelse paa Hastigheden (Art. 16), maa Punktet Jf, 
naar det ingen accelererende Kraft er underkastet, bevæges eensformi^ med den givne BegyndeU 
seshastighed, hvad, enten det er frit eller bundet til en given Flade eller Linie. Det samme fdlger 
af (793> som for JIT^O, y»0, Z==0, giver o constant. — Er Punktet if bundet til en Flade,. 
og er m (Ftg. 33) et vilkaarligt Punkt i Banen mymmy saa være mp^ mq^ mn Retningerne af 
Kræfterde ^j Q^ JP, beliggende i NormÉlplanet til Curven, saa at mp og mq projicerede paa 
Tangentplanet give mT og mUy som ere de modsatte Porlængeber åf den Linie i Tangentplanet, 
som er perpendicnlær paa Curvens Tangent til m» Sættes ^pmT^d og z^qmV=iXy mM man 
have, for at P kan være Resultant af '^ og Q, 

/^ cos :=: Q cos A, t/^siu 5 + ^ SIU A « Jp. (86) 

F. Ex., naar Q = 0, haves ØeaQO^ og JP=s^, d. e. Banen er en geodætisk Linie paa Fladen 
og Trykket liig Centrifugalkraften. Dette finder f* Ex. Sted i Tilfældet 9) = O, hvor Bevægelsen 
er eensformig, men almindeligere naar den accelererende Kraft 90 bestandigen er dirigeret efter 
Banens Tangent, hvilket finder Sted^ naar Punktet sat i Bevarelse med en vis Begyndelseshastighed 
alene er underkastet en Modstand af Mediet og, om man vil, af Overfladens Friotion* Det samme 

fdlger af (69), idet A:«© —, y=a^, 2—0)-^, saa at man har ifdlge C72) 

^ ds ^ as as 



. dsdt^ \dxds dyds/* 

dzd^x — dxd^z irn/^*'^ dudz\ 

dsdt^ \dzds dxdsj*. 

dyd^z — dzd^y y^p/^^^^ dudy\ 

dsdl^ \dy ds^dz dsj' 

som multiplicerede med — , — , — og addere'de give den bekjendte Ligning for den geodæ* 

da dy dx 

tiske Linie (G. n, H, (255)) 

(dy d^i — dzd^y)i^ •¥ (di d^x — dxd^z)^+ (dx d^y — dyd*x) ~=0. 
^ ' dx dy dz 

— Er Jf er frit Punkt, saa for at. Ligevægten kan finde Sted mellem de to Kræfler ip og Q, 
maa ip bestandigen være dirigeret i Banens Osculationsplan til den Side , hvor Concaviteten er 
vendt hen, og tillige maa man have ^=£=Q d. e., idet 01 er den samme som i C^B), 



læ 



= 90 sin 09. 



(87) 



19. Ere Composanlerne XjYyZ alene Fnnctioner af Coordinaterne x, y, s og ere til- 
lige Betingelserne (84^ opfyldte, saa hayes ifolge (79} 

f)« = i2FCxyy, x)+C, (8*) 

dFC^, y, O 



idet F(a:, y, s) er en bestemt Fanction af Coordinaterne Xy y, %, som giver 
dFix, y, O ^ <iFCx, y, 2) 



dx 



X, 



y. 



sZ, og c en arbitrær Constant^ som maa bestemmes saaledes, 



dy "'da 

at Ligning (88j) er tilfredsstillet, naar for Vf x^ y, z indsættes Begyqdelseshastigheden og Coor- 
dinaterne til Udgangspunktet. Det vil da sces, at den Forandring, som Hastighedens Qvadrat un-* 
dergaa^r Ved Bevægelsen fra et Punkt til <^t andet, d. e. Forskjellen mellem Værdierne af Hastig- 
hedens Qvadrat i de to Funkter, alene afhænger af disse Punkters Beliggenhed, men er uafhængig 
baade af Banen, som virkeligen beskrives, og af Hastigheden. Hvis altsaa Punktet M blev tvun- 
get til at beskrive en anden hvilkensomhelst Bane mellem de samme to Punkter, og naar tillige 
Begyndelseshastigheden og Udgangspunktet, fdlgelig Værdien af C, forandredes paa hvilkensom- 
helst Maade, vilde dog den nævnte Forskjel være den samme, forsaavidt nemlig Kræfterne Xy Y, Z 
'ere forblevne uforandrede Aom Functioner af x, y, 2» Tillige sees, at alle de 'Punkter, som hore 
til den samme Niveauflade, bestemt ved F(x^ y, t) bs c, hvor c er constant, give den samme |Ia- 

stighed o, som afhængig alene af Constanterne c og C, idet man har « =»= \/2 c + C — Er Punktet 
M enten frit eller bundet til en given Flade og er Formlen CB8} gjældende, vil Banen beskreven 
mellem hvilkesomhelst to af dens Punkter være' den, for hvilken fvds^ taget mellem disse Punkter, 
er et Minimum, nemlig et absolut Minimum i Tilfældet af den frie Bevægelse, men en Minimum 
med Hensyn til den givne Flade, naar Bevægelsen er bunden til denne (Pnnc^e^ for den wdndste 
Virkning), Man har nemlig 

å/9ds=/å,9ds'=fQåe^ds + i^åds)^ 
samt 

åi>.d$=dtvåv^ldtifv»cz:^dtCXdx+Yåy + Zå!0 
eller ifolge (69) og C72) 



åv^d, 



\dt 



åx-h^8y + ^åz\ + Pråudt, 



dt 



dt 



hvor det sidste Led bortfalder, thi for den frie Bevægelse er P = 0, og for Bevægelsen paa den 
givne Flade, bestemt ved « =: O, er ^» ==: 0. Tillige er. . 
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tid$ = — dsåds *=^ dåx+ --^dåy-^^dåx. 
di dt di ^ di 



Folgelif liares 



-[>^p'*>} 



nemlig Forskjellen mellem Værdierne af dea indsluttede Storrelse^ svarende til begge Endepunkter, 
men disse Punkter undergaae ingen Variation eller give åx^=0 ^ åjf^^^O, (y;»c=9 0, saa at man 
har åJ*tdss=sOy som nddvendigen maa svare til Minimum, efterdi Sagens Natur udelukker Maxi- 
mam. F. Ex. for ATc^O^ 7=0, Z=30, d. e«^ naar ingen accelererende Kræfter ere tilstede, er 
9 constant, altsaay*ds eller Banens Længde s et Minimum, saa at Banen i den frie Bevægelse er 
rellinei og paa den givne Flade en geodætisk Linie (jvf« Art. 13 og 18). 

20. Omendskj^ndt de afhandlede Frinciper (Art. 12 — 19) kun angaae Bevægelsen af det 
enkelte materielle Punkt, saa ere de dog ogsaa gjældende for Bevægeben af faste Legemer af en- 
delige Dimensioner, naar disse antages saa smaa, at alle Punkter i Legemet kunne antages til en- 
hver Tid underkastede Kræfter, der ere lige i Stdrreise og have den samme eller parallele Ret- 
ninger« Den resulterende Kiafl for alle Legemets Punkter er Produktet af Legemets Masse og den 
fælleds accelererende Kraft, hvilket kaldes den bevægende Kraft (force moirice til Forskjel fra 
force aecéiérairice)j f. Ex. et Legems Vægt liig med Produktet af Massen og Tyngden (jv^- 1? III9 O- 
— Som Anvendelser af de foregaaende Principer nndersdges forst nogle Tilfælde af fri Bevægelse^ 
Hertil b6rer KasiebevægeheUy som frembringes, idet et udkastet Legeme alene paavirkes af Tyng- 
den. Naar Modstanden af Mediet ikke tages med i Beregning, haves ved at antage sr'nes Axe 
yertical opad, o^'nes og z^nes Axe horizontale, ^« O, Y == — g, Z = 0, altsaa ifdlge (68) 

hvoraf ved Integration 

dx dy , , du n 

Er Begyndelseshastigheden given ==>'ti,'og antages a, /9> ^ at betegne Vinklerne, som dens Ret- 
ning danner med Axerne , haves c = v cosa , c <« ti cos/? , c"= ti cos^. Man kan tillige antage 
PL xy bestemt som det verticalc Plan lagt gjennem Retningen af Begyndelseshastigheden, hvorved 
^BsOO^, desuden cos/f =sina og a positiv eller negativ, eftersom Begyndelseshastigheden er di* 
rigeret over eller under den horizontale Retning, altsaa 

ÅmdytUk MechaniK ^ 



li« 

-.a=tfCOSft> -p =s »Sin« — ^*, T"*^^* (^) 

Disse integreres aUer^ og man antoge Udgangspunktet som Coordtnaternes Begyndelsespunkt, hvor- 
fra ogsaa t regnes, saa at til 1=0 svare x = 0, y *= O, »=^0, fdlgelig 

xesitucoaa, y = <iisina — ^U^^y z = 0, (91) 

saa at Banen er en plan Curve i det verticale Plan xtf. Ved Elimination af f , og ved at sætte 
u^z=si2gkj saa at h er Hdiden, som skyldes Hastigheden u (d. e. den til u som Slutningshastig- 
hed svarende verticale HOide i det frie Fald, ifdige den 3die (15)), erholdes 

x^ 

y = rrtg« — -— — (92) 

4 A cos-*« 

eller Cx — /^ sin 2 a)' = 4 A cos^a (A sin*« — y). Banen er altsaa en -Parabel af 2den Grad med 
Parameter es 4 A cos' a, idet Axen er vertical i Tyngdens Retning, Toppunktet bestemt ved 
x=:Asin2a, y^Asin^a. Naar a^aO, gaaer Bevegelsen ud fra Toppupktet; for a positiv er 
Bevægelsen fSrst stigende i den ene Green til Toppunktet^ dernæst faldende fra Toppnaktet i den 
anden Green; for a negativ begynder Bevægelsen allerede under Toppunktet som faldende. Hastig- 
heden er ift^lge (65) og (90) bestemt ved 

««,==fia_2fip/sina + ^'<*=««— 2fy, (9S) 

idet I eliniiieres ved den fiden (91), men det samme udkommer ifdige (88). Heraf sees, at 
Hastigheden i den stigende Bevægelse aftager, i den faldende vozer, samt at hvilkesomhelst to 
Pankter i do to Grene, som ere symmetri^e m^d hinanden eller svare til samme (Minat y, give 
samme Hastighed. Niveaufladen er det horisontale Plan, saa at Hastigheden som Function af d«ii 
verticale Coordinat y er den samme som for Bevægeisen paa selve den verticale Axe y, svarende 
til a = 90^ (jvf. Art 4). For en hvilkensomheist positiv Yærdie af a er Læitgden af Kastet den 
til yr=o svarende Absdsse x for den nedstigende Green, altsaa liig 2Asin2a, hvis Maximnn, 
for den givne Begyndelseshastighed, svarer til a ss 450. Den Yinkel a , hvorunder Legemet maa 
kastes ud med den givne Begyndelseshastighed i det verticale PK xy^ for at det kan træffe et 
Punkt i dette Plan, bestemt ved ^==£, y = 7} erholdes ifolge (92) ved Oplosning med Hensyn 
til tg«^ idet £ og ^ indsættes istedetfor x og y. Man har 

. » 4A 4A« ^ 

tg«« — ytg« +-r^+l=0, 

altsaa tg« = -j [2A JlV*** — (S^ +4Aiy)]. Ved Variation af « i Ligning (92) erholdes som 

Enveloppe en Parabel, OrånéseparMenj bestemt ved 

x««4A(A-y), 
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saa at ethvert Pankt i denne kan kun Irøffeø ved Udkastning under een Vinkel a, bestemt yed 
tgasss-^y ligesom omvendt a bestemmer Rdringspunktet med Grændseparablen bestemt ved 

X 

OL * _cos2a 

sin*a 
Ethyert Punkt udenfor Grændseparablen yH ikke kunne trcffes, men ethvert Punkt indenfor vil 

kunn^ tneffes under to Yinkier a og a, som give o + a=:90^+/9, idet tg /?>=—• — Fig. 34 

fremstiller Grsndseparablen nNMBm^ hvis Toppunkt N pr bestemt ved Ordinaten AN=hj idet 
Azen falder sammen med y'nes Aze i Retningen af Tyngden. De afsatte Stillinger af den para- 
bolske Bane svare til en positiv Yærdie a>45^9 a=45^, a<45^9 og til a negativ, hvortil 
hore Roringspunkteme med Grændseparablen If, B (i x'nea Axe), m, »• 

21. Tages yed Kastebevægelsen Mediets Modstand med i Beregning, og antages den liig 
Vj en Fnndtfon af Hastigheden «, samt dirigeret i modsat Retning af Bevægelsen, saa haves, ved 
samme Stilling af de retvinklede Axer x, y, z som forhen CArt* 20^, JT ^a — ' Koosi9, Yss— FsjnØ — 9, 
Zb= o, idet O er Vinklen, som Retningen af Bevægelsen danner med a?'nes Axe* Altsaa, yed at 

sætte j?'« j, y'= j^> haves irølge C«3) og (66), 

wmavcosd^ y'=«sintf, (©4) 

og ifdige C68) 

i^ + ri-O, 1?:+f|.'+,-0, (96) 

d» 
desuden ---—ssO^ som giver s »»O og ssaO, eller Legemet forbliver i det yertieale Plan xy. 
ol 

Af C05) fdlger xdy^^ydx-^gxdt^O^ elier, yed Elimination af dt ifOlge den 1ste (95), 

— (xd y — yd a?') = y d x\ (96) 

Indsættes Udtrykkene C^O for rr' og y\ erholdes Vt^dd^gdx tMtr 

Vf>dd=g Qeosd de — © sinfl dff), (97) 

som- er af 1ste Orden mellem v og 6. Heraf maa yed Integration e som Function af $ beytem- 
mes, hvorefter . 

e dx' 



dtjss: ^ — ^, d^ssxdl==sr cosØdl, dy^^ydt^=: osinØdl, 

K a? 



eller 



22* 
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gcosd g g 

hvoraf \eå lutegralion /, x, y erholdes som FunctioDer af 6, Søttes 



(98) 



I 



(99) 



2r r> — 1 dO dr 

saa haves costf=»-T — , sii. © = , — -=i — , off Udtrykkene (98) transformeres til 

r*+ 1 r* + 1 cosC r 

i/i' ^Cr^+1) ^rCr^ + 1) ^ '' 

hvoraf f, ar, y findes som Fanctioner af r, ni^ar fårst v er bestemt som Function af r. — Ligningr 
(97) reduceres til Qvadratur, naar man har 

V^a + bt», (101) 

idet H er constant, men a og 6 enten constante eller Fanctioner af 6. Sættes nemlig 

1 

«»«=—, transformeres (97) til - ^ . 

9 

dg m ^'''^"°^ g(fg^ ~**^ de, 
g cobO g cosØ 

som er lineær af 1ste Orden. Ere f. Ex, a og 6 constante, erholdes q og deraf «, nemlig, ved 
Indfdrelse af r istedetfor 6 ifdlge (99), 



— ,H^.-i)(Xi)« /'^'-^'<^' *'>"*' <*'«^ 



a _ — ii6 

!7 



(Jacobis Formel), som giver o under endelig Form, naar n er positiv heel. For 6 = redace- 
res dette Udtryk lii v = Cr*"^ (H + 1), hvor C maa bestemmes ved Begyndelseshastigheden v^=u 
for d^ma^ altsaa 

e 

(1 + sing 1 — sina\ cosa 
1 — sind 1 + sina/ costf 

cos HL 

som for aseO> hvorved cbO, reduceres til v=u — ;r, som ogsaa f&lger umiddelbart af (97) 

cos u 

naar V^O, hvilket fdrer tilbage til den Iste (90). Under (101) er ogsaa indbefattet a+blv 

nemlig som eeosgjældende med a + b ved at lade n convergere til 0; men den sædvan« 

fi 

igen antagne Lov for Modstanden er Kss6«', svarende til a = og fi = 8, hvorved erholdes 
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6e»=. * 



hvor C beslemmes ved 9 = ti for 0^=ia, altsaa 

y=ni7 + *«' sina + cos^a** k 

L cosa J 

j _ yti^cos^g ^ (103) 

vcos^C — 6ti*cos*aJ sinØ + cos^Ø«/ -- 

L cosO J 

For 6 = erholdes alter , som forhen , «=» — --• Naar 9, udtrykt ved ifdlge O03) ind- 

cos V 

scttes i C^S), blive derefter I, æ, y bestemte ved Integrationer, idet disse Stdrrelser alle for- 
svinde for 0=^a\ men hertil maae Approximationsmethoderne for bestemte Integraler anvendes* 

Idet O varierer continuerligen fra a til — 90^ , yH « convergere til I -^ og Retningen stedse 

mere ncrme sig til at være vertibal nedad /jvf. Art. 5, 1? hvor *=» ( ^ V tillige ville logy 
Yoxe i det uendelige, den forste positivt, den anden negativt, men x convergere til en endelig 
Grttndse, nemlig (fig. 35) AQ^s^^ i ^v^iQ, som bestemmer den veriicale Asymptote til 



Carvens nedstigende Green* Den opstigende Green har ogsaa en Asymptote, som skjorer des ne- 
gative x'nes Axe i et Punkt K under Vinklen d^^p, bestemt ved e = oo. Nedfældes AH per- 
pendiGuIær paa denne Asymptote og Dmdreies «'nes og y'nes Axe under Vinklen ^^, saa at den 
nye Ordinataxe y^ falder i Retningen it£f, haves 

yi«=ycos^ — xiiufiy 

og som Grændseii, hvortil y^ convergerer, haves ifdlge den 2den og Sdie (98) 






9 

* I 

ÅH 

Derefter haves ÅK «» ■ . ■ , hvorved Asymptoten bestemmes, som skjærer den verticale Asym- 

ptote i Ly saa at hele Banen (den ballisHshe Curve) er indsluitet i i^KLQ. 



114 

22« Formlen ClOd), srareDde til F=a6«*9 kunde ogsaa ndledei øpeciett af Ligningerne 
C95) eller 

-^ + 6ca?' = 0, -^ + 6cy+^ = 0. {104) 

ai al 

Den 1ste af disse, eller dx-k-bx'dsBsO, giver red Integration 

vco8d = xsBsucosae^^*f (105) 

og sættes p =s tgØ, altsaa y^»px', reduceres den 2den, eller dff'i-by'd$^='^gdif til 

oldp^^gdt. (106)- 

dx f 

Indsættes dlss .-,; og eUmineres x ted (105), erholdes 

X 

dp = ^ ^ , é^ dxy (107) 

d& 
som er Differentialligningen for Banen. Indsættes dp ^=^ — r^ og dx^s^dseosO* erholdes 

cos'Ø « 

^«-.— 1— ett-ds, (108) 

, cos'é^ u^ cos*a 

hvoraf ved Integration, idet 0^=^a for s ■■ O, Relationen mellem # og erholdes, som 'kan tjene 
til at eliminere $ af (105), hvilket giver e udtrykt ved 0, det samme som haves ved (103). 

Ligningen (108) udledes ogsaa let af (87) , som giver — ^ ^ cos (thi Mediets Modstand giver 

9 

ingen Composant efter Normalen), men Aa— ---, altsaa e* — ^a ^ gd$y og ved heraf at 

dø cosu 

eliminere 9 formedelst (105), erholdes (108). Ifdlge (106) er dxdp ^=s^^gdfl, hvormed 

combineres (107) samt dy^^pdo;, saa at man har 

gdt^BB — ti cosa e^* dp, gdx^=s. — u'cos'a e~*** dp, gdy = — n^cos^a e^^'pdp^ (109) 

som falde sammen med (98), idet s og p udtrykkes ved 6. — Er a meget lille, kan man for 

Banen AB (Fig.'35) over x'nes Aze, hvor ogsaa d er meget lille, tage som ApproximaUonss=a;, 

m 

saa at (107) giver ved to successive Integrationer, idet p = tga'og ^»0 for trs^o, og idet 
man sætter u^ss^gh^ 

é^' — l e**'— 2Aa? — 1 ^^^. 

- p=tg«— , y^9i%a s-rpr — = — • (110) 

4 6^c08'a 8 6' A cos'« 

e»* 

Tillige er ifdlge (105) di= dx. altsaa, idet (=: o for a;»0, 

ncosa 



m 

m 

i»leofa = — - — . (111) 

For b = reducerei den Sden <110) Ul (92) og (111) til dea 1ste C91). 

> 

23. Ved CentralbeemgeUe forstaaes den frie Bevegelse af et Pankt, som alene er under- 
kastet Attraction til et fast Centmm, Fanction af Afstanden. Tages deUe Centrum som Begyndelses- 
punkt for de retvinklede Coordinater x, y, z, og er Kraften som Funclion af Afstanden r beteg- 
net red R (positi? eUer negativ eftersom det er en Attraction dier Repnlsion), haves 

X Y Z R . ^ 

-«-« — = ; (112) 

X y z 

thi , , ere Coslnusseme af Vinklerne^ som Retningen af R danner med Retnin- 

T T r 

gerne af JT, Yy Z^ Composanteme efter de positive Axer. De almindelige Ligninger (68} for den 

frie Bevøgelse give ^ 

yd^z-^zd^y^iyZ—zYjifl, td^x—xd^z^(zX—xZ)dfl^ xd^y-^yd^x^ixY—yX^di^, (113) 

eensgjældende med (68); men for C^ntralbevægelsen er ifolge (112) hdire Side i enhver af dem 

Oy saa at man erholder ved Integration 

ydz -^idy =sc'dt^ zdx -- æd^ =cdi^ xdy — ydxs=cdt^ (114) 

idet r, c\ c' 'ere arbitrcre Constanter. Af (H^) følger 

c« + cy +c « -=sO, (116) 

som viser y at Banen er en pkn Curve, hvis Plan indeholder Attractionscentret. Venstre Side af. 
Ligningeme (214) fremstiller det dobbette Element af Areal, som paa ethvert af Planerne ys, x^^ 
xy beskrives i Tiden d I af den paa samme Plan projicerede Radius vector r* Arealerne beskrevne 
i endelige Tider ere altsaa paa ethvert Plan proportionale med Tiderne. Det samme gjælder om 
Arealerne beskrevne i Banens Plan af selve Radius r, og maa som Fdlge heraf igjen gjælde om 
disse Arealers ProjecJioner paa et vilkaarligt Plan. Naar omvendt dette Priaeip, Arealernes PrO'^ 
parHonalUei med Tiderne^ er gjældende for Banen i dens Plan ved Radius vector fra et fast Punkt 
i dette Plan, kan man slutte, at Kraften er bestandigen dirigeret fil dette Punkt ^ thi af dette 
Princip f61ger, at Ligningerne (114) ere gjældende, saa at hdire Side i (113) er O, hvoraf igjen 
(112) Mger, hvorved Kraftens Retning fremstittes* — Banens Plan, bestemt ved Attractionscentret 
og Retningen af Begyndelseshastigheden , kan tages som PL xy, saa at «bsO, c = 0, c =3 O* 
Tages a;^nes Axe som den faste Axe for Pol«r*Coordinaterne r, $, altsaa 

arasreos(7, ycafsinØ, (U^) 

saa haves ifdlge (88) og den 1ste (114) 
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e4 = ll_iJLlZ_«„»_2y'ildr, r4dft-=cdr, (117) 

idet u er Be^ndelstshasliffbeden og y den opriBdelige Værdie af r, svarende til o es ii. Oplo- 

ses Hasligheden « = t- for det vilkaarlige Pankt M i Banen Mm (Fig. 36) i to retvinklede 

di 

Composanter p og q^ den forste efter Forlængelsen MH zl Radius vector AM ^ den anden efter 

dr 
Retningen MK ^ MH til den Side hvor Fanktat bevæges i Banen, saa haves p = 9-~ og 

ds 

tf SS 9 eller 

* ds 

c ^ 

Den ^åen (117) giver altsaa ^ s= — , d, e. Hastighedens Composant perpendicvlcr paa Radiuf 

r 

vector forholder sig omvendt som Radios vector. Betegnes ved m Vinklen, som Retningen af Be- 
vægelsen danner med JfUT, haves gc»ocos(o, altsaa c = rvcosio (eller Hastigheden o forholder 
sig omvendt som Perpendicnlæren nedfældt fra Attrå ctionscentret paa Bevægelsens BetningX ^^<t >( 
Constanten c er bestemt ved c = uyco8if idet t betegner den oprindelige Værdie af en, — Ud- 
trykkene (118) erholdes ogsaa ved for den almindelige Bevægelse i Fl. xy at decdmponere en- 
hver af ' Hastighederne «x og Vy efter Retningerne MH og MKy nemlig 

p «=— cose+ -^sin^, y s= — -. sinØ + -?cos5, (119) 

dt di ' di d i 

som formedelst Udtrykkene (116) transformeres til (118). Ligeledes decomponeres Kraften i to 
retvinklede Composanter P og Q efter de samme Retninger: 

^ d^x ^ d^y . ^ ^ d'^x . ^ d*y ^ 

di« d<» ' ^- d/^ d*« 



eller ved Transformation ifolge (U6) 



d«r* t: 



„ dV /d^a ^ ^drde d^e 1 dl ,,^. 

d<* \d// ' ^ didl df« r dl ^ ' 

Heraf nets alter, at naar Punktet alene er underkastet en Tiltrækning. til ji^ saa at Q^iO^ maa 
den 2den (117} finde Sted, og ligeledes omvendt. Af (118) sammenholdt med (120) féiger aU 
mindeligt 
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'=!;-?• «-^'f C") 



dr 
Sæltes i den 2den P — j^, vil ^ = o atter give ved Integration J = — , hvorved den 1ste, 

idet —R=sP, reduceres til ^ 

_ • a»f c« . 

* SS + r-i- <*2?) 

24. Ifdigre den 2dcn CUT} haves for Centralbevægelseii 1''=— — = — c ^ , 

* di dOr^ de 

d^r c^ r 






1 r 

^7 ''""d^ 



(123) 



som tjener til at bestemme Loven for Attractionen B, naar Banen er ^ven ved Polarligningen 
mellem r og 6. Formlen (123) folyer ogsaa af den Jsle CUT), idet dt elimineres formedeUt 
den Sden, thi det giver 



12. 



( 



(124) 



d.c« 



©* = 



hvorefter 11==-. J -^ erholdes. Ligeledes fdlger (123) af C87), idet y^fi, sinw« !ll^, 

"** ds ^ 

d$* e^ds' \dd/ ^ «. « 

dt»'^ f*dg« ' ^™ d4r Tdrv* " Kraflen fl given som Function af r, 

r 2 1 — I — r* 

f 

y'\\ omvendt (123), som en DilTerentialligning af 2den Orden mellem — og 0^ ved Integration 

give .Banens Polarligning; men man kan Ogsaa umiddelbart af (117) s5ge — og -^ udtrykte ex- 

dr dr 

plicite ved r, hvorefter erholdes . 

Analffiisk MechaniK 23 
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e- 



/r cdr _ /•»■ dr 



(125) 



idet ved a betegnes den oprindelige Værdie af 6 , svarende til t = O , r = y. Skal Banen være 
en Cirkel med AttracUonscentret i Cirklens Centrnm, maa man have r constant, altsaa ifdfge Cl^D 

0ffC124) A=-T og «' =» --9 altsaa A og o constante samt i}s— QyL Art. 17). Da r ikke 

varierer under denne Bevægelse, vil den være mulig for en hvilkensomhelst Attractionslov, naar 



c* 



blot oprindeligen e* «= -— altsaa o) «= O , d. e. Retningen af Bevægelsen perpendieulær paa Radius 

vector, og til samme Tid Aes—. — Er Banen en lukket Curve om Attractionscentret, saa haves, 

r 

ifdlge den 2den (117), c Hig det dobbelte Areal, som Banen indslutter, divideret med Om- 

Idbstiden. 

25. For de simplere Curver med tilhdreude Stilling af Attractionscentret erholdes let 

ifdlge (ISS) de tilsvarende Attractionslove R. F* Ex* r = e^ (den logarithmiske ^iral med 
Attractionscentret i Spiralens Pol) giver R s= d. e. Attraction omvendt som Cubus 

c v/l +A« / 

af Afstanden , og o »= -. d. e. Hastigheden omvendt som Afstanden i hvilket ogsaa fol- 

ar \ 

c V 

ger af i»a9 , idet æ i den logarithmiske Spiral er en constant Vinkel bestemt ved cot«) = a|. 

^ rcosio . / 

For rr=s-2r (den hyperbolske Spiral med Attractionscentret i Spiralens Fol) erholdes samme At- 

c« 
tractionslov , nemlig A=>-^. For r==acosd (Cirklen med Diameter =3ø, Attractionscentret he^ 

2«*c* 
liggende i Cirkellinien selv) erholdes R =3 — g — d. e. omvendt som 5te Potents af Afstanden. For 

Ellipsen med Attractionscentret i Liniens Centrum haves 

ab c^ ' 

y/a^ sin«e + 6« cos^tf «*** 

d. e. Attraction proportional med Afstanden. For et Keglesnit med Attractionscentret i den ene 
Focus haves 
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r=s 



a (1 - e^) 



R^ 



(127) 



l + ecosC' " a(l— c«)*r«' 

d. e. Ailraciion omyeiidt som Qvadratet af Afstanden. — Here vanskeligt er det for en given 
AUractionslov R at bestemme Bevægelsen, thi hertil ndkræves Integrationer ifdige Formlerne (125). 
For it=0, som ikke behdver at nndersogesy erholdes en retlinet Bane og conslant Hastighed. 



For A SS iL. erholdes 






idet A«ii* ^, * = /• — c*. For AnsO haves c==y^cosi, \/ik eay/^sint, ffttgelig 

T^=^yt , '~5v7t (''* — /*)» '^®* r=i=y og &=bO svare til I«b:0. For *=:0 havnes 

c = \/«saiiycosf, altsaa \/k^=-umLi^ fdlgelig d = cott« (l — i-V |s= — —.(f.— .«), For 
^ ^ • \ r/ Ksint ' 

k positiv haves almindeligen, idet = og rs=/ for Is^O, 

/T7T_vi 



V* 









K* 



Den forsle giver e = 



i— 6 \ r* r — L — $ \\ r* r 



ft . c^ 



>[-?- 






e 



,[*%-. 



, hvor *+ — =«* r 



y« y 



=s«*sin*i er positiv« Man sætte 



v» 



).^--*(4Hi.^')r--=iv^, 



drerste eller nederste Fortega gjcldende eftertom h er positiv eller negativ. Altsaft 

rir 

2 



G 



_V1»,^,_1^»,^, 



11 



-♦•e 



e 



C ^ 









^^tf^sint 



23^ 
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For * negatir, alUaa h positiv (thi /i<ii*y*co»^* g^iver ^<«*j» erholdes ved at sællc 
Jb es c' — /e, eller red i de fundne Formler ai forandre k til — k. 



det r==y og = for ^bsQ, yltsaa a bestemt ved cos ^ — 



I 



For Altractioos- 

e r" 

kraften R^^^ og for R=^^ Yille Formlerne (125) almindeligen lede til elliptiske Fanclioner; 
ihi man har 



f cdr_ r_ 



;M 






Specielt bemerkes, for det fSrsle af disse Tilfælde, ti« = J£i, som giver i* = -^cos*J(0 — a), 

og for det andel Tilfælde ti* x»-i-- , som giver rt=-2— cosC^ — a) (d. e. en circulærBaoe 

2y* cos» 

indeholdende Attraclionscentret), og hertil hore ogsaa endelige Udtryk for I. Overhoved bemærkes 

|4B 



/x 



som for u^ 



2/. 



(n— l)y»-l 



giver d — « == 



2 



3 — Ji 



(n— l)c« 



cos 



3 






hvor 



C« — l)c* c* cos^i Vy/ 



3—11 
»—S cos — -— (5 — d) 



COSI 



. Her svarer r^ssy 



lil e = a + 



— 3— n 



t. 
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96* For AUracliomloven R-s^fir vil man beqTBmmesI kuane gaae. ud fra Ligningorne 
af Sden Orden mellem Sy y, fy ifolge (68) og (IIS), 

j^+/** = 0, --| + ^,y = 0. (128) 

Idel til <as O skolie svare, ved de bragte Betegnelser , 

dx dy 

a?s=y, y«=0, - --=iisini, -r.=aiicosi, 

a< al 

saa haves ved Integration 

. . ffsiot . . . ncosf . ,., y.«^v 

a; = ycosiy^ +— — smtyfiy y=? r-;; — smt yp, (129) 

Altsaa ved Elimination af I 

^^SZl^^jpL,^!, (,30) 

tilhdrende Ellipsen, hvis Centrum falder i Attractionscentret* Han kan antage Bevægelsen ud* 

ti 
gaaende fra et af Toppunkterne, altsaa t=»0, saa at Halvaxerne ere a= /, 6=3 ry- 9 men til* 

lige er c BS fiv, altsaa n =» ^ , hvilket stemmer med (1^)* Tillige reduceres Qliff) til 

x'=^aco8tYfh y = 6siniy^, (131) 

rf<^f» Af/ 

liYoraf y-^^-— aYiiifSitkty^Uy 3=^=«6y^cos<y^e, folgelig 
dt dt 

t*^ft{a* am*iyft + b* ciia*tyfO'=c» (^ + 1^) (182) 

og for Hastighedens Compositnter efter Axerae 

Den hele Omlobstid i Ellipsen er ifdige (131) T^=»—r- (som er deelt i fire lige Dele svarende 

Yp 

til de fire Toppunkter), Det samme fdlger af den Sden (117), idet Ellipsens Areal css nab^ 

2n^ ab 
altsaa r=s: hvor c^^abYft* De successive OmlOb i Ellipsen ere hinanden aldeles \igt 

c 

og fortsættes i det uendelige, idet de« tilsvarende Oscillationer af Punktets Projectioner paa Axerne 
f&lge den samme Lov, som forhen er bestemt for den retlinede Bevægelse ved Tiltrækning pro- 
portional med Afstanden (Art. 7, 1? ), hvortil den elliptiske Bevægelse reduceres i Tilfældet u=0, 
som giver 6 =s o. 

27. For'Attraclionsloven R^=aJj- vil det ogsaa være beqvemmest at gaae ud fra Lig- . 
ningeme af 2den Orden, og man antage for storre Almindeligheds Skyld, at /e er en giVen Fan- 
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clion af O* Banen er ligefoldt en phn Conre, hvis Plan er bestemt ved Attractionseentret og Bet- 

* 

ningen af Begyndelseshastigbeden, thi der er ingen Grand tihtede, hvorfor Punktet skulde Tige nd 

til den ene Side mere end til den anden Side af dette Plan. Ved at tage det som PI. xy, og 

dx t dy f 
ved at sætte -— = ;f, •r'=?'y > kaves 

dt di 

^+^iL = 0. ^+/»;J-0, (184) 

I 

altsaa xdy — ydx^=09 hvoraf o^dif—- ydxcscdl, som ved Indfdrelse af Polar-Coordinateme 

r og d if61ge CH^) transformeres til den 2den (117). Herved elimineres dl af (134), saa at 

man har 

c d «'=s — f.% cosd dO, e d ys^ — ^ sind (rø,- 

altsaa ved Integration, og ved atter at eliminere dl, 

c«dx=:— Hdfl./^cosflde, c*dyr=^^ rUØ^f/LimddO. (136) 

Disse Udtryk indsatte i xdy ^ydx = r*dØ give 

c« 
^ ■* sine.//i cosdde-^cose.f/iisinedO ' ^^^^ 

som er Ligningen for Banen^ hvorefter haves 1« —fr^dB. Er ^ constant, erholdes Ligningen 

fer Keglesnittet med Polen i Focus : 

c* 

/* • (137) 



l+ecos(fi— «)* 

idet.e eg'a ere arbitrære Constanter. Hermed stemme ' Formlerne (127) ved at sætte aeaO, 
som blot har Hensyn til Stillingen af den faste Axe, og ved at bemærke Udtrykket for /» 

'^ , fl(l— e*) 

2 97 a^ i/l— e^ 
Er e<ly vil Banen være en Ellipse^ og Omlébstiden 7^ . Herved elimineres c 

c 

af (138), saa at man har 

/» = 4««^. * (139) 

For Hastigheden v erholdes if61ge (124) og den 1ste C127) 
eller ved at eliminere cosØ ved den 1ste (127) og c* ved (138) 
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,_,(i-i) 



(141) 



Haves oprindeligen (for r=:0) rav og vt=iUy saa bestemmes herved a, idet I—=z-Jl — ^% 

a y ^ 

som er positiv , , O , negativ , hvorved Banen bliver en Ellipse y Parabel , Hyperbel , eftersom 



«< 



I -i?, ••= J —9 •'^ J ~ 0^^* ^^' ^®° retlinede Bevægelse Art. 7, 5? )• Derefter be- 



r ^ r ^ y 

stemmes Exeentriciteten e ifdlge ClSB), nemlig 



c » ti ^ eost = V /i o (1 — «*). (142) 

Ved (189) er Onldbstiden 7 bestemt, og naar 6 regnes fra den oprindelige Radios veetor, vil 
man have i (137) rB=y og d = Of hvorved a bestemmes, som giver Stillingen af den store Axe. 

28. For Planeternes Bevægelse omkring Solen finde fdlgende Love Sted, fundne ved 
Iagttagelse (de Keplerske Love) : 1? Planetens Bane er en plan Garve om Solens Centrum, og de 
herfra til Planeten dragae Radii vectores beskrive Arealer proportionale med Tiderne; 2? Banen 
er en Ellipse, hvis ene Focus er i Solens Centrum; 3? Qvadraterne af Omldbstiderne for de for- 
tfkjellige Planeter forholde sig som Cuberne af deres Hiddelafstande fra Solen (d. e. Ellipsernes 
Halvaxer*)). — Ifdlge den 1ste Lov er Planeten underkastet en Kraft, som bestandigen er diri* 
geret til Solens Centrum (Art« 23); ifdlge den 2den Lov er denne Krafl en Tiltrækning virkende 
omvendl som Qvadratet af Afstanden (jvf. (127)) ; ifdlge den Sdie Lov har /» den samme Værdie 
for de forskjellige Planeter (s. (189)), saa at hvilkesomhelst to Planeter stillede i samme Afstand 
fra Solen vilde tiltrækkes Ul denne med ligestore Kræfter (iVøæ/ons Theorie). Bevægelsen er be- 
stemt ved den 1ste og 2den Lov, som give (den 2den (117) og den Iste (127)) 

ad — c«) 



r«dda=scd/. 



f = 



1+ecosØ 
Ifaar 6 bestemt ved den 2den af disse indsættes i den 1ste, erholdes 



(143) 



*) Den mindste o$( stdrste Afstand svare til Endepunkterne af den store Axe, Perihelium og Aphe^ 
Uumf nemlig a (1 — e) og a (1 + e) , hvis aritbmetiske Middeltal er a , som derfor kaldes Middel- 
afstanden, Ben stOrste og mindste Yærdie af Hasligheden v svare til de samme Punkter, nemlig 

if«l6e(141)^^(-^-l). hvi. MiddelUl er ^^-^^ = j^^ = J = ^ -^^ . 



29r 



Derimod er — bleven kaldt MiddeUuuUgheden , nemlig den Hastighed hvormed en Cirkel, be- 
skreven med Radhii si, vilde eensformigen omlObes i Tiden T, 
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^a«e« — Ca — O« 
Man sætte ^ 

r == a (1 — e cos v), (145) 

altsaa cdt^a^ V/l— e^ (1 — c cos ii) du, men tillige er e^na^ Vl—^> idet « = — « i-^ 

■ r a8 

(Middelhastigheden), fdlgelig ved Integration 

nlssfi — ^sinif^ (146) 

idet |s=sO for ti = 0, hvortil svarer r = aCl~*09 altsta 0a*0. Af (145) comhineret med 
den 2den (1433 folger Relationen mellem fi og d> som kan fremstilles mder forskjeliige Former: 

cosd^e vl—c^sin© ^ cos« — e . . i/l^^^si"« 

COStf== ;:, Sintf«= C0SØ=3 , flIB^=s I 

1+ecosØ l + «cosØ 1 — ecostf- 1 — ecos« 

men tillige, hvad der er lettest for den praktiske Regningi 



fe" 



tgJ<?=Jf-^>å«i. (147) 

Den elliptiske Bane vsre afsat, NMN* (Fig. 87), hvor N er Periheliam^ i/ Aphelinm, C Cen- 
tmm, Q og Q' Endepunkterne af den lille Axe, F Focus C^olens Centrum), Nmql^q Ellipsen« 
omskrevne Cirkel, og mMP-^^N, altsaa ^MFN^O, den sande Anamake, og ^mC^^^th 
den excentriske AnomaKe (G. I, H, 21, IV)« Man kalder ni MiddelbewBgelsen , eller Midéehmo^ 
malieny som er bestemt ved den Yinkel, som FN danner med en Linie fra F til det bevægelige 
Punkt, som eensformigen med Hastigheden n i Retningen af Planetens Bevægelse gjennemldber 
Cirklen om Centrum F med Radius m» 1 , gaaende nd fra denne Cirkels Skjæringspunkt med FN 
til samme Tid, som Planeten gaaer ud f^a N. Pifferent^en d-*ni, Centrets Æqf>ationj er O i 
N og iV*, positiv under Bevægelsen fra N til iv', negativ fra V til N. En positiv Værdie af 
6 — nt og en dermed ligestor negativ svare til eensliggende Punkter paa den ene og andcB 
Side af den store Axe. Ogsaa ere uf og ii ligestore i iV og i/, men nt — fi negativ fra N 
til A^, positiv fra y til A. Ifolge (146) og C147J haves 

dCO — np y/l— e^ — Cl — ccos«)« 
du 1 — e cos II 

saa at Maximum af Centrets Æqvation er bestemt ved cos «= — ZI-^- -»^. Formlerne C145), 



e 

C146), (147} ere de simpleste^ som haves til at fremstille den elliptiske Bevægelse af Planeten, 
men r og O kunne ikke udtrykkes explicite ved nt] thi hertil maatte udkræves Oplosningen 
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af Ligningr OM^ med Hensyo til «, hvilket er amnligt under endelig Form (det Kq^lerske 
Problem) *). • 

29/ Ligningen (146) eller utsanÉ-heBiuu giyer ved Lagranges Række (A. F., 11,(87)) 

^^ ^ */ ^ « ^v -^ . «^ d.f'inOsin^ni e» d^.f(nt)ain^rU „ ^. 

^C«) = r(«O+-/'C«0«n««+--I^^i^+-j-^ _LLJ_.H,..., (,48) 

hvor f er en hvilkensomhelat Functlon. F« Ez» for fCuy^^^u, altiaa f(nQe=nt^ fX^O'^h 
erbpldes, idet sia^nt, sin'n/^^«« udtrykkes ved Cosinnø&er eller Sinusser af Multipla af uf 
(A. F., IV, (46)), 

e^ e> 

il « ni + e sinnl + —5-5 2 sin 2 n/ + -— — (3«sin3it/— 3sinnO+* ♦ ♦ ♦ (149) 

Denne Række giver Værdien af u, hvorefter r beregnes irolge (145)^ d ifOIge (147), men man 

kan ogsaa umiddelbart udvikle r og 0. Sættes i (148) f(u) = 1 — 6 costi, altsaa fCnQ «= 1 — e cosn/, 

/'(«/) BS e sinii/, erholdes ifdige C145) 

r , c* . , «' d.sin'nl e* d^.sin*«* , ^ ^ 

— =1 — « cos ni + -- sm^n/ + -7— 7 — + 7-7-- — jt-s— +*♦•> 0^0) 

a I 1*2 ndl 1,2*3 »»dl« ^ / 

1 
eller, red at transformere sin'nl, sin'nl, sin^iil««« som forhen, 

r e^ e^ e^ 

— Ksl +-- — ecosnl cos2nl — -r-^r-rr (3 cos3«l — Scosnf) — ♦♦♦. (161) 

Af (147) fSlger (i4. F. II, 87, Anm.) 

2A^ 2A' 2A* 

(?o=sti +2Asinti + sin 2« + sin 8 ti -I- 'sin4«+» . ♦, (152) 

2 3 4 

e c* 
idet A=* ^ * og Lagranges Række anvendt paa Ligningen a? = 2 giver 

l+\/l^^ ^ 

^' = if=2iL'^^(2>) ^-T:2-V2>/ ^ 1.2.3 (2)^-1 



*) Det samme Problem forekommer i Cxeometrien, bvor Sporgsmaalet er om for en hvilkeDsomheItt, 
forlænget eller forkortet, Cycloide at adtrykke Ordinaten 2f» perpeodieulær paa Grundiioien, som 
Function af Abscissen x, regnet paa Grundlinien fra Rebroussements-Punktet i deu simple Cy- 
cloide. Ligningerne (145) og (146) falde nemlig sammen med dem for Cycloiden, G»'h I, (206)« 

s X 

ved at sætte attsh, u^z — ,»1= — , r=y, ligesom ogsaa (144) falder sammen med Cycloi- 

dens Diiferentialligning« G. I, II9 (4^)* Jvt for den retUnede Bevægelse, Art. 7, 5<» * 
AntHstiA Mechamk ' ^^ 
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Nåar nu Udviklingerne tf «, sinii, sinS«,«**; betlemte ved Cl^B), indsettes i (168) tillifeffled 
de fundne Rekker for A, X^, >l',*«*9 erholdes Centrets Æqvation ' 

9 — filr=2«nniil + — e*8inSn< »^^a* (tinne — — sinSttlV**.-' (1*3) 

4 4x3/ 

Riekkeme (149), Cl^l)» (1^3) ere for de fleste af Planeterne stærkt convergente« efterdi Excen- 
triciteten e er meget lille. I de astronomiske Skrifter findes de fnidstændigere udviklede (f. Ex. i 
Delambre's Astrononie ere Rækkerne fortsatte, for r til e^^ og for O — m indtil a^* indnaive, 
efter Beregning af OrimUy, -^ En anden Methode haves ved I^ælp af bestemte Integraler^ idet 
man sætter 

ff — ii<=y^|Sinfil + y^2sinSN/'f y^jsinSfif. * «+^rsintnt + • • ^, 

r 

— s? Bn -f- B«cosfi<+ B.cos2nl + B.cosSfif • » •+B;costf»l+* * •, 
a 

O — nt=ssC^8innt+ Cgsin2ft< + C^sinSnl* » .-i-Citåuint + ^ * «, 

eftersom — • er en lige Function af nf, men u — nt og 0— Al ulige Fanctioner. Mao har 
a 

(D., U, I, C90) og (104), idet A=nr, ar^nl) 

2 y-w 1 /»« r 2 z'" r 

Crf=— r"(fl— ni) sinéirt»rf«f=—: /"" coetiiMf (O — «0> 



idet Integralet for Q transformeres ved deelviis Integration, hvorved bemærkes, at — «< er O 
for nf=0 og for fii=s^« Tages Integralerne med Hensyn til u, ved at transformere ifdlge 
(146), (146), (147), erholdes 

2e /»'» 2e /** ■ 

y^f = — / sinfi^sini(ii— esinti)»(l— ecosii)dtf= — . / costC«— esimi^^cosmiii, 

5r«/o nt' o 

Bn= — / (1— ccosii)^dfi = l +— , Jf<== — / (l-*eoQsii)*cosi(fi— esinii),dfi 



2« /»•» 

: / sinff(«— •esinii)*sittflidii, 

nt*/ o 



2 /'" \/ 1 — e« — (1 — ccostt)* r" 

Ci=^ — / cost'(« — ^esinw),««, men / Cl — ecosii)cosiC»— esint«) . rf« = O, 

71 1 «/ o 1— ecosn */ft 



altsaa 



^V^l — «• r^cosH« — esim) . 
d = ; / :• ^, 

nt Jo 1— eeosii 
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Disse Integraler kmite ikke bestenmei ved endelige Udtryk , men de lade Big let udvikle i Rsk- . 
ker efter Potentser af e, hvorefter de forhen fandne Udviklipger Cl^^)) (I^ID? C1^3) atter er- 
holdes. Udviklingen af Bi kan lettest erholdes ved Udviklingen af det simplere Integral 

Pi=r — : / COS! c « — « sin«) ♦ du, 

X 

e dPi 

hvorefter B|«3 r -t"* Tillige sees, at^£ + J7| og ^it — Bf begge kanne sammendrages 

t de 

til Integraler af samme Form som ePi^ 

80. For Cometerne, som i deres Omldh om Solen f6|ge de samme Love som Fleneteme,^ 
ere Banerne meget excentriske eller 1 — c^a meget lille , saa at de foregaaende Rækker ikke 
kunne anvendes. Betegnet ved Z> Ferihellets Afstand, altsaa 

D^aa^^, (164) 

hvor p er Farametren, saa er ifdlge den 1ste C^2f) 



" ^K-4-.'>.) -^^t'-i^.->'»^-fe)^'>'-} 



(165) 



N2— « 



N2— « 



•OB fadMBltei 1(140) tilligemed UdTiklingaii nteaimt 



\2— O 



desuden n 



vt^^JXf^ .,^, 



2-a 



al 



m 



l/fS- o) it L 2 — o (2 — a)> J 



\/(2-o)^ 
Formlerne (155} og (160) redaeeres fbr a *> O, d. e. for TiMMdet af en parabolsk Bane, til* ^ 

t=={*-.m[Kgid+Hg^(f], (167) 

saa at man ved en cnbisk Lignings OplSamng kan erbolde tg^Ø udtrykt expHcite ved t. Den 1ste 

C157) er den belgCffdte Ligniiig {or Parabten (idet D'^^p), og den 2den C157) kaø adlede« 

24* 



cos« ^e 
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deraf ved Inlegralioa ifolge den 2den (117), idet c « /a(l —«*)/*= /l>(l +^J/* IHilge (138), 
allsaa for Parablen * c = /gSJei 0^^- ^^^ '» U, (90))* 

31. Bevægelsen i en hyperbolsk Bftne er bestemt ved Formlerne for den elliptiske Be- 
vægelse ved at forandre o til — a og antage e>> 1. Tillige transformeres (145), C146), 0^7) 
ved at sætte 

«=./IIl/tg(j7i — i/f), cos««-i--, sin«=:--?^=, lgit« = /^tgj/y, (158) 

cos/y . V— 1 

altsaa, idet n r= i-i? maa forandres til /^— 1 ^-i-, 

r=flC-^-i), ^*<=eig/j+ng(i^-i/r), tgie-JH-Jt«!/?. (159) 

\cosa / iA ^ e- — 1 



V^ 



Del samme haves ifdlge den 8den Cl 17)^ Wel c=a /^(e*— l)^=^i-^a6 (jvf* G. I, II, (93), 

hvor f> betyder det samme som her /f). — For Hastigheden 9 haves ifOlge (141), eftersom Ba- 
nen er en Ellipse, Parabel eller Hyperbel, 



Hermed kan sammenholdes for Cirklen (indbefattet ander Ellipsen ved at sætte f^=^a 



).-fe. 



' 

Disse Udtryk ere kun afhængige af Halvaxen a , men uafhængige af Excentriciteten. Det samme 
er Tilfaldet , med Tiden or, hvori en hvilkensomhelst Bue gjennemldbes, besteml ved Bnens Chorde 
k og Summen af Radii vectores til Endepunkterne. Ere neplig O og O' Værdierne af den sande 
Anomalie for det fdrste og andet Endepunkt, hvortil svare r og r , u og 11', % og i^ og sættes 

saa haves for Ellipsen ifdlge (145) og (146) 

9s=8s2a(l — ecosAcosD, iitbs2(A — erinXcofi), 

og -tillige er ilt^ = r* + r* — :2rrcos(0' — 6f} eller, idet r og © udtrykkes ved u^ r og tf ved 
«', dernæst igjen « og 1«' ved A og A', 

A^ =4 fl«siii«A (1— eacos^A'). 

Udtrykket for q tjener til at eliminere ecos/ af Udtrykkene for nv og ft, altsaa 
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ST 



O-'-^'-«')- »•— [H.n-(?^)\n]. 



Disse Udtryk ere uafhængige af ø, og ved Hjælp af det 2det elimineres X bort af det lste» 

Man sætte 

2a — P+& . , 2a—Q—h ^ 

z = -^ == cosf , z = -^ = cosgr, (160) 



altsaa 



00.2A = «'+V Cl - »»)a - »' »), 8A = f-fe tgA=: "°^, "°^ ^ 



s + » 



folgelig 

»T = C' — f — (sinf'— siop. (161) 

Antages Ellipsen redoceret til den store Axe (e= 1 og a endelig), erholdes Tiden t for den retlinede 
Bevægelse fra Apheiium, hvis Afstande 2 a, og hvor Hastigheden «e=0. Idet nemlig fts=2a — r, 

t> « 2 a + r, altsaa z = ^^^^, «'« — 1 , f '«= yr , desuden u — ^ , bliver Udtrykkel (161) for 

a ai 

T reduceret til Udtrykket (39) for t , hvor a og o? ere de samme som her 2 a og r« For Pa- 

rablen er a uendelig, altsaa f og f' uendelig smaa, hvorved f — sinf== J(l — ««)!, ^— sin^==» 

jYl— *''X saa at C161) giver 

T = -L-[(e + *)«-(e-&)i]- • (162) 

6y/* 

For Hyperblen erholdes t bestemt ved at forandre a til — a, hvorved z og z blive storre end 1^ 
altsaa 

sinf = /»^— 1 /^=T, f =3 .-il-, i (a _ /;«iri), 

• —1 

og lignende for sin^ og ^, men tillige na=V^ — ^ i^y ^^a at Resultatet bliver reelt. 

• 

33. Punktets Bevægelse er i de forskjellige undersdgte Tilfælde (Art. 20 — ^31) antaget 
fuldkommen fri. Er det bundet til en fast Flade , anvendes Formlerne (69) , C71) > (72). Er 
denne Fkde et Plan, saa være dette taget som PL xy^ og Punktet være paa den Side af Planet 
hvor i&'nes Axe regnes positiv , altsaa or = or' ss 90^, w'= 180^, samt » => o, saa at den 3die 
CSO) giver Ps= — Z, som maa være positiv, for at Punktet kan forblive paa Planet* Henled 
er Trykket bestemt, hvorefter den 1ste og 2den (69) give 
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dl«"" ' dfii^ • 

hvor X og Y ere Functioner alene af o; og y , efterdi 2 = 0. Bevcgelsen paa Planet er altøaa 
den samme som hvis Panktet var frit og underkastet Kræfterne Jf, Y. Er f. Ex. Punktet blpt 
underkastet Tyngden, saa være Æ*nes Axe horizontal, og fi Vinklen, som Tyngdens Retning danner 
med f^nes Axe^ altsaa 

dl« dl* "^ ^ 

hvoraf de samme Resultater udledes som for Kastebevægelsen i del tomme Rnm C^rtJSO). ErBe- 
gyndelseshastigbeden O, bliver Bevægelsen retlinet parallel med y'nes Axe d. e. perpendiculær pa« 
det faste Plans Skjæringslinie med Horisontalplanet, eller efter Linien af stdrst Heldning mod Ho- 
rizontalplanet, og Bevægelsen f61ger Loven for det frie Fald (Art. 4}, idet blot Tyngden g for- 
andres til dens Composant gcoafi {Faldet paa Skraaplanet), Tillige vil Trykket paa Planet være 
constant ^=gnn/t. Da den til Tyngden svarende Niveauflade er det horizontale Plan (Art. 19), 
vil Hastigheden variere alene som Function af den verticale Hdide, som. er gjennemldben, efter 
samme Lov som hvis Bevægelsen selv var verticaL Dette gj ælder til hvilkensomhelst Flade eller 
Linie Punktet end er bundet, naar det alene er underkastet Tyngden. — * Er den faste Flade en 
Revolutionsflade og Kraften dirigeret i Heridlanplanet , vil Problemet, som Jacobi bar viist, kunne 
reduceres til blotte Ovadraturer. Man antage y'nes Axe som Revolutions-Axe, de andre Axer 
være betegnede £ og ^. Fra det vilkaarlige Punkt paa Fladen være nedfældt en Perpendiculær 
s=x paa y'nes Axe, saa at x og y ere de retvinklede Coordinater i Meridianplanet. Dettes Held« 
oing mod Pi. £y være ^, altsaa 

Kraften oplyses i Composanterne X og Y, efter Retningerne af x og y, og Fladens elier Meridian- 
curvens Ligning være u = f(x^ y)»»0, altsaa ifdlge (69) og (72), ved at sætte PK=A, 

d«y ^ .du d?i ^l o rf« rf*f ^ f -^du / . 

375 "=^-^5^' d75^^^~^dl* d7«'"-^7~*3J- ^^^^> ^ 

du du f du du t 
I den 2deB og 3die kunne indsættes *Tr«s-r--^» -7^^t~-^» ''I'^**^ 

a| dx s % dx X 






(-'l)f 0-(->£)f 



Disse give = — 2_-_2 — S« o, hvoraf ved Integralion 

at^ 
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Irff — f^'l^cd*, (166) 

saa al den paa PI. £^ ]^roji^erede Radius vector x' besbriver Arealer proportionale med Tideroe. 
Man har ted blot Differentiation 

.H«i.ir61ge(165D|^-JK5^--^- J eller if61ge 064) .(;t-A£)=^^- ^. 
Denne combineret med den Isle (163}, nemlig 

dl^x c^ ^ du i*v . du 

dt^ x» dx dt* dy ^ ^ 

Ijjaner til at beateame Bevægclaen i* Retningen af Meridiancarven , men tiUige er ifdlge C166) 
x^dffjf^scéi^ alliaa 

^. (167) 

aom b^tedMiar Ondreiningti dm Ajccb af den M eridiaacorTe , htwi Paaktet lil hver Tid befinder 

aig. Daa IMte af diase BeyiBgelaer .er den samme sqm af el Ponkt bandet til Meridiancarvea aom 

en fast plan Cnrve i PU xy^ idel Kraftens Composanter efter a;'nes og y'nes Azer ere 

c* 
jf^ .— og Yf men efter den 3die Axe o; thi ere Ligningerne C74j) fC^y yD = Oy 2=^0, og an- 

„ du 

tages Z = Of saa haves ifdige den Sdie (.60) costn =sO, hvorefter (70) og (73) give cosm^^F-— , 

dx 

du c^ 

eo8W = V -r, saa at den 1ste og 2den (69), idet PV=»X og X forandres til jf + --, blive de 
dy . ap' 

samme som (166). Ere an ^ og IT blot Functioner af xogy, eller af o? ålene efterdi /'(op^y)«* O, 

saa vil deane forste Bevægelse konne bestemmes vedrQvadrator (Art. 15). Betegnes nemlig ved 

dx* + dy* 
« Hastigheden i Retning af Meridianoorven , altsaa ia* = — ■ ^^ , aaa haves, idet (166) awl^ 

tipUcerede med d^.og .dy adderes og derefter iategreres, 

w« = 2jf(jr+yj|)d^— ^, (168) 

hvorefter d/=— Ii+^^J dx^ som giver I og ifolge (167) t^, soip Functioner af o?, 
nendig ' 
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— &♦ (169) 






Naar Begyndelseshastigheden paa Fladen decomponeres i to^ efter Retningen af Meridiancorven og 

perpendiculær derpaa, saa vil den fOrste af disse være den oprindelige Yærdie af lo , og den an- 

X d tD C 
den 9 parallel med PI« £^, er tillige perpendiculør paa x altsaa liig — r — >=>— • licrved bliver 

.dt X 

altsaa Constanlen, som indkommer ved Integralionen i (168), bestemt, saavelsom Constanten r, idet 
den oprindelige Yærdie af x er given. Til denne Værdie af x maa tillige svare i (169) t = O, 
ligeledes '^=0, ved at lade PI. |y falde samroen. med den Meridiancarve^ hvorfra Bevægelsen 
gaaer ud. Er Begyndelseshastigheden dirigeret efter Meridiancurven , saa haves c^sO, altsaa 
^=aOj eller Pnnktet beveges bestandigen paa den samme Meridiancurve. — Formlerne (168) og 
(169) kunne ogsaa anvendes, naar den givne Flade er Overfladen af et. fast Revolutionslegemey 
som eensformigen omdreies om Axen; thi man behdyer da kun til de givne Kræfter at fdie Cen- 
trifugalkraften, som skyldes denne Omdreining. Er Tiden for en heel Omdreidiug =T, saa vil 
et Punkt, hvis Afstand fra Axen er x, omdreies i den tilhørende Cirkel (hvis Plan er perpendi- 
culært paa Axen, der indeholder Centrum, idet Radius e»d?) med en Hastighed vs^aa?, hvor 

a = -7=7. Altsaa Centrifugalkraften = — = a^x, dirigeret efter Forlængelsen af Radius x, saa at 

i' X 

man blot maa fordge X med denne Stdrrelse a^j?, eller 10^ med a^x^^ Tillige bemærkes, at X 
og y kunne^ som Exempel, betegne Composanterne af den Tiltrækning, som selve Revolutionslege- 
met udOver paa Pnnktet; men da Kraften er antagen dirigeret i Meridianplanet, ^ maa legemet for- 
udsættes homogent, eller, hvis det '^ er heterogent, maa Tætheden folge samme Lov i ethvert Meri- 
dian))lan, d. e. den maa være Function alene af x og y, derimod uafhængig af ip» F. Ex. for en 
homogen Revolutions -Ellipsoide og 7or den Ne^tonske Attraclion haves (I, IV, 14) X = j4x 
(Resultant af Kræfterne ^g og ^f efter Axeme I og f) og Y = 5y , hvor A og B erc con- 

stante, desuden _ + i- = 1 altsaa ifdlge (I68) w^ = hx^ +y, idel man sætter A =3 

og ved y betegner den arbitrære Constant. I Tilfældet af Ellipsoidens Omdreining forandres blot 
ft til A -f a^« Integralerne (169) kunne dernæst fremstilles , hvilke ved Substitutionen x* = u 
reduceres til elliptiske Fonctioner. 

38. Et andet Exempel paa Anvendelsen af Formlerne (168) og (169) haves ved at an- 
tage Punktet blot underkastet Tyngden, idet y'nes Axe er vertical , altsaa X^Oy Y^^g^ saa at 
(168) giver 
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c« 



wa=2^y r+y. (170) 

Er Fladen en KQgleflade med Badias = a , haves x^ =^ a^ — y *, \^dx^+dy^ i= — ^ saa 

v/a«— y« 

at (169) givp 

t= / . ^ , ^« / , ^ , (171) 

"^ V («•— Sf*)(2!7y+y)-c« ^ C«^— y*) V C«*— y^) (S^^y+y) —c« 

henhdrende^ Ul de elliptiske FuacUoner, Herved bestemmes de saakaldte conishe Oscillationer af 
Penduleiy som fremkomme ved at lade et lille fast Legeme Jlf (JPig. 38) , der kan betragtes som 
et Fankt^ ophænges ved en Snor til et fast Pankt C, thi dette bliver da Centrum for en Kugle, 
hvis Radius er liig den nstrammede Snors Længde CM=a, Medens det andet Endepunkt af 
Snoren M forbliver paa Kuglefladen, vil Snoren selv, sat i Bevægelse ved et Stdd, beskrive en 
Kegleflade, hvis Top er i Ophængningspunktet C. Er Begyndelseshastigheden dirigeret i det ver- 
ticale Plan gjennem Ophængningspunktet og Snorens eller Pendulets oprindelige Stilling, PL £y, 
-saa haves c« O, allsaa ^=^0, og den 1ste (171) bestemmer da de plane OscUlaUoner af Pen- 
duleL Almindeligen være Pendulets Af vigning fra 'Yerticalén C y betegnet ^if C y==d, hvis 
oprindelige Yærdie^ for I« O, svarende til Pendulets oprindelige. Stilling mC, er given ved 
^mCY s=a* Altsaa er 

y s=a a cos d f x=aa8\a6> 
Tillige være I og ^ regnede fra den Stilling m C under Oscillationerne , hvor M bevæges hori- 

zontalt, og den dertil svarende Hastighed Være given ==/9 V^^a; altsaa c=s/9 y ^a«a sina, og 
ifolge (170), da oprindeligen to = 0, y = gaQS^ — 2cosa> Formlerne (171) kunne da frem- 
stilles saaledes: 

dt~(1.—==MåL==. 4^=JI/-^<U. (172) 
\0 v/^a(8in*e— sin«a)+2sin*e(cose— cos«) ^* "" *^ 

Ere a og fi meget smaa, maa pgsaa 6 forblive meget lille (uden hvilket Udtrykket for dt vilde 

blive imaginært), saa at man har ved Udvikling approximativt 

% 

l=— (I- r^ ^^^ -l f^ arc^cos^?^^-^-^^-^) 



eller 



e» = a^cQs^t \^ + P ««• * r^ , ("3) 



hvorefter haves 
Ånahflisk MechanUL 



25 
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alUaa 



r g aeosi\ a 




Fdlgelig __ ^ 

^s=sxco8flj^=^a0eosy/=saacost I -^^ £;esdrsin^a«iiØfui^=sii|9fiii^ I ^, 

som give — r + ^ =a'* Disse Formler vise, hvorledes samtidlgen MC oscillerer i PI, MCY 
mellem (xrøndserne d^^a og 6 = 0, tantochront i Tiden — I _, og PL MCY omdreies om 



Verticalen C Y beslandigea i samme Retning, ligeledes taatochront, idet 90^ beskrives i den samme 
Tid — I — . Projectionen af ^ paa det horizontale PI. £f beskriver en Ellipse om CeotmmC, 



livis Halvazer ere aa og a/9 i Retning af Axerne | og ^ (samme Lov for Bevægelsen som i 
Art. 26). Naar specielt a ^^ Øy reduceres Eliipsen til en Cirkel eller CAT beskriver en Bevolu- 
tionskegle, hvilket ogsaa fdlger af QITS), som reduceres til = a. TilUge reduceres Q174J til 



v-'>[f' 



eller Omdreinlngen af PI. MCY skeer eensformigt. 



34* Er Punktet bundet til en given Linie og alene underkastet Tyngden, eller almindeligt 
hvilkesomhelst Attractionskræfter til faste Centrer, saa kan Formlen CT'd) Anvendes, og Problemet 
afhenger da blot af Qvadraturer. F. Ex: i Tilfeldet af Tyngden ^ y'nes Axe antagen vertical 
nedad, haves v's=2^y + /, hvoraf 

i==/jJL=. (176) 

Er Linien ret og tages Begyndelsespunktet i Udgangspunktet, haves ^/ss«^, ysfcosoi, idet • 
er Begyndelseshastigheden og (o den givne Linies Vinkel mod Tyngdens Retning. Altsaa, idet s»0 
for I = O, 

Det samme folger af (78) , idet q)=g og co er constant. Bevægelsen paa Linien er altsaa deoi 
samme som paa Verticalen, fremstillet ved C^^^i i^^^ blot ^ er forandret til ^cosw. For fli=0 

8 s 

haves f ^ =» , saa at det frie Fald gjennem en vertical Hdide a skeer i samme Tid som 

g coso) 
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Faldet paa en Skraaliaie =aeo«o> dragen ud fca Verticalens Overste Punkt. Alle de til hvilke- 
somlielst Værdier af o> svarende Skraalinier i saqime Plan ere Chorder i den samme Cirkel, con- 
atnieret paa a som Diameter^ saa al alle Chorder dragne nd fra det dverste Punkt af den samme 
Ku^a gjennemldbes ved Tyngden i den samme Tid* Den samme Sætning gjælder, naar Kraften 
er en Tiltrækning, proportional med Afstanden, til et fast Punkt beliggende i Cirklens Diameter 
eller dens Forlængelse. Paa den verticale Diameter NP^^^a (Tig« 39} være afsat Halvcirklen NOPy hvis 
Chorde iV O gjennemlobes af Af, som tiltrækkes til C, beliggende i Linien NP i Afstanden iVCss h^ 
Man sætte ilfC= r og Tiltrækningen r=:firy altsaa c* = — ^J'ftrdr^: /ti Qh^ — H), ved at 
antage c«aO i iV, hvor r= A. Sættes NMf=^8 og ^i^PNM^æy saa haves r* =A^+s* — 2Ascos€o, 
altsaa 

1 /»• ds I / Acoso) — s\ 
1«^—- / « a» -— - arc i cos =g — i. 

y/i-/oY2A«cosa» — s* W* ^ Acos« / 

Tiden T, hvori Chorden fiO gjennemlObes^ svarer til fasacoso), fdlgelig 7*=— -arcl cos=a — — K 

é 

som er uafhængig af cø. Det maa kun iagttages, naar A<a, at ikke A<:}a, hvorved T vilde 
blive louginær. Derimod kunde Sætningen ikke gjælde for nogen anden Attractionslov A. Man 
har nemlig 






eller, ved at sætte f = pcosoi. 



■/■ 

-'o 



cos <o d ^ 



> 



hvor c er Fonction af q formedelst r« — A^ ==(;^2_2A^)cos*<ø, som giver, ved Differentiation- 

mei Hensyn til r og », = tg oi . For at T kan være uafhængig af a> , maa man 

A* — r* åia 

dT dv . , de « dr H A«— r« ^ 

have -— BK o , altsaa e sin o + cos i« -— «= O , hvor man indsætte -p- ee— — -j-^-^ — ^f^f 

dw d(o d(a V d(o 9 r 

fSlgellg rv^ — RCh^ — r«) = O eller 



i?dr— i?(A*-r«)«0. 



* d« ' 

SætUs /* /? dr« «, haves 2 r % + CA« — r*) 7- == O, hvoraf ved Inlegralion * «= i ^ C*^ — »**) 
•/ y or 
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hroraf igjen A = — -r-^^/^^i i<l®^ /i er arbitrær. Dette kande ogsaa indsees uden Hjelp 

af Beregningren; thi i Halvcirklen NMp paa Diametren Np skalle Chordeme NM og Nm gjennem« 
Idbes i samme Tid^ ligesaa de forlængede Chorder NMO og Nm o i Halvcirklen NOP^ saa at 
ogsaa Stykkerne MO og mo maae antages gjennemldbne i lige Tiden Antages nu disse Stykker 
uendelig snaa, saa at de gjennemldbes eensformigen, vil det indsees at Hastighederne v og v i O 

r * %■! . -.. «... .. * ^0 MO' NO' ., , ^# f, . 

og o maae forholde sig som disse Stykker, eller — y= «= — r = ?9 idel O og o bestem- 

V mo mo No 

mes ved Chordernes Forlængelser til Halvcirklen paa Diametren NC, Det samme Forhold maa 

f df> df> 

finde Sted mellem KrieAerne efter Banen i ^ og m, thi af 9=>ct> folger --- = c — . Betegnes 

dt dt 

nn Tiltrækningerne lil C i 3f og m ved R og iC, og sættes MC=»ry mC = r, haves 

RcoaCMO' MO' rcosCMO' ,,, ,. /I r „ „ •:, ' ^' 

-7 t:- — r = >=»-7 ;; r, i6lgelig -r> = -T eller Rr^ur^ idet n=-r* Bevægelsen 

ReosCmo mo rcosCmo R r r- ^ r ^ 

fra N i den vilkaarlige Retning NMO' skeer med vdxende Hastighed indtil 0\ hvorefter Hastig- 
heden aftager og er. O i den forlængede N O' i en Afstand fra O' Hig iV^O' d. e. i den Cirkel 
hvis Diameter a^=»^k (jfr. Art. 7, 1? )• I de Cirkl er, som falde ud over denne Grændse, ville 

# 

Chorderne ikke kunne heelt gjennemldbes , men^de tantochrone Oscillationer frem og tilbage paa 
hver Chorde finde kun Sted indenfor den nævnte yderste Cirkel! Det maa endnu bemærkes, at 
Tilfældet af Tyngden er specieK indbefattet ander R=a f^r ved at lade C være nendélig bortfjer- 
net, altsaa r uendelig, men tillige /«=3~ d. e. uendelig lille. 

85. Paa Formlen «C175^ stdtte sig Oplosningerne af forskjellige Problemer, som angaae 
Sammenligninger mellem Tiderne, hvori Faldet skeer paa hvilkesomhelst Linier, afskaarne mellem 
Endepunkter, som enten kunne være fkste eller bestemte ved givne Linier. Heriien h6re de efter- 
fdlgende Ezempler* 

I. At bestemme den rette Linie NS) (Fig. 40), paa hvilken Faldet skeer i CortesI Tid 

fra et givet Punkt N lil en given ret Linie PQ, — Man antage NP at være Frojectionen paa 

Planet NPQ af den verticale Retning fra iV, og i Planet NPQ være PX horizontal. Man sætte 

« ^ 2 s a cosa 

^XPQ^aj A^PNO^øy NP=^ay NO^s, altsaa l«== , ss= — ; r, som give 

^ cos CO cos(co— a) 

acosa 



g [cosa+ cos (2 o) — a)]* 
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hvor g er Tyngdens ComposanI eller Retningen iViP. Minimnm heraf srarer til coes^o^, saa at, 
naar i^XPQ halveres ved BP, er O bestemt ved O verskj »ringen af PQ og NA-^PB^ Dra- 
ges Op=^BP, idet p er Skjæriogspunktet med NP, haves pO-^NO, eller Np er Diametren 
for Halvcirklen NOp^ som i O rdres af P^, efterdi |a = ^p OP =z_piVO. Oplosningen 
vilde derfor ogsaa knnne ndledes af den Sætning, at iVO maa ved Faldet gjennemldbes i samme 
Tid som Diametren Np for Halvcirklen NOp^ og den mindste af Diametrene for de forskjellige 
Halvcirkler NOp^ som knnne træffe Liaien PQ^ er den, hvis tilsvarende Halvcirkel tangeres af 
PQ. Den samme Opldsning maa derfor ogsaa gjelde, naar man istedetfor Tyngden antog Til- 
trækning til et Pankt C i Linien iVP, virkende proportional med Afstanden. 

n. At bestemme den plane Garve, paa hvilken Faldet fra et givet Pnnkt til et hvilket- 
sorahelst andet skeer i en Tid proportional med den, hvori Faldet skeer paa den tilsvarende Chorde« 
— Man betjene sig af Polar* Coordiuaterne r og 0, idet det givne Pankt tages som Pol, og Ver- 
ticalen dragen fra samme nedad tages som fast Axe. Altsaa 



\ g cos 



dO, 



idet d beteler det givne Forhold. Ved Differentiation med Hendyn til r og O erholdes 

Ca*— l)cos«^ ("-Y —fnn2e.r^ + Ca^ cos«5 — sin^^r«« O, 

\au/ ad 

dr df 

som er homogen med Hensyn til r og -—, fdlgelig let integreres* Fora =3! erholdes —« col2d.dd, 

du ^ N r 



hvoraf r=sev sin 2 d, idet c er arbitrær. Denne Ligning tilbdrer Lemniscaten, hvis Dobbelt- 
pnnkt er det givne Pankt, til hvilket Tangenterne ere stillede, den ene vertical, den anden horison* 
tal« Til dette Resultat kommer man ogsaa ved at bemærke, at naar den sdgte Bue NM (Fig. 41) 
skal gjennemldbes ved Faldet i samme Tid som Chorden NM^ ligesaa Baen NM3/ i samme Tid 
som Chorden NM\ saa maa ogsasr den lille Bae MJl/ gjennemldbes i samme Tid som Stykket 
mJ/ af Chorden NJlt, som afskjæres ved Halvcirklen paa den verticale Diameter NP. Naar nu 
M og M* ligge hinanden uendelig nær, kunne Hastighederne i 3f og m sæltes ligestore, eller det 
uendelig lille AMJi/m er ligebenet, saa at dets udvendige Vinkel ved Jf/^ dannet af Bueelemen- 
tet mm', og Forlængelsen af Radius vector NJi/^ er liig den dobbelte Vinkel, som dannes af Cir- 
klens Chorde Nm og dens Tangent til m, altsaa, idet ^PNm = 6^ ~r^='Cot2d((r.I,ll,C61))9 

rad 

som forhen. Da Cirklens Chorder NM og Nm ogsaa gjennemldbes. i lige Tider, naar Kraften er 
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en Tillrækniiif proportional med Afstanden til et Punkt C i Diametren iVJP, aaa maa den boTbte 
Egenskab ved Lemniscatbnen ogsaa gjælde for denne Kraft sat istedetfor Tyngden. Dette yiser 
sig ogsaa let, thi yed at søtte 






% ■= r-T' WC I COS . - . — ^, - 

år 
og ved demttst at differentiere med Hensyn til r og erholdes — --^=3cot20. Skal Forhol- 

det mellem de to Tider, svarende til Chorden og til Baen, vere liig en Constant a, erholdes og- 
saa samme Resnltat som for Tilfældet af Tyngden , hvilket desuden fdlger af Figurens Betragtning, 

idet det uendelig lille ^Mdim giver = — —t. 

ni. At bestemme den Linie, paa hvilken Faldet skeer i kortest Tid mellem to givne 
Funkter (den hrach'^tiochTonMkt Linie). — Det overste af Funkterne være Begyndelsespunkt, PI. ocy 
være det vertioale Plan lagt gjennem ^tg%^ Punkter, y^nes Axe vertical nedad, som forhen, rt'nes 
Aze horisontal. Altsaa ifolge Cl 75}, idet }^s= O og £ er Coordinaten x for det nederste Pankt, 

^0 yy 



åy , dz 



hvor «e=x ^i + y « + »*, ys=a^^ » *=3- Oom i I, V, B)» Ifdlge Variationsregningen, idel 

dx dx 

dfVdx = og F-=T-;-, Mtsaa —=,— ___, _,=,_2__, — = 0, —,= -7-, haves 
til Beslemfnelse af Functionerne y og j^: 



» d • 






2y\/y dx da? 

Den sidste giver a«=C4i\/y, som combineret med' u* = l+y* + »* giver « = ^ ^ -* 

^ • 1 -- C^y 

Delte indsættes i den forste, altsaa 

^ y /l — C^y 



— 7===+ :j «= o 
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^"«^ rr^+ ri ^ r2 ^ °^> ^®** •* *«"« dy'=y"dx, eller ^^ + —J^^f ^ ^ ^^jj^^^ 
ved Integration (1 -fy^^) _ r» ^ ^^ hvoraf 



y=-±- J — (i+cac'j. 



Delle indsat i Udtrykkene for u og z giver ii* =— , »'= cyd. Altsfia haves »a=cyc'.a?+C'', 
men for det dverste Punkt er d? « 0/2 « O , altsaa c' = O , og for det nederste er ^vet o; = S> 
2 = 0; fdlgelig jC^V/C'^sO, hvoraf C »o fthi formedelst «<»— kan man ikke have €!=o\* 
Altsaa almindeligt s es o d. e. den sdgte Carve ligger i det verticale Plan x y, lagt igjennem de 

givne Punkter. Tillige, ved at sætte (f^^^^a, reduceres Udtrykket for y til y»±. Å ^ -^1, 

N y 

folgelig 

4. y^'y 



dx 



/^ay ^ 



»a 



y 

som er DifTerentialligningen for Cycloiden, stillet med horizontal Grondlinie og Convexiteten nedad* 
Idet «B=aO for y^'O, erholdes, som hekjendt, 

areasaarc f cossa ^)Tf">/'2ay— y^ , 

saa at del Oversle givne Pankt er Rebroussementspnnktet i Cycloiden, altsaa den fdrsle Retning af 
Bevegelsen verticaU Cirkelbuen i de to f5rste Qvadranter svarer til dverste Fortegn, og den i 
d^ to sidste Qvadranter til nederste Fortegn. Da x = | for y^^T], haves til Bestemmelse af a 
(den mllendo Cirkels Radius) en transcendent Ligning, som kun kan oplOses ved Approzimation* 
Tiden I for Faldet er bestemt ved 

CdAdx \ ^ p^ ^y (^ / *^v\ 

^N7A F""N7A J'2av-tf^"~ >7*"^^^^^'"' « / 



ay 



altsaa ncos J -^ /eaa— 17, hvad enten det givne nederste Pnnkl falder i den ene eller den an- 

* 

den Green> d. e« hvad enten l<.na eller £ > ^ a, men i sidste Tilfælde mah Buen J — f tages 



aoo 

i de to aiåaie Qvadranter *). Ugge Punklerne i den samme Vertical, haves $cbO, som giver 
a = oo, fdlgelig j;=Oog<=l— 5 eller 17 «= J ^ <* , Formlen for det frie Fald. — Del kan 

bema?rkes at iSfQif)udx^=0^ hvor fiy) er en hvilkensomhelst Fanction af 3f, giver paa samme 
Maade 2s=0 og d3g= -- — flivorunder det foregaaende er indbeHattet idet fys^— -- 

og Problemet med Rensyn til KJædelinien idet fy^y + cY For det relative Hinimam med Hen- 

syn til en given Buelængde forandres blot fy til fy -f c, og c beslemmes ved den givne Længde. 
I6vrigt vilde Regningen afkortes, hvis man log y som den Uafhsngige i Integralet , cUer ogsaa 
satte V^fCx)Uj hvorefter ij'vdx = 0. 

IV. At bestemme den plane Cnrve, paa hvilken Tiden for Faldet til det laveste Punkt er 
en given Function af Udgangspunktets verticale Hoide over dette laveste Pnnkt, idel Udgangs* 
punktet lages hvorsomhelst paa den samme Cnrve. — Betegnes ved h Udgangspunktets Hoide over 
Cnrvens nederste Punkt, og tages dette sidste som Begyndelsespnnkt ^for den verticale Coordinat 

«, regnet positiv opad, samt for Bnelængden «, saa haves ifélge (175} ^^gims i ' ^ 

Jo /A-y 

Settes nn s=^f(jf)^ der kan betragtes som Ligningen for den sdgte Cnrve, og antages 
^^g t •= fCh), som betegner ea giren Fanclion, saa haves 






^ r'iy)dy 

/A— y 



Af denne Ligning følger som bekjendt (/>• II, Y, (56) og C56')) 






/y—e 

Specielt bemærkes den lavfocArontsJire Cnrve, for hvilken Tiden er uafhængig af A, tltsaa F(K)^^Aj 



\ 



*) Da V^Say— y* skifter Fortegn ved Overgangen til den anden Green af Cycloiden* haves, for 

Cs jr«« dy rV — rfy / |,_»\ 
{> ntu A — I = / . ' y. : + / ^y =2jr'— arc I cos = I, det sammesom 

arc ^cos = -J tagen i Sdie og 4de Qvadranl. 
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eB eonsiant Stdrrelse, hvilket giver 9^=»f(s)^» — \/y> ^\»9A^ idet x'oes Axe er horizonfal i 

5V 



Carrens Plan, 






Settes ^«;=29v*a, erholdes dtt^^ ^ y)_y ^ lilhdrende Cycloiden (stillet ligesom i Probl. 

UI), idet 9 og ff regnes fra det nederste Pankt, Cyeloidens Toppunkt, saa al «^ss — — ye=8«3r 



Qvt 6. I, 1I» S5^ IX) og 1:= 



/2^ 






86. Naar Punktet, bundet til den givne Cnrve, er underkastet Tyngden og Mediets Mod* 
stand Fy som er en Fnnction af Hastigheden e, saa maa Ligning (78) anvendes. Buen »=■ CM 
(Pig. 42) og Ordinaten CP 9s y, afsat paa Axen C Y, vertical opad, regnes fhi et ^vet Punkt C 
i Curren, altsaa CM^sa — - «, i modsat Retning. Han har da 






(176) 



idet V er positiv eller negativ, eftersom Bevægelsen skeer i Retningen NMCJH^ eller den mod* 

~-j, naar Fnnctionen f er ulige, positiv eiler negativ tilligemed 



ds 



— , hvorved Formlen (176) bliver gjældende for begge Retninger af Bevægelse; derimod 
dt 

K=Jt- /("--), naar f er en lige og positiv Futtotion, dverste Fortegn for Retningen NMCJH^, 

nederste for den modsatte. Er Curven en Cycloide stillet med horisontal Gmndfinie, Convezitc- 

dy s 
ten vendt nedad, og er C det nederste Punkt, saa haves ^cs-— ., idet ø, som forhoi, er Ra* 

ds %a 

ditts i den rullende Cirkel. Er tillige Modstanden proportional med Hastigheden, altsaa 
r= — |- -^ , saa erholdes ifdlge (176) 



dt* k dt 4a ' 



(177) 



Ånatyii$k Mechimik* 



26 



9 



af Fomen (40), hvor « of /u ere Ugae istedetfor her # ogr /-. AltMi natr ft > ^gk^ er Be* 

4 A 

Yøgelsen oseUlatorisk og Untochron, og OscillatioiifUden O^^^n A — /|.— ^j « AlUaa i 

det tomme Rom haves ØaSyv J -— , lom halveres i det nederste Ponkt C (jvf. Art. 35, IV). — 

Tautochronismea floder endna Sted for Cyclolden ifølge (60) og (fil^y naar til Tyngden og Me- 
diets Modstand, proportional med Hastigheden, fdies Friotions-Modstanden proportional med Trjrh- 
ket P. Ved m betegnes Vinklen, som Tangenten' danner med Tyngdens Retning, saa at man har 

(Art. 16) />-■ — +^8inw, og ifdlge Cycloidens Egenskaber eos«a=^a= — , p=:2v Sa(Sa— «) 

^ a# 4ii 

as/^16a* — «', altsaa, naar Friotidnen fremstilles ved øP, og Bevmgelsea er dirigeret i Ret- 
ningen SiCMNy 



d^s g ds g 



/ijsnr^i- n' i6««J ''• 



(178) 



Denne Ligning er af Formen (61>, naar man forandrer $ til x og støtter 

dx /iQa*—x2 ^ 4a ' ^KxdJ • 4a Ir da: da?*' 



af hvilke den f6rste giver ved Integration AT^s^i^x + ø^ J 1 , idet Ar=aO for Udgangs« 



_ ^ 



punktet, nemlig opas —. 4iieoscs, hvor m er bestemt ved cotcoBsø (saa at 00^^— m er Fri- 
etions-Vinklen d. e. den Holdning af el Skraaplan imod Horisontalplanet^ som giver LigevsBgt mel- 
iM Frietions -Modstanden ø^sinie og Tyngdens Composant efter Skraaptanet geoB»). S«ttai 

dx 
• C9B JTT, eriioldes T bestemt som i Art. 11, hvorefter -r- => JTT, som igjen let bestemmer x so« 

di 

Fnnetion af I, hvorved haves, naar for x skrives «, den til (178) svarende^ primitive Ligniag. 

Tiden % for Revegelsen op til det Fankt-, som svarer til 7 ■■O, er bestemt ved (56), idet 

A= \ /*""^» ^_, ^C m ) I udgangspnnktet er l«0, T« oo, X»0, « lilg Begyn« 
delseshastigheden, som er vilkaarlig. 



S7» De plane Ofcillattoner tf Peadalet i det lomme Rum bestemmes i(6\ge OlS) ved at 
lade den.^vne Carre Ysre en vertical Cirkel, hiia Radius ^^a^ Pendulels Længde. Allsaa, idel 



^Alniffl O (fig. 43) tages som Begyndelsespnnkl, a;* + y**8»a'^ ds 



, hvorved den 



\/a«— y« 
samme Fonnel udkommer, som kaves ved i den 1ste (171) at smile cb=bO« Hastigkeden « er 

©• y 

bestemt ved «*«sSyy + y, og Trykkel, eller Pendnlsnorens Udspending, />= — -f^ -^, altsaa 

p ss^A^ — £.« Den sl6rsle Spmndug finder altsaa Sted i del nederste Pnnkl C, kvor y »o* 
Dersom Snoren kan kan reagere mod Udspænding, maa P ikke blive negativ, eller man maa 
kave y > — ^ , nden kv41kel Pnnklet M vilde forlade Cirklen eller Bevægelsen blive fri (Kaste- 

bevægelsen)* Dette Tilfælde kunde indtræde ^ efterdi ptsaQ svarer til y«: — -^^ som bestemmer 

del bdieste Punkt , hvortil Péndnlét kan stige , hvis nemlig denne Yærdie ikke selv er st6rre ne- 
gativ end — a. Formlen for e viser, at naar Begyndeiseskastigheden i iV er stérre end den Hastigked, 
der skyldes den TerliealeHdide af det éverste Punkt (f over iV, vil Omdreihingen om O f^Idfdres gjennem 
kele Cirklen og fortsættes bestandigen I samme Retning; men for enhver mindre Begyndelseshastig« 
ked vil Pendulet, efterat have naaet det Punkt, som svarer til vssQ, forandre Retning og der- 
efter bestandigen oscillere, afvexlende i den ene Retoiug og i den modsatte, mellem de lo paa 
begge Sider af Verlicalen <fOC symmetrisk beliggende Punkler, som svare til e^sO. -* Han 
sætte Buen iVJIf =:« og Afvigningsvinklen MOC^s= 0^ kvis oprindelige Yærdie er ^iVO C= a, altsaa 

Tillige være h den H6ide, som skyldes Begyndeiseskastigheden,- altsaa 2g(h — acoaajssy. Her* 
ved bliver Formlen C175) transformeret til 

■ 

add 






(179) 



■ ... . ■ j 

^ \/2<7[A + aCcos6— cos«)] 

hvor I er Tiden svarende til Buen iVJIf, d. e. hvori Pendulet bevæges fra OiV til 0¥, som for- 
udsættes at være Begyndelseshasligbedens Retning , (nemlig o >(?, thi i modsat Fald vilde man 
bave s=ai6 — æ), eller Integrationsgrændserne vilde blive ombyttede). Han maa skjælne mel- 
lem disse. tre Tilfælde: 

, A =s a (1 + cos a),* h^ a(l + co8a)j *<a(l+eosa). 

I del 1ste Tilfælde, h lilg den verllcale H6ide af (f over iV, erholdes i under endelig Form : 

26* 



«M 



'«i 






(180) 



sat at Peodalet red Omdreining i I^etning«!! NMC nermer sig i det sendelige til SttUiogeD 
O (fy idet 0=s^n r^ver I = oa 1 det 2det eg SSie Tilfælde, Yed at sstte eosØ-« 1 — 8 siii*|0, 
kaves 






181) 



hvor ir er Hdiden, gom skyldes Hastigheileii i det nederste Fiukt €. I SdetTilfelde er B'>^a, 
saa at Pendulet bestandigen omdreie« i samme Retning, altsaa, Yed Betegnetsen for den eUij^ske 
Fnnction af 1ste Art, Hodalas sat = c, 



Så . 



l-c f^[FGa)-F(Jtf)]. (188) 

Tiden 7 for en keel Omdretning erholdes formedelst I sa } T, idet a = O, (9 «= — n^ fdlgelig 
7=8cJ^F^ I 3die Tiirclde er H<2a, 8M et fioYmgeUen er oseilUtoriak. Man kan da 

antage A=sO, saa at 0=« og 0«= — a ere de yderste Afvigninger CO N og CO 19^, paa den 
ene og den anden Side af Yerttcalen, og man erholder 



N2a ^ 



sin } os e nn 9 , 



U.\f- 



F (?>)]. (18S) 



Tidei^ 7 for en heel Oseillation er bestemt ved fa|7 for Øe=sO, 9« O, altsaa 7=8 J ^pi 
eller ved BekkendvikUng (P. II, I, (88)) 

Ved Bortkastelse af c^ og hdiere Potentser eriioldes approzimativt, . for PendoloseiUationer i en 
meget lille Bne NCl^^ 7»5F .1 -^ , som er nafhængigt af a. Dette TilMde af Tantochrbnisme 

er grundet i at CiriKlen med Radius ^a a er oseolerende tit Cycloiden i dens Toppnnkt C (Pig« 4SX 
idet den rullende Cirkels Badins s=|irf jvf. Art, 35, IV, hvdr 8Ibs sv J -^ ved Forandring 
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/ 

é 

I 

•f a til ^øY *-* Idet Tiden for Faldet, uden Befyndekeshastighed, fra N til C er bestemt ved 

t » ^ r, Yil man if6lge Theorien af Molliplieation og Diviiion af den eonplete elliptiske Fanction 
af 1ste Art knnne bestemme ethvert Pankt m 1 Baen JVC, saa at dertil svarer en Bne Nm^ der 
gjennemldbes i en Tid, der staaer i et opgivet rationalt Forhold til Tiden \ T. P. Bz. naar denne 
sidste Tidslængde ska) kalveres ved Punktet m, maa hertil svare ifdige C 183} F 9) » | F^ ^ altsaa 

(D. n, IV, C30)) sin' 9)«- — -, som giver sin|0 »csin^ »Vi— ^ = V^l— cos^a =y 2sin^. 

Naar altsaa Baen C iV halveres i f, bestemmes m ved Chorden Cm, der maa forholde sig til 
Chorden Cp som y2 til 1* 

88. For Oscillationerne af Pendulet nnder Modstand af et Medium, fremstillet ved F, som 

er en Fnnetion af Bastigheden «»j-> haves^ idet NM=9 (Tig. 48), -j^^gAvS^^V. F.Bx. 

gm ét m 

for Modstand proportional med Hastigheden, altsaa V=^ -^^ erholdes, idet s^^xaCa -^0), 

k di 

f^ + £^+£ai„d=0, (186) 

som gjælder for begge Betninger NCl/ og l/CN. Denne Ligning tilstæder ikke Integration nn- 
der endelig Form ; men for Oseillationeme i meget smaa Bner haves,, ved Bortkastelse af 0' og 
hdiere Potentser, SinØ<^tf, htorved (186) redneeres til Formen af ligning C177) for det tilsva- 
rende Tiffælde ved Cycloiden, naar fi denne sidste Ligning a forandres til ^a, hvilket, ligesom 
forhen, er grundet i Cirklens Osealation til Cycloiden i det nederste Punkt C — Antages Mod** 

9 ds'^ 
standen proportional med Hastighedens Qvadrat , altsaa F = ^ -r-r , saa erholdes istedetfor C185) 



*!f-.^«(^Mri^ = 0. • (186) 



(af Formen C47)), som kun gjælder for Betningen NCN. Sættes {--J ««, «^?Uaa — « —— j^ » 

2 — 

<»* • 

1 Åv 

-- j-y saa traniformeres Ligning (186) tH en anden, som er af 1ste Orden og lineær, mellem 

X og 0, nemlig 

dz 2ga 8^ . ^ ^ 



Wå 



<x=4 \1 r _££. ^ P^unedØ, låtsu, idel «s=6 

ntL at Pendnlet red Omdrdning i I\etniiu 

« C*, idet e = — » »iyer I = oa Ide»^ «o + /#«iBa)], (187) 



A + a Cl — oos « j iB / I o 
hvor ff er Hilden, som <lr- ' r ^ ^ ^ 



O 



^f onder 



saa at Pendulet bestaiidi? f "^ i <^ » C '^ APP^ 



Fnnction af 1ste 



Wijf 



.^ 



Tiden T toffj i 

7= 2c, ^Ake i det laveste Puni^. 

^^^ .vr en positiv Yerdie fl=^, som ved Bort- 

^ ^ Destemt ved /9'ai8/isin'4^* Pnnktet iV^ i den opttifende 

.a f&rste Oscillation, er bestemt ved ØBB.^a^, som giver ns»0, alt« 

.c a^s=o — é^ og ved nt ndvikle og bortkaste Leddene af 2den Grad med 
^ é og /ij 

«j=« — 2Cl-*acot«)/«. (189) 

Antages a meget lille, haves /t^^ifta^, a — a| ^}/(€(*» der kunne betragtes som de ved 
Modstanden bevirkede Tab af den fftrste Halvosclllalion og af den fdrste hele Oscillation, saa at 
disse Tab forholde sig til hinanden paa det nermeste som 3 til 4. Oscillationstiden T er bestemt 
if6lge (188) ved 

Da- a ==■- O for 5 = — a^ , haves ef^t (cos a^ — ' /e« sin a|) «= e~^ (cos a + fisiutt) j folgelig 

/o ^ f»t dd 
w~ «=»/ r? — » *^®* «i betegner det, som « forandres til ved for u og « at indsatte 
-at y « *^ o K «1 

— /le Og 0|. Altsaa, ved at s»tte 



/: 



0\/2(C080-f/ 



i 



— å i hYOt å ( 



Panctic 



^s 






^, at det bele System af tabte Krøfter er i 

Vdelse paa Bevedrelsen, men bestemme alle 

H^ben, og som overvindei ved Reaelio- 

^ PriDcip {d*AlanherU Prineip for de 

ni Dyoamiken til dem af'Statiken, 

iM^ efter Forldbet af Tiden i er 

> beveges fra a^ til et andet 

\m paaviitende Kraff Py 

*de8 Hastigheden e. og. 

^e Kraften p^ fdre 

^r det, som ved 

*gevcgt. Er 

Vk9i Linien 

-II« 



— oeoso 



[E^OibIo^) — COS^jw. 



Ved UdvikUng havQs (D. O, I, C88)) F^CO«=Jw(l +*«*), EKO^JsrrO — JeOi - 
bortkaster r^; altsaa, naar a^ og bdiere Potentser bortkastes, 



'»»^^[l+^at-^aV]. 



(198) 



Ved Bortkutelie af a* bliver fSlfelig T d«n famme som i det tomme Rum, men de Led af Or- 
denen /f, som bøvede hinanden ved Udvikling af fCf^^a^+fQ^fia a^), bestemme den Stdr- 
relse, hvorved Tiden for den f5rste halve Oscillation er fordget, for den anden halve formindsket, 
saa at disse to ligestore Virkninger af Fluidets Modstand compensere hinanden med Hensyn til den 
hele Oscillationstid T. 



ANDET CAPITEL. 

Bevægelse af et System af Punkter. 



fOrste afsnit. 

ITAlemberU Prme^. 

1. Man anttge forelagt et System af Piuktery hvia Masaer betegnes m^y m^f f^t%***m^ 
forbundne aied hinanden paa en kTiIkensomhelat Maade og underkastede givne Krølter. For 
Punktet m^ være Coordinateme eller de retvinklede Axer almindeligen betegnede x^, y^^j x^^ og 

den accelererende Kraft være P^^ hvis Composanter efter Axeme betegnes ^^, Y^, 2^. Tillige 

være Foriliindelsen mellem Punkterne udtrykt ved BetingelsesUgninger mellem deres Coørdinater, 
som forhen i Statiken (I, V, (9))* Foimedelst denne Systemets Sanmiensætning, og da alle Kræf- 
terne P^ ere givne saavelsom Stdrrelsen og Retningen af Begyndelseshastigheden af ethvert af 

Punkterne, maa den hele Bevægelse være aldeles bestemt; men efler Forldbet af en hvilkensom« 
helst Tid i vil ethvert Punkt m^ i det fdlgende Element dt bevæges paa en anden Maade, end 

hvis dette Punkt var fuldkomment frit, paavirket af Kraften P^ sanU af den virkelige Hastighed 

c^, som svarer til Tiden t. Den virkelige Bevægelse af m^ i Elementet dt kan antages at være 

den sammCy som hvis dette Punkt var frit og paavirket af SlutningshasUgheden e. og af en acce- 

lererende Kraft Q^ , som i Størrelse og Retning er forshjellig fra P^. Antages nu ethvert Punkt 

m^ underkastet foruden den givne Kraft P^ desuden Kraften Q^ og en anden ^^ Hig og modsat 

Q^^ saa er det givne System af Kræfter ikke 4erved forandret, men da den virkelige Bevægelse 

er den samme, som vilde finde Sted, hvis Punkterne alle vare frie og alene underkastede Kræf- 
terne Qj^y saa maa, formedelst Systemets Sammenscftning j alle Kræfterne P^ og Q^^^ (for 

k^l, 2, 3, . • .») være i Ligevægt. Ved Sammensætning af de to Kræfter P^ og Q'^ virkende 

paa m^ haves en Resultant, p^ , den tabte Krafty som igjen ved Sammensætning med Q^ giver som 



Besnltanl P^. Sætningen kaa tltoat udtrykke« derred, al det kele Sysfem af tabte Krøfler er i 

lÅgtwmgi. Disse Kræfter ere saaledes uden nogen Indflydelse paa Bevægelsen, men bestemme alle 
de Tryk og Spændinger, som Systemet lider nnder Bevægelsen, og som overvindes ved Reaetio« 
neme, som fremgaae al Systemets Sammensætning. Dette Princip {d*Alemberts Princip for de 
tabte Kræfters Ligevægt) tjener til at redocere Problemerne af Dynamiken til dem af'Statiken, 
altsaa almindeligen til de virtuelle Hastigheders Princip* — Naar m^ efter ForlObet af Tiden I er 

i el Pankt n^ og i det næste TidselemenI d<, kvis det vaf frit^ vilde hey^gea fra a^ til et andet 

Pankt b^y hvilken Bevægelse alene er bestemt ved Hastigheden e. og den paavirkende Kraff P^, 

saa bevæges det i Virkeligheden fra a^ til c^ , en Bevægelse , som skyldes Hastigheden «^ og* 

Kraften Qj^^ Naar altsaa m^ befandt sig nden Hastighed i c^ efter Tiden i, vilde Kraften Pj. fere 

det, hvis det var frit, fra c. til 6^ i Tidselementei dt^ men dei^ne Bevægelse er det, som ved 

Systemets Sammensætning er forhindret, idet alle Kræfterne p^ holde hinanden i Ligevægt. Er 

y^ et Pnnkt, hvortil m^ knnde flyttes fra c^ formedelst Systemets Sammensætning^ altsaa Linien 

(c^y.) en virtnel Hastighed, og" sættes ^^^j^^^^^^^^ m« haves 2^«j^p]^*(Cj^yj^costf = 

(I, Y, 4), idet 2 betegner Sammen svarende til A«s 1, 2)«*«fi> men tillige er (c^b^^ =» ^Pj^dfl 

(I, den 2den 0&)), folgelig 

2mj^ (c^ h^ (c^ y^) cos © = O. 

1 Trianglet y^^c^^^ haves (ri^^j)^ ='(%^i)^ +(^1,^1)^ ~ 2(^t V(^*y*)^®*^» •^**** 

Denne Stdrrelse er positiv, saa at det virkelige System af Stillinger e^, c^^ Cg,«»« er paa den 
Haade forslyelligt fra ethvert andet y^, y^y ^99***^ som den materielle Forbindelse af Pankterne 
kan gjére muligt, at Qvadrateme af de tilsvarende Afvigelser C|6| , c^b^^ c^b^y^** fra de Stil- 
linger, som Punkterne vilde erholde hvis de vare frie, alle multiplicerede med de tilsvarende Mas- 
ser M|, m^, M8,»««9 give en Sum, som er et Minimum (Gauss^s Tbeorem). Systemets Bevægelse 
skeer altsaa i Virkelighed paa den Maade, som til ethvert Tidsmoment staaer i den stdrst mulige 
Overeensstemmelse med den frie Bevægelse, eller under den mindst mulige Tvangs idet man som 
Maal for Tvangen, som det hele System i hvert Tidselement lider, tager Summen af alle Punkters 
Masser hver multlplieeret med Qvadratet af Punktets Afvigelse fra den frie Bevægelse*). Princi- 



*) De frie Bevægelser, forsaavidt de ikke knnne beataae med de nødvendige Betingelser, blive alt- 
saa f som Gaoss bemærkede« af Naturen neiop paa den samme Maade modificerede , paa hvilken 

27 



210 



pel for Ugevøgt er heri indbeftltel, og bestaaer i at Pnnkteme hvirende i a^y a^, a^,*«« ikke 
bringes ad af disse Stillinger ved Krsfterne P^^ P^y JPs,«*., forsaavidt Summen ^^^(fijg^^^ 

er et Miniiram, saa at kele Systemet ved at forblive i sin Stilling kommer iiermere til de frie 
Bevmgelser af de enkelte Punkter end ved enhver Udtrødelse af samme Stilling. 

2. Composanteroe af P^ efter de retvinklede Axer betegnes X^, Y^, Z^; Composanterne 

d'^x^ d^y^ d*Zj^ 
af Qj^ ere -ry 9 --•rj 9 -rj » og de af ^^ ere de samme med modsat Fortegn. LIgewgten 

finder Sted mellem alle Kræfterne P^ og Q'^ altsaa for Systemet af alle Krefterne 



-*('*-S-0' "*(^-SrO' -i(^*~^*> 



(O 



svarende til k =sl, 2, 3,**«fi; men tillige ere visse Betingebesligninger opgivne mellem Coordi- 
natemcj nemlig 



«i — Cj, tf) -* <^2)* * * •^r "* ^r » 



(«) 



hvor Ui, «,,».. II ere Fanctioner af CoordiDateme, c^, e^^^.^e givne Coutanter. AiUaa ha- 
ve. (I, V, (11)) 

(3) 
som deler sig i 3 n Ligninger 






^*yA , <*«! , du^ , ^«r ^ 



*\ * d«*/ *dy 'dy 



''rfy* 



(4) 



d^«. 



d»« 



dif 



*0*-l?)^^»S:*^«57--^^r,-r=o» 



for llr==l, 2,*»«n, hvormed combineres Ligningerne (2), hvilket giver Sn + r Ligninger tjenende 
til at bestemme de 3n Coordinafer som Punctioner af Tiden, saavelsom X^y X^^^.^X eller de til- 



den regnende Mathematiker, efter de mindste Qvadrateri Metfaode, ndjevner Erfaringer, der have 
Hensyn paa Størrelser, som ere forbundne med hinanden ved nødvendige Alhænfpgheds^Love* 
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svarende Modstande, idet alBniodeUgen lil BetiBgeben ti »c svarer en Modstands-Kraft eller 

du du du 

Reaction mod m., hvis Composanter efter Axeme ere X — -^ X -r^. X -7-^* 

** '^ •dx^' *dy^' *d»^ 

S. D^AIemberts Princip anvendes ikke blot paa continneiligt virkende Kræfter, comparable 
med Tyngden, men ogsaa paa de saakaldte instaniane Krøfter, som frembringe pludselige Foran- 
dringer i Hastighed, f. Ex* ved faste Legemers Sammenstod. Denne anden Art af Kræfter er 
strengt taget ikke forskjellig fra den fdrste j thi i Naturen Yil ingen Forandring i Hastighed kunne 
foregaae pladseligen, men Hastigheden maa om end i et nok saa lille og umærkeligt Tidsinterval 
eontinnerligen gjennemldbe alle Værdier fra den oprindelige > som var tilstede idet Kraften be- 
gyndte at virke, indtil den Slutniagshastighed, som opnaaes til samme Tid, som Kraften ophOrer. 
Maalet for disse Kræfter haves fdlgelig paa Grund af det samme Princip, hvorefter f. Ex. Tyng- 

den maales, nemlig efter Formlen ^ &= — (i , (15)) , hvilket ogsaa gjælder for en variabel Kraft 



Adl 



9 i Henseende til dens Middelværdie i en vis Tid t, nemlig T— ^^ b9 — (I , (9) ved at sætte 

« BBS o). ~ Betegner m Massen, hvis Punkter alle bevæges med den samme accelererende Kraft g> og 
med den samme Hastighed efter parallele Retuinger, vil den bevægende Kraft m^, eller dens Mid- 
delværdie i en vis Tid i, maales ved Forholdet af den Bevægelsesmængde^ som opnaaes, nemlig 
Produktet me, og -den Tid I, hvori den opnaaes* Er denne Tid umærkelig, uden at være O, men 
alligevel me endelig og comparahel med den Bevægelsesmængde, som en bevægende Kraft af sæd- 
vanlig Art vilde frembringe ^éfter en endelig og iagUagelig Tidslængde , saa haves Tilfældet af en 
instantan Kraft, som er meget stor i Sammenligniog med de sædvanlige, cootinuerligen virkende, 
Kræfter uden dog at være uendelig stor. Den maales beqvemt ved den tilsvarende Bevægelses - 
mængde me, som den frembringer^ uden Hensyn til det umærkelige Tidsinterval, hvori den virker^ 
og det er for et saadant System af Bevægelsesmængde^, hidrorende fra samtidigen viikende in- 
stantane Kræfter, at d'Alemberts Princip særskilt maayære gjældende. Naar nemlig til en vis Tid 
f et hvilketsomhelst Punkt m^ i Systemet er underkastet foruden de sædvanlige Kræfter AT^, 7^ 2^, 

desuden en instantan accelererende Kraft, hvis Composanter betegnes X'^,, Y'^, Z^, saa maae i 

C3) Jr^, y^, Z^ forandres til X^+X'j^, ^jt+^*» ^k'^^k' ^^ ^" ^ ^*" '^^^^ *^ umærkelig 
Længde^ hvori disse samtidige instantane Kræfter virke, eller den længste Tid, hTorl nogen af dem 
virker, forsaavidt Varigheden for forslgellige af dem kan være forskjellig, aaa vil Ligning (3) 
mnltipliecret med dl kunne integreres med Hensyn ti) t mellem Grændseme i og <4-t, hvorved 

27* 
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iagttages, al alle Coordinaterne or^, jr^ a^, og deres Variationer dx^ åf^^ å»^y i dette Intenral 

konne betragtes som constaate, ligesom ogsaa Retningenie af de forskjellige instantane Krefter ere 
uforandrede. Altsaa erholdes, yed Udelokkelse af de meget smaa Led, som erholdes mnltiplicerte 

da^ difi d%0 d)t dy^ da 

med T, og idet Yørdieme --— , -^r- , — ;- og --- , -v- , -r— antages at avare respeetive til 

di at at at at at 

Tldsmomenteme I og I + t, 

(5) 
hvor m^JX'^ét, m^fY^dt, ^f.H'^dty Integralerne tagne i Intervallet fra I til l+r, ere de 

samme som Composanterne efter Axeme af deu B^vægelsesmamgde , hvorved den instantane Kraft 
virkende paa m^ ndmaaies, Ugningen adtrykker altsaa Betingelsen for Ligevøgten af disse Bevs- 

gelsesmøngder og Systemet af de virkelige Bevegelsesmeogder, som frembringes, men alle disse 
tagne i de modsatte Retninger. Det maa endnu/kan iagttages, at de Led i C^), som hidrdre fra 
Betingelserne C^) for Systemet, ere antagne at forsvinde i Sammenligning med de Led, som hid- 
rdre fra de instantane Krefter; men naar f. Ex. visse Punkter, underkastede St6d, ere bondoe til 
faste Flader I saa konne heraf opstaae Frictionsmodstande comparable med St6dene, i hvilket Til- 
fælde nogle af disse Led maae medtages, hvilket dog ogsaa kunde skee ved at lade saadanne 
Modstande blive sammensatte med de umiddelbart virkende instantane Krefter* 

å 

4. Som et simpelt Exempel paa Anvendelse af d'Alemberts Princip kanbemerkes dea 
samtidige Bevegelse af to Punkter forbundne ved en ustrækbar Snor og stillede paa to Skraapla- 
ner, hvis Skjæringslinie er horizontal, og saaledes at Systemet af Punkterne forbliver i det paa 
Skjæringslinien perpendiculære Plan« Tillige antages alene Tyngden at virke. Punkternes Masser 
være m og m', som befinde sig paa Skraaplaneme AB og AC (Fig. 44). Sættes Am^ssx^ 
Am==»x\ kan man tage åx og åx' som de virtuelle Hastigheder for m og m\ Snorens Længde 
er given 6= c, saa at Betingelserne (2) reduceres til den ene iisac^ hsov u^^x-j-x^ altsaa 
^tfB=s dx-¥dx\ Antages BC horizontal og nedfældes AD -^ BC^ hvorved > Vinklerne fremkomme 
^ BAD'=a9 jL^CAD=^aj saa haves som Composanterne af Tyngden g efter Retningerne af de 
virtuelle Hastigheder i^cosa og gcosa, eller de virtuelle Momenter af de bevægende Kræfter, som 
virke paa Systemet, ere mg cos a^åx og mgcQ8a.åx\ Altsaa (if61ge (3), idet Retningerne af 
begge Skraaplaneme ere tagne istedetfor Retningerne af de tre Azer) 



213 



(«) 



hTor X er Re^iciionen mod UdBtrøkniogea af Snoren, saa at Spændingen, Tsa^—A« Ligning (6) 
deler sig i de lo, 

ml ^co»a— — l + A==»0, m I ^r co»« — • -^ I + A « O, 



hromied combineres 



dl«- 

d*a?' d*aj 

— r-;, saa at man har 
dl* 



d^x ' m cosa — m'cosa 



ifj 



T^—X 



mm Cco8a+ eosa') 



t-^ 



9f 



O) 



m-hm m-^m 

som Tise, at Beycgelsen af ethrert af Ponkteme er eensformigen accelereret og Spændingen con* 
stant^ Kig med den tabte Kraft paa ethvert af Skraaplaneme*). Begyndelseshastigheden, for m 
liig Oy for m' liig — a, bestemmes ifOlge samme Princip (Art 3^ T n*>r begge Masserne sættes i 
Bevægelse ved samtidige Stdd, som efler Forlængelserne af x og x' maales ved Bevieg^esmæng- 
dem^ fiiv og m'i>\ nemlig 

«C^ — a) — «'(« + a5«=0, 

hvoraf a as ^, og til samme Tid lider Snoren en Udspænding liig m(v — a)sss r(v + o'). 

m + m m+m 

— Istedetfor de enkelte Pnnkter m, m antage man en tung homogen Kjæde bevægelig paa de 
samme Skraaplaner, saa at x og x betegne de to Stykker af Kjæden regnede fra j4 henad AB 
0% AC. I Ligning (6) indsættes altsaa m=6x, m'=€x\ hvor e er Produktet af Kjædens Tæt- 
hed og Arealet af dens Gjennemsnit perpendicnlært paa Længden* Tillige bemærkes, at ved den 
uendelig lille Forflyttelse af Kjæden, hvorved, i Tidselementet dt, x bliver til xi-dxy vil férMas* 

d^x dx^ 

sen m den virkelige Tilvæxt i Bevægelsesmængde m — - =s « a; d o endnu fordges ved eedlsrssc —, 

og paa lige Maade for øi, idet a;' blivea (il x-^dx'. Altsaa haves ved Delingen af Ligning (6) 
i to Ligninger 

/ d^x\ /dxy X ^ ,/ f d««'\ {dx'y^ X ^ 



*) Bevægelserne af de to ophængte Vægte i Atwoods Faldmaskioe og Snorens Spænding ere be- 

stemte ifdlge (7) ved at tfætte øcasO, altsaa T:r = ; — ,9* T= —r~'9* »«" det er her- 

«l" m +111 iH+iH 

ved forudsat, at den Kraft, som tabes ved at Tridsens Masse sættes i Bevægelse, er unær- 

kelig 
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Og Ctliige a;+a?'s=c, hvoraf — =— — og -rs- = ""TT;* ^®^ EUmitttUoii tf X og x er- 

dt di dt^ dt* 



holdes til Bestemmelse af x 

d^x g (cos a + cos a) 
di« c 

hvoraf ved Integration 



o; + ^ cos a = O, 



'''^^''*' , + C^ + C'e-^ *- fl-Ccosa+oos«'), 



cosa + cosa 

xdx 



d. ^ 

gxcQsa — — T — I . Antages Hastigheden =s O for 

dt 



som igjen giver Spifcndingen Tea — >[<»« 

I =sOy« haves (f=C^ som bestemmes ved deo oprindelige Yærdie af x. Haves oprindeligen 

c cosa' ,^ r c cosa ^ r # u ij ^ ft j 

7, altsaa a?= ^^ saa at x cosa s=sa; cosa, saa erholdes C = 0, d. e. x 



oosa + oosa coso + cosa 

forbliver constant eller Kjæden er i Ligevægt* Dens Endepunkter ligge i dette Tilfælde i en bo- 
rizontal Linie. 

5« Af d^Alembeiis Princip kanne nogle almindelige Sætninger ndledes, gjældenåe for 

hvilkesomhelst Systemer. Hertil tjene fornemmelig de sex bekjendte Ligninger for Ligevægten, som 

egentlig ere fundne for et frit System af Punkter, der ere indbyrdes fast forbundne, men ogsaa 

maae være opfyldte for ethvert andet System, efterdi Ligevægten ikke forstyrres ved en hvilken* 

somheUt Befæstelse af Systemet (I, V, <3)). Composanteme af alle de tabte Kræfter efter oE^'nes, 

^''nes, s'nes Axe, almindeligen fremstilte ved Udtrykkene (1} for k=^l, 2, 3,**«», maae folge« 

lig give Summen efter hver Axe liig O, altsaa 

d^x d'^v d*s 

2m — =^2mX, Stn^^SmY, Sm^=:2mZ, (8) 

at^ dt* dt* 

og Summen af Homeåterne virkende til Orndfeining om enhver af de samme Axer lii'g O, altsaa 

2„z£f^5£z^2mizX-<tr), ) (9) 

at* 

^ xd^y — yd^x « , ^ «^ 
di^ =2:m(a:y— yX), 

hvor alle Summerne 2 udstrækkes til hele Systemet i9|, m2^»**flift, men Indices ere for Kort- 
heds Skyld udeladte af Formlerne. I Tilfældene af faste Punkter, Axer eller Flader, maae de her- 
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fra hitMrende ReaeliODer, Tilkairlige i Stdrrebey fdias lil Knsfterne, som yiut i SlatikeD, eller 
ogsaa man lader yiast Ligning'er bortfalde som oyerflOdige med Hensyn lil Ligevttften. Betegnes 
ved i, f], S CoørdinaterBe til Tyngdeponktet af Syalemet m^^ m^.^^mny saa hayet 



i 



"Sm' 



2my 



Smz 



Sd 



7 > 



attsaa ifolge (8) > 



d*2mx 



d^x 



dl« 



2ai— 2 og ligeiaa med Hensyn til y og 2, 



dt^ 



€1 

dl*' 



2m ' 



dl* 



2mY 



dl« 



2mZ 

"IT' 



(10) 



Disse Formler vise, at Tyngdepanklel beytfigea som et frit Punkty underkastet alle enkelte Krmfler 
i Systemet flyttede , med de Uikdrende Masser, paralielt til dette Punkt. Det san^me gjslder om 
de instantane Krmfter, Bermgeiseammngder, som f« Ex« oprindeligen kande imye sat Systemet i 
Beyøgelse^ men som ogsaa senere onder den continuerlige Bevegelse kunde tænkes pindseligen at 
indvirke (Art« S). Den kele Bevægelse, hvorved et frit System férflyttes i Rummet, eraltsaa be- 
stemt ifOlge Theorien af et enkelt Punkts Bevægelse, idet alle Kræflerae henftees til Tyngdepun* 
ktet; men er Systemet ikke frit, gjælder denne Sætning kun ved til Kræfterne at f6ie de omtalte 
Reactioner, som ikke ere givne^ men fdrst kjendes, naar Bevægelsen er bestemt. Er Systemet frit 
og alene ui^derkastet Massernes gjensidige Indvirkninger paa hinanden, saa maa hOire Side af en- 
hver af Ligningerne (10) være O, efterdi de bevægende Kræfter, hvorved hvilkesomhelst to Mas- 
ser m og m virke paa hinanden gjensidigen, ere iigestore og modsatte (nemlig ifdlge den almin- 
delige Naturlov, at Action og Reaction ere ligestore). F. Ex. den accelererende Kraft 9>, hvorved 
et Punkt m tiltrækkes til et andet m' i en Afstand r for en Tiltrækningslov fOO, idet m og ni 
betegne Masserne, er (p=mf(r')j og den, hvorved vi tiltrækkes til m, er g>'=mf(r). De til- 
svarende bevægende Kræfter ere folgelig ligestore, mip^=mq>'^='mmfir)y og de gaae i modsat 
Retning, saa at de flyttede parallelt til et fælleds Applications-Punkt maae være i Ligevægt. Det 
samme gjælder om instantane Kræfter, f. Ex. som fremkomme ved Legemers Sammenstod eller 
ved pindseligen at tilveiebringe faste Forbindelser mellem Masserne, eller ved indvendige Explo- 
sioner, som pludselige^ rive Massedelene fra hinanden. I alle saadanne Tilfælde, og idet Systemet 
tillige er frit (altsaa f. Ex. ikke i et Medium, som gj6r Modstand) er Tyngdepunktet enten hvi- 
lende eller bevægeligt uden Acceleration, saa at det forflyttes med constant Hastighed efter en ret 
linie. Heri^bestaaer Principet for VedUgeholdeUeH af TfngdepunhieU BevægeUe, Dette gjælder 
f. Ex» om Tyngdepunktet i Solsystemet, som ikke paavirkes uden af alle de gjensidige Tiltræk- 
ninger mellem de til dette System hdrende Verdenskloder ifOlge den Newtonske Lov. 
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6. Formlerne (9) firemøtille i hdire Side de tre refniterende Sviiigkrøfter i de retvin- 
klede Planer ys, x%, xy, betegnede i Statiken L, Jf, N (I, II, (12)). Bre de gime Krøfler 
.saadanne, som ved Indfftrelse af fa«te Forbindelse^ mellem alle Systemets Pankterlade sig sam- 
mensette til en eneste BesnUant dirigeret igennem Begyndelsespunktet, saa haves Ls=0, JfssO, 
JV=0 (I, 11^ 16), og Ligningerne (9) ville da give ved Integration 

21m(ydz^^zdy)^edi, I!m(zdx^^xdx)=aed$f 2!m{xdy'—ffdx)rBe'd$. (11) 
Dette gjelder for et Systelta af Fnnkter, som tiltrakke hinanden gjensidigen to og4o^ i hvilket 
Tilfølde Begyndelsespunktet er vilkaarligt, men til disse Krefter kunne endnu komme Tiltrækninger 
til et fast Punkt , som da bliver at tage som Begyndelsespunkt* Disse sidste Krefter give Led i 
hdire Side af Ligningerne (9), som hæves for hvert enkelt Punkt m (I, SS), men de gjensidige 
Tiltrvkninger give Led, som heves to og to. F. Ex* for to Punkter m og «/, bestemte ved Coor- 
dinaterne a;, sr» » og x'j y\ %', tiltrukne gjensidigen ved den fælleds bevægende Kraft mmfiO, 
hvor r betegner Afstanden, erholdes som Composanter af denne Krafl virkende paa m 



mmfCr) 



X > 



mmf(ry 



y—y 



mmf(jr) 



s — » 



og af den, som virker paa m', 



mmf(r) 



mm fif) 



y— y 



m m'fif) 



der ere de samme, men med modsat Fortegn. Heraf udkommer i 2m{xY ---yX) Leddene 

/ fir) f , f t f 9 

T 

nemlig for m Leddet mm' -^ (xy — y«), for m' Leddet mm —- (xy — y«), der er det 

r ■ r 

samme men med modsat Fortegn. Paa lige Maade er det, at Leddene hæve hinanden i 2in(»X — xZ) 

og i 2m(y Z'-^ JiY), Ligningerne (il) gjælde ogsaa for et System af endelige Masser 

^19 m^y^^^m^j som ere Kugler, enten homogene eller bestaaende af concentriske homogene Lag, 

idet disse Massers Elementer alle tiltrække hinanden gjensidigen efter den Lov Xr + ^ som Fun- 

ction af Afstanden r, hvor X og /» ere constante ; thi da kunne alle Coordinateme o?, y, z i ven- 
stre Side af Ligningerne (11) henføres alene til Kuglernes Centrer, eftersom* disse Punkter maa 
bevæges paa samme Maade, som hvis de selv udgjorde Masserne (I, IV, 4)* Dette finder Anven- 
delse paa Solsystemet , hvor X » O , idet Verdensklodeme ere Masser, som meget lidt afvige fra 
Kugler, der kunne antages sammensatte af concentriske homogene Lag, og Dimensionerne af disse 
Masser desuden ere meget smaa i Sammenligning med deres indbyrdes Afstande (jvf. I, IV, 8): — 
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Ben feoveiriike Mydiiiiig «f Ligniairønie (11) er den, eA Sammen af Areelerne beskrevne i en 
hvilkensomhei«! Tid t paa et Plan, Tilkaarlif en lagt gjennem Begyndelsespunktet, af Radii veotores 
fira dette Puikt til m^y m^, mj,*«««!«, projicerede ned paa Planet, hvert Areal mnltipliceret med 
den tilsvnrende Hafaemi, m,, m,,««««!«, staaer i et eonstant Foriield til f, hvorved iagttages, at 
ethvert Areal regnes pontivt eller negativt, eftersdm det beskrives ved Omdreining til den ene 
Side eller den modsatte* Dette er en Udvidelse af Søtaingen om Arealwnes Proportionalitet med 
Tidwne ved Centralhevmgelsen af det enkelte P«ukt (I, 23), og det kaldes Principet-for VedUge- 
koldebm af At€al»nø. Paa ethrert af Planerne y», ars, »y regnes almindeligen Arealet posi- 
tivt eller negativt^ eftersom det beskrives fk« venstre til h6ire eller omvendt om den positive Ret- 
ning af fl;'nes, y'nes, s'nes Axe. Ligesaa med Hensyn til tre. andre retvinklede Planer y V, x%, 
xy\ dannede af tre andre vilkaarlige retvinklede Axer x^ y\ % fra samme Begyndelsespunkt. Be- 
tegnes ved qå% den positive eller negative Projeclion paa PI. y% af Arealet beskrevet i Tidsele- 
mentet dl af Radins vector til et af Punkterne ei, og betegne l^dl, J^'df, U^åt Projektionerne af 
samme Areal paa PI. yz, xs, xy, ere desuden X, /i, v de Vinkler, som den positive Axe x 
danner med de positive Axer' x, y, s, saa haves ifolge Theorien af plane Arealers Projection 
(<?. H, 1, 11) ^ 

p = & cos A *f KcOBfjb 4- h"cosv. 

Multipliceres med 8m paa begge Sider og tages Summen af alle de tilsvarende Ligninger for et- 
hvert af Punkterne i Systemet, dannes tillige de analoge Resultater for Planerne x'% og x'y\ idet 
Vinkleme, -sem Axeme y og % danne med x, y, 2, betegnes )!, f,{^ v og )i' , ft!', v\ saa 
haves ^ 

dcaccosA-f ccos/«+c coss% 6 =: C cosA + C oos/« -fc cosi^, 6 ca ccosA + C cos^ +c cosy y 

hvor h^ il, b" ene de samme, for Planeroe yz\ x'z, x'ysom e, Cj e" for Planerne ya, x%, xy 
ifdlge (11). Disse tre Ligninger give, ifdlge de bekjendte Relationer mellem Vinklerne, 

6» + *'• + 6"« «. c^ + c « + c '• « C« 
d. e. en Constant, der er den samme for ethvert System af tre retvinklede Planen Bestemmes 
Retningen: af en Axe ji ved Vinklerne a, fi, y^ mod Axerne x, y, s, givne ved 



cosa*=— , cos/J«— , 



tt 



«My=-^» 



saa haves 6 = C(cosaco8A'f cos/?cos^-f cos;'cosf') = Ccosd, idet 6 er Vinklen mellem Axerne 
A og x\ Da C er constant, varierer ( for det vilkaarlige PL yV alenei. som Function af O, der 
bestemmer Plafiets forskjellige Stillinger, og man har som llaximum af 6 Værdien C, idet 6^0. 
Det er altsaa paa det Plan, der er perpendienlørt paa Axen ^, at man erholder den stdral mulige 
AmOyiiih Mtchamh. ^8 



sid 

S«n tf do prajieertd« Arttler, mritipUcerede meå 4t 4itbftrMide Itiser, neésD» elhveit étr^m 
perpeodiCBtert Pkn d. «. etfaveii Plin lagt igj«wMni Asea A' gwtr dtnae Som ab O, eAcfidi tei 
yisvuMide Vinkel å i Udtrykket C eet« et ret IKst ffft Axea ^ perpendiMlmB Hm etter Sf- 
ilemete Ma smum g p Um ktldei afna det «»iMrtaUe PUm^ thi deta Stilliog t Aaam«t aom bcrteflift 
ved a> Z'^.;^* iLtoaa ved Coaataatene c» c, c\ larbMver afioraadrel BAétr fiyateaieti Bevøgdaé. 
Det tjener med Heaaya til Seiaysteaiet, 'aoa lipfaca har viitt, 4ii at befteame de Ébaolate Forlyt-^ 
leUer i RuBaiet af Flaaetbaaeraes Planer, idet a, c\ «' lierefaeda lil ta fonkjdHge Tider iåUge 
Formlenie (11) bliva fortkjemfe, aitaaa bettemaie lil de to Tider en lorskjeUig fitiling af det in- 
variable Plan imod Planerne f x» øx, sf, aom ene beitemle Planer i Sotayatameti 



7. Formlerne CH) arbolde ogsaa Betydning ved at øammenhokles med de i Statikeo 
fundne ResuUater angaaende Sammensmtningen af et System af Krefter til en enkelt Kraft appli-r 
ceret paa BegyndeUespnnktet og en Svingkrafl, hvis Aze gaaer igje^em samme Pnnkt, eller tre 

r 

sammensættende Svingkræfler, hvia Axer ere a^'nes, y'nea, a*nes Axe (I, II, 18)» Ved neaUlg at 
sammensætte alle Bevegebesaiengdeme paa samme Maade som Kræfterne, erholdea en enkelt Re- 
sultant, dannet af alle Bevægelsesmængdeme flyttede parallelt til Begyndelsespnnktet, altsaa liig og 
parallel med den, hvormed Tyngdepunktet bevæges, saml deWre Svingkræfler c, c\ c om rednes, 
y'nes, a'nes Axe, hvoraf Resultanten er Svingkraflen C om Axen A (Art. 6)« Denne Svin^krafts 
Stdrrelse, saavelsom Stillingen af dens Axe, forbliver uforandret under Systemets Bevægelse, hvor- 

dd? dv ds 

imod den enkeHe Resultant, bvia Composanter efter Axeene ere ^m--, Sm-^^ ^^t^ wie« 

di at af 

rer i St6rrelse og Retning efter Tyngdepunktets Bevægelse ^ der alene afhænger af Tiltrækningeme 

til det faste Begynddsespnnkt. Antages derimod disse Tiltrækninger ikke at flade Sted, saa at Sy« 

atemet kan er underkastet alle Paakteraes gjensidige Tiltrækninger, saa vil ogaaa den enkelte Be* 

sultani af Bevægelsesmængdeme forblive nfarandret i Sttarelae og Retning og dat fiiste Begyndel* 

sespunkt vil da tillige være vilkearligl (Art. &)• Tages i datte Tilfælde et bevægeligt Punkt, be- 

aieart ved. Coordinateme x\ y\ %, aom Begyndelaespnnkt, vil man fcnuie tlb^t Betingelsan for at 

den relative Bevægelse med Hensyn hertil giver ved Sammenaætning en Svinginft, der er aiér- 

andret i St6rrelse og Retning« Man sætte nemlig 



[c-,-,i!<i=i>_(._/,?a=£.^_.. 



«T-= — z -rs **0, JS«--4 = 0, 2rai-r-s=s0, giver v^ Division med 
ol* di"J dl* dl* • 

£m, of vod at danne de analoge Betingelser med Henayn til y'nea og s^nes Axe, 
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idet 1^ tji S betegne som forben Coordinatene til Tyngdepnnktet Dijse Betingelser ere opfyldte 

<deels ved at sætte -—- = 0, --74-= O, —-—=0, deels ogsaa ved at antage -rr , — =- . — s- 

dl* 'dl* ^ di^ ' '^ * étt* dl* dl* 

proportionale ned £«— «, 9 — ^9 (~«'> d. e* det beyægelige Begyadelsespnnkt aaa e^tea tot« 

flyttes eensformigt paa en ret Linie, eller det maa beTøges aon et Mt Pnnkt nnderbastel en 

Kraft, der bestandigen er dirigeret til Tyngdepunktet. Dette sidste finder f. Ez. Sted nåar dette 

Begyndelsespunkt beveges efter en bvilkensombeist Lot paa den rette Linie, som Tyngdepunktet 

eensfomigen gjenneaildber« Det kan tillige vises, at de relétiTe Stin^uvfler t(igne med Hensyn 

til Tyngdepnnktet Tille være de øanune søm de abselute med Hensyn til et fast Punkt i den rette 

Linie som Tyngdepunktet beskriver. De relative Bevægelsesmængder med Hensyn til Tyngdepunktet 

d(x — I) d(9 — 9j) df» — "O 

efter Axeme op. y, z for Punktet m ere nemlig m ^-^ — ^. m -^^-- — ^, m -^— t — ^ , saa at 

' " di ^ di ^ di * 



de tilsvarende relative Svingkrsfter ere 

som formedelst Tyngdepunktets Beskaffenhed, idet nemlig 
ere de samme som 

x.[(r-,)^-c^o^]-». a.[(.-o^-e^]=.', a.[(-o*-(»-o)^}-»- 

altsaa de samme som Svingkræfteme tagne med Hensyn til Tyngdepunktets Sted til en vis Tid. 

Yerdieme nf {^ fj, Z ^^ ^^^ ^^^ bestemme Jk, k', W, aom derefter ft>fbivre ofemndrede bande 

for de ahsolnte Sviagkræfler og for de relative^ svarende til en hvilkfinsomkelst Bevmgelse af Be» 

gyadelMspnnktet paa den rette Unie^ som Tyngdeinmktet gjennemldber. 

28* 



8. Ifdige d'AIemberts Princip har man 

idel 9x, åy, 9% for hvert Pankt m ere bestemte i OvereeiisstemmeUe aied Systemctf Sammeii- 
setning, saa at Betingelserne (^'X de forsftjeUige Ligninger « «» c, ere opfyldte, ailsaa 

j:(l!fa,+£!',,+5?*.)=o. (13) 

\åx éy os / 

Dersom I indgik eiplicite i «, maatte den dog ikke her variere, efterdi de rirtaelle Hastigheder 
ere bestemte ved eq dieblikkelig Forflyttelse af hele Systemet. Under den virkelige Bevægelse 
af Systemet variere x^ y, z, i ved dx^ dy, dx, dj, med lagttagelie af Ugmngen- «B=e, sofl\ 
vedUiver at v«re opfyldt, saa at man har 

Disse to Ligninger (13) og 00> ^^ ^imO og dtfnO, vildie ikke homie beataaer samtidigen 
med hinanden ved at s«tte^ o? =s d rr, Jy<a dy, (^sssd«, dersom I indgik explvcite i «. Naar derimod 

du 

~ s= O, d* e. naar ingen af Betingelserne CS) indeholder I explicite , kan man tage som en vir- 
ol 

tael Forflyttebe af Systemet, efter Forl5bet af Tiden /, den, som falder sammen med den virke^ 

lige Bevægelse i det f61gende Tidseiement dl, dier man kansctte &x = ds, ^yaady, ^z^=sdsy 

saa at Ligning (123 ^^^ 






Ai'^ 



dt^ 



dt^ 



\=Zm(Xdx^Ydy^Zdz\ 



(15) 



altsaa, naar hoire Side er et ezact Dilfereutial, 

idet P er den tangentielle Kraft for Ponktet « d. e« den paavirkende KraftsN Composant efter Ba- 
nens Element d9 (jvf. I, 15). Nanr f> betyder Hastigheden af m til en hvilkensomhelt Tid I, e^ 

Hastigheden til eq bestemt Tid, for hvilken alle Coordinateme have givne Vmrdier, x^^x^^ ST^^yø* 

s-sa«^, saa er 



iJme« - Sm c« == 2FCa?, y, O — SFCx^^, y^ z^ (17) 

hvomhder I, (88) for det enkelte Pankt er indbefattet* Dersom altsaa under Systemets Bevægelse 
alle Pankteme til forslgellige Tider komme i de samme Stillinger , saa warer dertil stedse dea 
samme Yvrdie af 2^mH eller af Sammen af aOe Masserne kver moltiplieercfl med Hattigbedetts (^a- 



. SZl 

dral, som ktldes Systaseti ledende 'Krafi. Heri bvBlater Principet for VeMgeholdében af den 
léøemde Kraft. Dette Prkteip forodsQltery at Mire Side af (15) er et ezuct Differential, hvilket 
finder Sted ikke blot, naar Kræflenie bestaae i Tiltrækning^er til faste Pankter, som forheD bekjendt, 
aen ofsaa for> Tilfasldel af gjensidi^e TlUrekninger, tiu disse give før hvilkesomhelst to Pankter 
m og m\ efter Betegnelseroe i Art» 6, 

— »m' [(«' — x) d (x — x) + {y — y) d (y' — y) + Qz — ») d (z — »)] =» — m »'/(r) dr. 

r 

Heraf seer tillige, at THtrækningeme, for hvilke fif) er positiv, virke til at for5ge eller formindske 

den levende Kraft, eftersom Punkterne nærme sig til eller fjerne sig fra hinanden, d. e. eftersom 

dr er negativ dier positiv; men al det forholder sig omvendt med Hensyn til gjensidlge Fra- 

stddninger mellem Punkterne, thi for disse haves f(f) negativ. 

9. Systemets levende Kraft forandres ikke ved Sammenstod af de til samme , hdrende Le- 
gemer, naar de ere fuldkonudent elastiske; thi de viUe da efter Sammentrykningen atter udvides 
og gjennemldbe de samme Tilstande, som nnder den forste Deel af Stddet, ligesom ogsaa Fra- 
stddniogen-y som to saadanne Legemer gjensidigen nddve paa hinanden i deres felleds Rdrings- 
pnnkt, er den samme nnder de samme Tilstande* Ere Legemerne derimod fuldkomment uelastiske, 
blive de ved SammenstOdet blot sammentrykkede nden efterfolgende Udvidelse, hvilket nodvendigen 
maa frembringe Tab i levende Kraft. Dette Tab bestemmes saaledes* For et hvilketsomhelst af 
Punkterne m være Hastighedens Composanter efter Axerne f6r Stddet a, &, c, efter Stddet 
Ay Bj c. Der maa da Være Ligevægt mellem alle Bevægelsesmængdeme mQa-^jf), mCb — B^, 
mCc'-^C) og alle de til de paarirkende Stdd svarende Bevægelsesmængder (Art. 3); men disse 
sidste maae i det Oieblik da Stddet ophdrer, d* e. naar den hele Sammentrykning er opnaaet, 
hæve hinanden to og to efter de til Rdringspnnkleme svarende fælleds Normaler. Altsaa, ved at 
bestemme de virtuelle Hastigheder efter Systemets virkelige Bevægelse i det eflerfdlgende Tidsele- 
ment dty haves 

r«Ka — ^d« + (6— -B)dy + Cc— Q^**]— Oy 

men dx'^jidl^ dy^Båt, dz^Cdi^ fdlgelig 

Man sætte a« + 5* + c« =«», -rf« + B* + C« == F*, C«— ^* + C^ — B)« -i- 0^ -- C)^ a=æ«, saa 
at a -rf + A B + c C = i (©• + F* — ««). Fdlgelig haves 2m (e* — F« — ip«) = O eller 

Zme« — 2rmF*=»rm»*, (18) 

som viser^ at Tabet i levende Kraft er Hig Summen af de til alle de tabte Hastigheder svarende 
levende Kræfter (Gamol's Theorem). Da Coordinateme s?, y, % ikke mærketigen fwandre^ ved 



Sanmenalddet, wmå Formlea 07') enånvt luinae aDTeDdet ved blot et cerrifcre difef fer éel pind- 
selige Tab i levende Kraft ^ som Mder imellem de lo Tidipiiidiler , bvarti v og t^ evarer, kvU- 

ket giver 

10. Ere som forhen i, 17^ ^ Coordinaterne til Tyngdepnnktet efter de fktte Axer Xy y, s, 
og ere for det vilkaarlige Pnnkt in Coordinaterne efter de samme Axer Xj y, s, de hermed pa- 
rtliele , Coordinater regnede fra Tyngdepunktet som BegyndelseqiaDki m\ 9 , s , aa« haves 

tegnes nn den relative Hastighed af m med Hensyn til Tyngdepunktet ved e , Tyngdepunktets Ha- 

Stighed ved h, og bemmrkes nt 2!m ---«sO, ^m -pnO, ^M-j-^sa, øe» haves 

di iU di 

2m r« = Sm «* + Jlf ir^, (») 

hvor if = JTm er Snmmen af alle Masserne i Systemet. Åf (17) i&lger da, idel e^ og 9^ ere 

de Hastigheder v og 9, som svare til « , x^ y , z^ 

rme'«-.^me'J = Jlf(9j-9«) + 2FCx,3f,»)-2F(*^ y,, «^). (21) 

Da Tyngdepnnktet bevæges som et enkelt Pnnkt. underkastet alle KrmftenM i Systemet flyjttede pa- 
rallelt til delte Funkl (Art» 5), haves (I, (70)) 

éM8*^2:gmCXdi^Ydi] + Zd^, 
men if6lge (16) og QW) 

dSmv^'k'd.ifa^^ltSmCXdf+Ydf'l'Zdx}, 
allsaa, ved Bfiminatlon af d.åfg^, 

d2;m^v»^22;mCXdx+Ydi-k'Zdz\ (22) 

saa at Principet for den levende Kraft f nder Sted ogsaa med Hensyn IH dea relative Bevegelse 
af Systemet henf6rt' til Tyngdepnnktet som et fast PnriLt. 

11, Naar Systemet under Bevægelsen ganer igjennem en Stilling, hvori det vilde for- 
blive i Ligevegt, dersom det befandt sig i samme uden nogen Slutningshastigked, saa haves for 
alle de \irtuelle Forflyttelser 

2fti(,Xå9+ y*y + Z*O = 0, 

folgelig ogsaa ved at tage åxsa dxj Jy issdy, ^n=dsy som er tUadt under den ferhen an- 
givne Betingelse (Art. 8), 



HeniBder ere indbdkttøde de TiifaBlde, livor SystaMto levende Kraft, fremstillet red (17), er et 
llcxijnui eOer If nuuNn ; neB aiao Jcad lillig« oavendk bevise , et aUe de Stillhi^er af Systemet, 
ior hvilke den levead« Kraft under fiensfeben er et Uaximnm, ere Lifevi»gtsstiUinger, og det 
sndanne som kaldes «fa&leli9evegtsitilliager,/d. e. saadanne, som Systemet stedse maa nerme sig til, 
saar det paa en hT^kcnsomhelst Maade gattske lidt |]ecaes fra samme. Disse Stilliager af Ugt^' 
vægt modssBltes de saakaldle muiabéej som Systemet IJeraer sig fra, naar det paa en hvilkensom- 
helet Haade bringes om end nok saa kdt ud fm saakme. Exemjiler berpaa baves ved et fiast Le- 
geme oiiderkastet Tyngden og bundet til en fast hori^atal Axe, saa at Legemet kun kan dreies 
derom. Det vil da vfl?re i Ligevegt, naar Tyngdepunktet, som forudsættes at ligge udenfor Axen, 
befinder sig i det gjeraiem Axen lagte verticale Plan, men Ligevægten er stabel elter instabef, 
eftersom Tyngdepunktet ligger under eller over Axen« En Ligevtegtsstilling kan ogsaa være iige- 
gyléigj naar den ikke forstyrres ved at bringe Systemet ud fra samme i hvillc ensomhelst nærlig- 
gende Stilling, saasom i det anfdrte Exempel, hvis Legemets Tyngdepunkt befandt sig i den faste 
Axe selv, tigesaa hvis man antager en homogen Kugle hvilende paa et horizontalt Plan. Desu- 
den kunne nogle Ligevægtsstillinger være af en blandet Art, idet Systemet bragt ganske lidt ud 
derfra i visse Retninger render tilbage til samme Stitting, sen bragt ud derfra i andre Relninger 
fjernes derfra. F. Ex. en homogen EUipsoide med ulige Axer hvilende paa et horizontalt Plan er i 
Ligevægt, naar en af Axerne er vertical, men saaledes at Ligevægten er stabel eller instabel, efter- 
som det er den mindste eller den storste Axe der er vertical, hvodmod Ligevægten er af blandet 
Art, hvis den midterste Axe er verticaU Ligeledes vil et enkelt Punkt underkastet Tyngden og 

■ 

bundet til en given Curve være i Ligevægt i alle de Punkter af Curven, hvor Tangenten er hori- 
sontal, men denne Ligevægt er stabel i de Punkter, hvor den verticale Coordinat, regnet positiv i 
Retning af Tyngden, er et Maximnm, instabel hvor den er et Minimum, hvorimod Ligevægten 'er af 
blandet Art i de Inflexionspunkter, hvor Tangenten er horisontal. — Det anlorte almindelige The- 
oiém om ligevægtens Stabilitet henses saaledes (efler Li^'eana-DtricA/ef). Den arbitrære Constant 
ittdelHildt i F være saaledes bestemt, at denne Funetion er O for de Værdier af alle Coordina- 
tmie 07=30, f^^bf ««c, hvortil det betragtede Maximan svarer, og tillige være disse Coordi- 
«ater foraiedelst de givne Betingelser 00 rednoerede ^l det mindst mulige Antal. Man antage 
dernæst i C^T) ^oyVo* 'o *^ '^*'^ ^^ ^^ Stilling, der ligger ganske nser ved den betragtede, 
allsat x^t^m-k-kf,, STe^^'i'^Of *o^^^^o9 ^^^^ ^e) ^o> ^o ^'^ ganske 'smaa, og at Systemet 
bragt i denne Stilling sættes i Bevægelse red Hastigheder v^ , som ligeledes ere meget smaa* 
Naar da ander den deraf f6igende Bevægelse Hastighederne o svare til en Stilfing bestemt ved 
o + A, b-^kj e-k-l, saa haves ifOlge (17) 
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2fme« = 2F(a +A, b+k, ci-0^ 9F(m + h^j 6 + *o, <? ^- 'ø) + ^»^o' ^^^ 
hvor F(a + ^ 6 + iir, c+f) betrai^tet som Functioii af alle Størrelserne A, å, I,... er batde O 
og Maximom for A»0, fr«0, fanO,*... Ved A', ft', /',*.« betegnes pofitive StOrrdser, der 
ere saa smaa,.at den samme Function er negativ, saahenge å, k^ /y**« have Værdier, der, nden 
at vøre alle O, i numerisk Henseende ikke oyerstige de respeeUve Gnendaer h\ k\ /',*•«• Nanr 
idetmindste een af Storrelserne hy k^ /,«•« er Hig med sin Grændse, aaa Tøre if alle de negative 
Vsrdier, Functionen paaden anf6rte Maade vii erholde, — ^p den mindste« Antages nn åø, ffq, <09« • » 
at være numensk lavere end de tilsvarende h\ k\ /,•••, og forndsøttcs tUlige, som er tilladt, 

— 2F(a + *o, 6 + *o> c + /o)+2:mr«<p, (24) 

saa maae h^ k^ /,•«« under den hele Bevægelse forblive onder h','k\ /,•••• Dette indseeader^ 
ved, at i modsat Fald maatte, da A, A, /,*•• variere coutinuerligt , en af disse til en vis Tit) 
være numerisk liig med sin Grændse h\ k\ Z',.«^, uden at endnn nogen af .de andre havde over- 
steget sin Grændse. Til samme Tid havde man — -2FCa+A, 6 + A, c+0>P ^^l^r idetmindste 
=p, men dette vilde ifolge (24) gjore hoire Side af C^), altsaa J?»e*, negativ, sQm er umu- 
ligt. Heraf følger fremdeles, % at b^standigen 

Sm9^ < — 2FCa + A^, b + *o» « + Z^) + ^»•ø- 

Desuden kunne Grændseme fra Hastighederne p og for de Variable A, A^ /,••• være saa smae 
man vil, efterdi A', k\ /,•«• selv kunne være sapi smaa som man viU Systemet kommer saaledes 
kun til at bevijeges ved gansl^e smaa Oscillationer omkring Ligevægfsstillingen, eller d^nne selv ^r 
stabel* t* Ex« for et System, der alene er underkastet Tyngden, vil Ligevægten være stabel, naar 
Tyngdepunktets verticale Coordinat ^, regnet i Tyngdens Retning, er et Haximnm, efterdi ^ =" O, 
Y = 0, Z^=^g indsatte i (15) give FQx, yyi)= Mg^^ hvor, som fofhen, M er helie Hassen (jvf. 
for Kjædelinien I, V, 8). 



' 12. Af Ligning (17) féigier Prindpat for dm mmdsts Vérkmng^ som bestaaer i , at near 
man for ethvert Punkt i Systemet integrerer mellem to hvilkesomhelst Tidspunkter Produktet af 
dets Bevægelsesmængde og Elementet af dets BaAe, saa er Summen af alle disse Integraler etKi* 
nimun^'; altsaa mindre end om man ved hvilkesomhelt ganske smaa Forandringer i Systemets Sam- 
mensætning vilde bringe Punkterne til, under Paavirkning af de samme Kræfter, at gjennemlobe 
andre Baner, ganske nfer ved de fdrste, men hvorved hele Systemet forflyttedes mellem de Monme 
to yderste Stillinger, som man betragter. Dette bevisea . ligesom for det enkelte Fnakt C'^ ]9> 

« 

Han har nemlig 



I 
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hvor d9.d»^\did^*^ altsaa ifOlge (lp og (18) 

4 

\ at ■ at at / 

hvor alle Yariationerhe åx, åy^ å% maae antaget al tilfiredsølille de giyie Betingelser for Syste- 
met. Tillige er 



Altsaa erholdes 



Hmvåds^ Sfnf-^dåx-h-^dåy-h^ddz). 

\a$ at di / 



t 

nemlig Forskjellen imellem Vcrdieme af den indslnttede Stdrrelse svarende til begge de yderste 

Stillinger, men for disse ere åx^^O^ åy^^O^ ^s = Oy altsaa ^J^Zmvds^ssO^ d. e, J^Smvds 

eller J^Smv^di *er et Minimnm onder Systemets Bevegelse. Naar ingen accelererende Kræfter 
ere Ulstede, saa er Zmv^ constant ifålge QIT)', saa at Tiden, hvori Systemet forflyttes fra en 
Stilling til en anden, er et Minimum. 

ANDET AFSNIT. 

Inertiens Momeni^ 

18. Anvendelsen af de foregaaende Principer paa faste Legemers Bevægelse forudsætter 
Bestemmelsen af Inertiens Moment med Hensyn til en Axe, der har en fast Stilling mod Legemet, 
hvorved forstaaes Summen af alle Elementerne af Massen^ hvert multipliceret med Qvadratet af 
dets Afstand fra Azen« I det retvinklede System ere Inertiens Momen^r, C, C|, med Hensyn til 
z'nes Aze og en dermed parallel Axe, bestemt yeåxsssxi, ye=iy^^ saaledes udtrykte 

C=/c*>+,*)dm, C,=/[C*— *,)» + (y--yi)»]dm, (26)' 

disse Integraler udstrakte til alle Massens Elementer dm. Betegnes hele Måssen ved if. Tyngde- 
punktets Coordinater som forhen ved i, ^, S, de parallele Axers Afstand ved v, og sættes 
C=Mh^, erholdes 

Ci=i!f(ilr« +«« — 2|«i — 2^yyJ. (26) 

Ligger Tyngdepunktet i x^nes Axe, saa er {»O, fj^^Of altsaa 

Ci«J!f (*« + «•), (27) 

AntJl^titK MtchaniK "^ 



'r"i 



som er den sanme for iUe .de pareHele Azer, der ktye dea seane Afitmd m fm s'neø Axe, 
idet åen voxer tilligemed denne Afstend, sat at den er aundst for den Axe, der gaaer idennem 
Tyngdeponktet selv^ d. e. «'nef Axe, som svarer til tf = O. 

14» En Axe dragen igfeimem Begyndelsesponktet vmre bestemt i Stilling Ted Yinklema 
^9 ^9 y 9 iom den danner med «'aes, y'nes, ;s'nes Axe» Betegnes ved V Inertiens Moment med 
Hensyn til .denne Axe , og antages r at vøre Afstanden fra Begyndelsespanktet til det vUluiariige 
Element dm, samt 6 Vinklen mellea r og Axen, saa haves 

^v <tts t^ 

U B=y r*sin»d dm, r« = «* + y > + «*, cos(? = — eosa + — cos/J + — cosy^ 

f5lgelig ^ 

V =!=/[«• + y* + «• — (j? cos« + ff cosfi + s eos;^)*] dåm. (88) 

Han scite 

(») 
alle disse Integraler udstrakte til hele Massen. Tillige vøre 

fx^dm^Oy fy^dm=h, /n«dfli«e^ (SO) 

saa at y^s=5+r, B^^a-^-e^ C^sai-b^ hvorved igjen 

a^lQB + C — A^, 6n|(^-fC — JB)^ c»}C^4-J?-0. ^ 
Altsaa haves ifOlge (88) 

If esasin'a -I- b sin*/} -ke sin'/ — 9l>eos/ycos/*-*S J^cosa eoay — 2 jPcosa oos/J, (31) 
'som er Inertiens Moment med Hensyn til den vilkaarlige Axe igjennem Begyndebespnnktet bestemt 
ved Vinklerne a, fi^ y* For de forskjellige Axer dragne igjennem dette Funkl forblive Coeffi« 
denterne ayb,e^D, EfF constante, sat nt U alene varierer som Function m, fi, y. Afsettes 

Ura Begyndelsespunktet henad enhver Axe en Radius veclor liig — - bestemt if51ge (81), snn ville 



Endepunkterne af alle disse Radii vectores danne en krum Flade, hvis Ligning mellem x, y, s er- 
holdes formedelst 

eosa eésff eosr « • • 1 

yu* ^ yu /(/ ^ u 

Herved blive nemlig a, fi, /, U eliminerede af C31), saa nt Fladene lagning er 

^x'+By^+Cn* — 2Dys-*8fa;2— 2Fa?y»l. (Sf) 

Denne Flade er en EUipsoide, kaldet Cenir&l-Eilipiaidem for det Pnnkt, der er tagvl aoa Begyn- 
debespunkl dg som er Centrum t Elipsoiden. For enhver Axe dmgel od fm dette Gentmm er 



I 

laertieiis Htmett luf Enkedes dmderel med Omdrtlel «f Radiiu Teolor til Ellipsoiden fra Cen- 
tnun henad samme Aze. Antages x'nes*, y'nes, x'nes Aze at falde sammen med de tre Axer 1 
Ellipsoiden, de prmc^ale Aser for det betragtede Pankt i Legemet, som er Ellipsoidens Centrom, 
saa haves D»Oy E^^Oj F«aO. Der gives altsaa for ethvert Ponkt i Legemet et System af tre 
retvinklede principale Aser, som skjøre hinanden i dette Pnnkt, og som have den Beskaffenhed^ 
at de tagne som x'nes, g'nes, n'nes Axe give 

y^yxdmaO, /xzåm^^O, /xydmtssO*. (33) 

Herved charakteriseres ogsaa de tre principale Planer ys, x%^ xy^ idet ethvert af disse som 
coordinert Plan medfdrer to af de tre Ligninger C33), f. Ex dén 1ste og Sden Ligning for 
PL xy. Central -Ellipsoidens Ligning (32), henfdrt til de tre principale Axer tagne som x^nu, 

m 

y'Bta, s'néf Axe, er da reduceret til 

^«« + Jy* + C««-»l, (34) 

og Ligning (31), som bestemmer InerUens Voment fpr Axer i alle Retninger om Punktet, redn* 
ceres til 

l/=^cos*a + J9cos*^ + Ceos*;' (36) 

Mdet sin'a a cos*^ + eos*;^, sin*^ « cos*a 4- cos*^, sin';^«acos^a + cos'^^ eller ved i CS4) 

at indsmtte x^=^^~^, yJ«-2L£.; »a^S^-A. Halvaxerne i ElUpsoiden ere — -, — , — ^, 

efter de principale Axer af «, y, s, pg u^, J9, C ere Inertiens Momenter med Hensyn til de 
jamme Axer, hvilke kaldes Inertiens principale Momenter for det betragtede Pankt. Ere disse 
Momenter ttligestore, saa at de svare til enEllipsoide med ulige Axer, saa antage man A<B<ZCy 
og man vil da have if61ge C35) A<IJ<ZC (ved nemlig for de tre ulige CoefBcienter A^ B, C 
eoten at tage den mindste eller den stdrste). Heraf aees at det mindste og det storste af de tre 
principale Momenter, svarende til den stdrste Qg den mindste Axe i Ellipsoiden, ere det. første 
et Minimum, det andet et Haximum, med Hensyn Ul det hele System af Momenter svarende til 
Axer i alle Retninger omkring Punktet. Det mindste Moment af alle Systemerne, for hvilkesom«- 
helst Retninger og hvilkesemhelst Punkter, er følgelig Tyngdepunktets mindste principale Moment 
CArt. 13). 

15* Naar for det betragtede Pånkt i Legemet to af de principale Momenter ere ligestore 

f. Ex. AbbB^ vil ifdige (34) den tilsvarende Central-Eliipsoid^ viere en Revolntions-EHipsoide 

oni s'nes Axe d. e. om. den principale Ake, hvortil det tredie Moment C henhdrer. Da for en 

aaadaa Ellipsoide alle de Radii vectores, som danne den samme Vinkel mod a;*nes Axe, ere li^e- 

29* 
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store, maae ogsaa til dem srare Ugestore Momenter^ hvilket og^aa fdlger af CS^)? *^>n forme« 
deist A^s=^B reduceres til 

1/ «= ^ + C<^ — ^ C08*y. 
F. Ex. for Y '^ ^^ haves £/ <= ^ som svarende til en hvilkensomhelst Aze i PL x y , hvoraf 
fdlger , at alle Axer i dette Plan ere principale. Man kunde ogsaa have jé=»JB^=s C, hvorved 
Ellipsoiden reduceres til en Kugle, og ifdige (35} £/ = ^, saa-et Inertiens Moment er constant 
for et saadant Punkt, nemtig af samme Stdrrelse for alle Axer dragne derigjennem^ saa at en 
hvilkensomhelst af disse er en principal Axe for samme Punkt* Vil man overhoved vide, hvor* 
vidt der for et givet Legeme existerer Punkter af denne Slags, saa autage man Tyngdepunktet som 
Begyndelsespunkt og de dertil horende tre retvinklede principale Axer som x^nes, y'nes, s'nes Axe. 
Ere dernæst ø, 6, c Coordinaterne til et Punkt med ligestore principale Momenter, maa man have^ 
eftersom alle Axer dragne derigjennem ere principale, • 

fOf — b^(ji — c)d fil == O, f(x ~ a) C« — c) rfiii = O, /C« — a) Cy — 6) il m =» O, 
altsaa, if61ge C3S} og ved at bemørfce at y^xdjns= O, y*y tfmssO, y^ftdrna^ O, 

bcM^^O^ acM=^Oj ablH^O. 

Fotgelig maae to af de tre Stdrrelser a, b, c være O, f. Ex. a^sO, 6sO. Inertiens Momenter 
med Hensyn til de nye Axer maae da være QKri. 13} 

A + Mz^, B+Mz^, C. 

Man skal folgelig have A ^=i B ^=» C — Mz'^y eller Tyngdepunktets to mindste principale Momen- 
ter maae være ligestore, saa at den tilsvarende Central-Ellipsoide er en flad Revolutions-EUipsolde, 
hvorefter der gives to Punkter med ligestore principale Momenter, beliggende i Revolutions - Axen 

Cc—A 
symmetrisk paa begge Sider af Tyngdepunktet i Afstanden fra delte Punkt tiig J ^ • 

16. De principale Axer, som svare ti! Tyngdepunktet, have den Egenskab, at enhver af 
dem er principal for et hvilketsomhelst Punkt i samme, idet de to andre principale for dét samme 
Punkt ere parailele med de to andre, som bore til Tyngdepunktet; thi de tre Ligninger C33), 
hvor x'nes, y'nes z'nes Axe ere antagne at være Tyngdepunktets principale Axer, ere endnu gjæl- 
dende ved f. Ex. for z at sætte s + c , medens d? og y forblive de samme. Dette vilde derimod 
ikke flnde Sted, hvis Begyndelsespunktet ikke var Tyngdepunkt; saa at den nævnte Egenskab 
gjælder udelukkende for de principale Axer, som hdre til Tyngdepunktet, eller enhver anden prin- 
cipal Axe kan kun være principal for et enkelt Punkt i samme. Ogsaa vilde C33) , idet Tyngde- 
punktet er Begyndelsespunkt, ophdre at gjælde naar Coordinaterne x, y, s forandredes til x-fa, 
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f-hb^ s + c; hTorimod de to fdnle Ligninger endnn vilde gjælde, naar alene æ og y forandredes 
iil a;-f o, y + h. Heraf fdlger, at der udenfor de tre principale Planer yz^xz^ xy^ svarende til 
Tyngdepunktet, ikke ezisterer noget Fnnkt, hvis tre principale Axer ere paralléle med Tyngde- 
pnnktetgy hvorimod alle de Punkter, som ligge i et af de nævnte Planer, have den ene principale 
Axe perpendiculsr paa dette Plan, altsaa parallel med den ene af Tyngdepunktets^ men de to an- 
dre kun beliggende i eet Plan med de to andre, som hdre til Tyngdepunktet. — - Vil man over- 
hoved bestemme de Punkter P^ hvis tre retvinklede principale Axer ere parallele med givne Ret- 
ninger, kan man antage Tyngdepunktet G som Begyndelsespunkt for tre retvinklede Axer ^, y, s 
paraUele med de givne Retninger, I dette System være ø, 6, c Coordinaterne til P, og x\ y\ % 
være de tre Axer dragne ud fira P parallele med Axerne x^ jf, is, saa at man har for et hvilket- 
sojnhelst Punkt 

X^x'+Oy yxssy-irby »=s=2'+C, 

og, da Axerné x^ y\ * ere antagne at være principale, haves 

fyzd m SS O, fx'zd m =s o, f^'v'^ » «= O , 

folgelig, idet G er Tyngdepunkt, 

f y zdm + Mb c c=sOy fxzåm-^-Mac^O^ fxyåm + Mab=:0. (3Q) 

Naar intet af disse tre Integraler er 0,^d. e, naar ingen af Axerne x, y, z er principal, erholdes 
Coordinaterne a, 6, c til de sdgte Punkter P bestemte ved 



«» = 



'y*x»dm.J*xydm ' — ry%dm.J*xydm 



63 = 



•J^xzdm.fyzdm 



(87) 



Mfyiidm ' " . Mfxzdm ' Mfxydm 

Disse Udtryk maae være positive, hvilket forudsætter at naar to af de tre Integraler, f. Ex. 
J^yzdm Q% fxTkdm^ have samme Fortegn (hvilket stedse kan antages efterdi de skifte Fortegn,. 

det . forste ved Forandring af Retningen af y^nes , det andet af æ'nes Axe , til den modsatte), saa 
maa det tredie Integral, y^xy dm, være negativt* Fandt det ikke Sted, vilde Problemet være 

umuligt. Er den anforte Betingelse opfyldt, erholdes en dobbelt Oplosning, idet \\\ J*y%dm og 

rxstdm som positive maae svare ifolge C363 a og 6 positive, c negativ, eller ø og 6 negative, 

€ potitiv, derimod til de samme to Integraler som negative maae. svare ø, 6, c enten alle positive 
eller alle negative. I alle Tilfælde erholdes, under den anf6rte Betingelse for Problemets Mulig- 
hed, to Punkler P, for hvilke de tre principale Axer have de forlangte Retninger, saaledes at 
disse to Punkter ligge i een ret linie med Tyngdepunktet G paa begge Sider af dette i lige Af- 
stand. De Tilfælde, hvor noget af de tre Integraler er O, maae dernæst særskilt betragtes. Der- 
som blot et enkelt af dem var O, kunde de sdgte Punkter P ikke forelindes, uden som uendeligt 



borlQernede efter BetniBfeD «f en ef Azenie; tid ifMfe CST) vilde f. Ez^y^ysdmssO give 

6 = 0, c=sO, asaoo. Derimod knmie enten alle tre Integraler y«re O eller blot to af dem 
O, 1 det fArste af ditse Tiifslde ere Azeme x, y, s da tre prineipale Azer, som hdre til Tyngde- 
panktet, og ligningerne (36) redneeres til 6e=>0, øcs=0, ø6 =s o, saa at to af de tre 'Stdr* 
reiser a^ h, e maae vcre O, medens den.tredie er vilkaariig, eller Panktet P ligger paa en af 
Axeme «, y, »^ og har som prineipale Azer den af disse, hvorpaa den ligger, tilligemed dem, 
der ere parallele med de to andre, aom forhen belgendt. Antages lo af de tre Integraler at vøre 
O, f. Ex. yysdmoiO og J*x»dm^=»0, saa at alene s'gres Axe er en principal Axe eller PI. d?y 

et principalt Plan^ saa blive Ligningerne (30) redacerede til 

6c«0, ae^Of fxifdrn-k-Mab^Oy (38) 

• 

som give c »= O, idet ø og 6 blot tilfredsstille den tredie Ligning tilhdrende en ligesidet Hyper- 
bel i PI. «y, hvis Asymptoter falde sammen med s^jaeu og ynes Axe, eller P er el hvilketaom- 
helst Pnnkt i ie^ne Hyperbel Antages Axeme x^ og fi »t vmre Tyngdepnnktets retvinklede 
principale Axer i PL o^y, og betegnes ved 6 Vinklen mellem Axene x og x^, ved a^, b^ Coor« 
dinateme til P efter Axeme æ^ og y^, saa haves 

x^^Xi cosØ-^fi sinØ, y "^^1 sinØ+y'i cosØ, 
øssa^'cosØ — 6|SinØ, b^faimØ-k-b^toaOf 

desndcn fx^ y^ dm ^ o; saa at den 3die C3V) transformeres til 

a^i—b^+2a^bjCO%2e+?^—^^0, (39) 

41 

idet fOi^ + z^} djm ^^ A , fix^ + »^')dmsssB, Inertiens Momenter med Hensyn til Axerae 

^1 ^% yi* ^ A<.Bf vil ØJ SS O give 6| = Ji 4 , uafhmgig af 0, saa al herved be* 

stemmes to Pankter i Axen y. paa begge Sider af Tyngdepunktet i lige Afstand, for hvUke Cen- 
traUEllipsoiden er en Revoiations-Ellipsoide , hvis Revolntions-Axe. er parallel med »*nes Axe« 
Naar A<ZB<:C^ findes to lignende Pnakier i :p'nes Axe, for hvilke RevolutioM«-Axett er paral- 
lel med Axen y|, og to andre i a'nes Axe, for hvilke Revolntions-Axen er parallel med Axen 
ar|. Naar A^=»Bj reduceres de fire Punkter i s'nes Axe til to alene, for hvilke tillige Centrai- 
Ellipsoiden er reduceret til en Kugle (Art* 16), hvortil endnu kommer Tyngdepunktet selv, hvor« 
til de to Punkter i Axen y^ reduceres, I dette samme TilMde, AismB; reduceres (39) til 
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iom firensiiUer el System af to rette Linier, den til Asymptoterne redoeerede Hyperbel. 

17* Bt Par spedelle Bzemplar knnne vise, krorledes Inertiens Momenter ofte med Let- 
bed bestemmes. 

, L For el bompgent retvinklet Parallelepipednm, bvis Tethed cs^ 09 bvis Kanler ere 

a, bf e, findes Inertiens Moment ,C med Hensyn til Axdb gjennem Midtpunktet parallel med Kanten 
Cy nemlig idet denne Aze tages som 2'nes Aze, medens o^'nes og y'nes Axer ere de, som konne 
drages igjennem Midtpunktet parallele med Kanterne a og 6: 

Ligesaa findes Momenterne A og B med Hensyn til j;^nes og y'nesAze, og daMassenif>=s^a6r, 
bares 

Disse Momenter ere principale, tbi Ligningerne (33) ere opfyldte, idet bvert af Integralerne er 
sammensat af Elementer, som to og to bæve binanden. Da Midtpunktet er Tyngdepunkt i Pa- 
rallelepipedet, erboldes if&lge (27) Momenterne med Hensyn til Kanterne selv, o, 6, c, som knnne 
MegDM jé^y Bu Cj, 

^j » iif(6^ + e«), Bj = JJf Cfl*+ c*), ^1 =i^(«* + *^)- 

/ / (>• + *•)<*« tf yrf« Og de analoge for Bj^ ogC^. 
o *^o *^o 

^% yS ^a 

n« For den bomogene EUipsoide , bestemt ved -^ -i- 7= + --: = 1 » erboldes Inertiens 

II* 6* c" . 

Moment med Hensyn Ul 2*nes. Aze : 

bvor. Gnendserne med Hensyn til 2 ere i c I 1 a "" fi > ****'* 



C^iQcffCx* + y':i^l~-^^dxdy. 



Man sstte r« =6^ — 6« -- , og 



*' man bar da /yrc* ( 1 — ^ ?-i|^ily ved Integration forst 



med Bensyn til y, derluBsI mod fiansya til «, nemlig 
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Analog hermed er ffv^Å 1 — -r — ~ dxdy«=JLfra6*, Tillige hares M^^^^naheq, alt- 
saa er C, og efter Analogie ^ og B^ med Hensyn til x^nes og jf^nes Axer, bestemte: 

som ere de til Tyngdepunktet svarende principale Homenter, thi Ligningerne (33) ere aabenbart 
tilfredsstillede. — For Kuglen haves a=» b=^e^ hvorved A^=iB = C=i^Ma^ = ^n ga^. 

Er Kuglen heterogen, men dannet af homogene concentriske Lag, haves A^^a^n I gdr^ 

^=\n I Qr^dr, hvor g er en Fnnction af r. Kuglens Hiddeltcthed g^ er bestemt ved 

^ngia^f^^ni gdr^:a=:^n/ gr^dr, altsaa g^=a~^i oH tfr, og for den homogene 

►^ o *^ o a*JQ 

Kngle med Hiddeltetheden g^ haves derefter Inertiens Homent ^]=>^9rp|a*. Forskjelien mel- 
lem disse Momenter er 

w./ø^ w*/ø dr 

altsaa A^A^^^ naar Tætheden er vozende fra Centrum til Overfladen, men A<ZAif naar den 
er aftagende. 

IlL For et homogent Revolutions-Legeme, afskaaret mellem to Flaner perpendiculere paa 
Revohitions-Ajien, vil Inertiens Moipent med Hensyn til denne Axe kmine udtrykkes ved et enkelt 
Integral. Legemet decomponeres i Elementer ved Flaner perpendiculcre paa Axen, der kan anta- 
ges som x'nes Axe 9 saji at almindeligen tp consecotive Flimeri svarende til x Og x-hdx, ind- 
slutte Elementet ny^dxy idet y er Ordinaten til Meridiancorven. Ved Opldsning af y i Elemen- 
ter fra fsssO tir re=y haves det ringformige Element af 2den Orden dxd^7ir*=^2nrdxdrj 
og Inertiens Moment heraf er 2ngr^ dxdr, hvoraf det s(>gte Moment erholdes ved Integration 
med Hensyn til r fra O til y og med Hensyn til a; fra a til /}, som bestemme Grændseplaneme, 



y^dx. Antages Legemet begrændset af en ydre og indre Flade om den 

f »lieds Axe, saa være yi og y Ordinaterne til den indre og ydoe Meridiancurve , og man har da 
almindeligere 

A^lng I (y* — yf)dx. 

Afskjæres heraf et Legeme mellem to Planer lagte gjennem Axen under en Helduing mod hinan- 
den = 9, saa vil Momentet heraf forholde sig til det hele Moment A som 6 til 360^* 






TREDIE CAPITEL. 

Bevægelse af et fast Legeme. 



fOrste afsnit. 

Rotation om en fast JLxe. 

!• Bevæg^elsen af et fast Legeme underkastet givne Kræfter bestemmes ifolge de sex al- 
mindelige Ligninger, som udtrykke Betingelserne for Ligevægten af de tabte Kræfter (II, (8) og (9)) \ 
men antages Legemet bundet til en fast Axe^ saa at det kun kan dreies derom, reduceres disse 
Ligninger til en enkelt, f* Ex. ved at tage den faste Axe som z^nes Axe 

Ethvert Ponkt m maa under Bevægelsen forblive i en uforandret Afstand fra Axen, som er den 
fra m til Axen nedfældte Penpendiculær r, og dets Bane er Cirklen med Radiu» r, hvis Plan er 
perpendtenlært paa Axen , hvori Cirklens Centrum ligger* * Sættes for samme Punkt m Hastighe*- 
den «csarc»> haves m som den angulære Hastighed^ der til enhver Tid er den samme for alle 
Punkter, og som kan regnes, ligesom €, positiv eller negativ, értersom Omdreiningen skeer fra 
den positive x^nts til den positive y^nes. Axe eller omvendt. Betegnes ved O Heldningen mellem 
r og PL yft, denne Yinkel regnet positiv eller negativ, eftersom r falder paa den Side af PI. y«, 
hvor x'nes positive, eller den hvor a!;^nes negative Retning findes, saa haves 

de 
d;=:rsinØ, yosrcosd, co = — j-, (2) 

altsaa, da r ikke afhænger af I, 

dx ^dØ dy . ^dØ /Q, 

dt di at af 

hvilket ogsaa haves ved at decomponere Hastigheden t Baren efter x*nes og y'nes Axe, thi 
Aiudytish Mechnnik, ^^ 
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il X 
Coainosserne af ViDUerne , som Retningeii af v danner med disse Axer» ere — —» — . Af (2) 

r r 

9 

Og CS) fdig« 

— 2— -2 — s= — H — = r^m^rv, (4) 

dt dt ^ ^ 

hvoraf ved Differentiation 

xd^y-^yå^x ^ d^e __ dæ_^dt 

dl« di^' dt dt ^^ 

Venstre Side af iV), Summen af Momenterne af de virkelige Kræfter tagne med Hensyn til Axen, 

d^6 
kan altsaa fremstilles ved —-j^^^^i »•• ** "^'o kar 



dt^ 



dto^ d^e ^ SmCxY-^yX) 



dt dt^ imr« ' ^^^ 



eller Differentialcoefflcienten af den angnlære Hastighed er Hig Sammen af de paavirkende Kræf- 
ters Momenter virkende til Omdreiniog om den faste Axe divideret med Inertiens Moment af hele 
Massen med Hensyn til samme Axe. Naar den paavirkende accelererende Kraft for eUivert Punkt 
m oploses i to, den ene parallel med Axen^ den anden P i et Plan perpendiculærl paa Axen, og 
er p Perpendiculæren^ som fra samme Plans Skjeringspunkt nedfældes paa Retningen af JP, denne 
Linie regnet positiv eller negativ eftersom P virker til Omdretniog i positiv eller negativ Ret- 
ning^ hvilket regnes paa samme Maade som oi, saa haves Momentet 

xY^yX^Pp, (7) 

saa al Tælleren i hoire Side af (fi) 4;an skrives HmPp: I Tilfælde af et contintterUgt Legeme 
forandres Summerne 2 til Integraler, L Ex.^J'r^dm som Udtryk for Inertiens Moment. 

3. Formlen C^} anvendes f. Ex. paa det sommefisalfe Pendul d. e. et Legeme ophængt 
lil en fast horizontal Axe og alene nnderkasie!t Tyngden. Man antage y^nes Axe vertical i Tyng- 
dens Retning, idet jr'nes og x^'nes Axer ere horizontale, altsaa A'=sO, Y es g. Tillige være 
Tyngdepunktets Afstand fra s^nes Axe llig u , altsaa Coordinaten' til dette Punkt efter x'ntB Axe 
{»usinØ og ifdlge II, (27> 2mr^ t:^]lf(k^ +u^'}, idet M er hele Massen, Mk^ Inertiens Mo- 
ment med Hensyn til Axen gjennem Tyngdepunktet parallel med x'nes Axe. Altsaa ifdlge C^), ved 
at henfore O til Tyngdepunktet, eller, hvad der er det samme, ved at lade O betegne Hddaiogen 
mellem PI. y« og Planet lagt gjennem Tyngdepunktet og s'nes Axe, 



Ved lafefrahoD erholdes I — I = -2-t i- ±\ som i© en giver t adfrykt ved O, 

i«a ti Formlett er den Mttne som for det wkelte Pendnl (I, C179))| idel men sstter — for A og 

— -ftf^a« . (9) 

Bette kande allerede af Formlen (^ ndledes, efterdi det sammensatte Pendal bliver til et enkelt, 

naar hele Massen indsvinder til Tyngdepnnkfet, hvorved k => 0> saa at 7-; r reduceres til — » 

hvor « bliver det enkelte Pendals Længde. AHsaa er ved (9]) Længden 'a bestemt af det enkelte 
Pendul, hvis Oscillationer falde sammen med det sammensatte Penduls« For Oscillationer L meget 



">f7' 



smaa Buer er derefter Oscillationstiden r^s ^ 1 — , saa at man, naar a er bestemt ved Bereg- 

N 9 

Bing, T ved Iagttagelse (en hvilkensomhelst Tidslængde divideret med det Antal af Oscillationer, 

som i samme er indeholdt), vil erholde Tyngden g bestemt. Forudsættes g bekjendt saavelsom ti, 

bliver forst a, dernæst k' funden, saa at Inertiens Moment med Hensyn til én Aze dragen gjen* 

nem Tyngdepunktet kan erholdes ved Iagttagelse af Legemets Oscillationer om en dermed parallel 

Aze, hvis Afstand fra den fdrste Axe er, bekjendt. — Er (7 O^ig, 45) Legemets Tyngdepunkt, ÅZ 

k* 
den faste Aze, 2*nes Aze, og nedfældes GO-^AZ, saa at (70 = ti, hvis Forlængelse GO^^-—, 

u 

saa blive O og O' kaldte, det fdrste Ophrnngnii^spunkiei ^ det andet Oådliaiianteentrei. Dette 
sidste , saavelsom alle Punkter beliggende i en Aze dragen derigiennem parallel med den fiaste 
Aze, oscillerer ganske -som hvis det var uden Forbindelse med Legemet, men amiddelbart op- 
bragt til Azen, hvorimod de Punkter, som ligge Azen nærmere, tvinges til en langsommere, de, 
som ligge Qernere, til en hastigere Oscillation, end de«^ de vilde have ved umiddelbar Ophæng« 
ntng til Azen. Ifdlge (9) haves 6f«0'Geak', hvoraf fdlger, at til O' som Ophængningspuakt 
igjen maatte svare O som Oscillationscentrum, eller disse Punkter, O, 0\ ere reciproke. For en 
given Længde OGO'^=a ere ifdlge (9) begge Punkter O, O' bestemte, idet t« erholder to. Vær- 
dier, hvis Sum (= a og hvis Produkt b= k^ , men Retningen af O O' er ubestemt, da denne Linie 
kan omdreies om (7 i alle Stillinger perpendiculære paa den Aze gjennem (7, hvortil Inertiens 
Moment Afk^ svarer. Alle de Azer , hvortil O 'og O' hdre^ for den samme Værdie af a, danne 
fdlgelig to. rette Cylindre om den fælleds Aze dragen gjennem G. Ere Vinklerne, som denne sid- 
ste Aze danner (med de tre principale Azer til Tyngdepunktet, betegnede a, fi, y, og Inertiens 
Momenter med Hensyn til disse principale Azer betegnede A^ B^ C, saa haves if k* >» V bestemt 

ved II, C36), hvilket indsat i (93 giver 

30* 
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j^ l+M = a. (10) 

Dea samme Pendullmigde a kan altsaa srare lil ii«ndeiig mange for$kjellige Stilfinger af den fa- 
ste Axe i Legemet, eRersom baade ti og Vinklerne a, fi, y ere ubestemte. For den samme Yærdie 
af h er ifdlge (0) a et Minimum for 11«=^, altsaa OG=0'G=:k og 0^=2 k. Heraf folger 
igjen, naar h varierer, at Minimum af a svarer til Minimum af &,. saa at den mindst mulige Pen- 
dallængde, altsaa den kortest mulige Oscillationstid, erholdes ved at lade den faste Axe v»re pa- 
rallel med . den principale Axe til Tyngdepunktet hvortil det mindste Moment svarer, idet Afstanden 
er liig Qvadratroden af dette Moments Forhold til Massen* Dersom man antog Tyngdepunktet i 
den faste Axe selv, vilde Legemet være i Ligevægt i enhver Slitling, hvilkel ogsaa teta af Form- 
len C^3, idet u = giver a^^oo. Er den faste Axe ikke horizontal, saa gjælde dog endnu de 
fundne Resultater, Idet jr*nes Axe tages som den faste Axe, og arenes Axe er horizontal, men man 
maa da istedetfor g tage Tyngdens Composant efter y^nes Axe. Tillige maa herved bemærkes, at 
Coroposanten efter s'nes' Axe vilde lade Legemet glide langs med denne Axe, hvis ikke Legemets 

Befæstelse til Axen antoges at gjOre denne Bevægelse umuligt 

< 

3. i^7lfi (Fig. 46) er en Maskine tjenende til at forplante Bevægelsen mellem lo Mas- 
ser ffi,m', alene underkasiede Tyngden, af hvilke den ene synker verticalt, den anden stiger. Le- 
gemet 01 er ophængt ved en Snor viklet om Hjulet, m ligeledes ophængt ved en Snor viklet om 
Cylindren, og den fælleds Axe AZ for Hjulet og Cylindren, «'nes Axe, er fast og antages hori- 
sontal, ligeledes xneå Axe horizontal, y'nes vertical i Retnmgen af Tyngden. Coordinateme lil m 
og m ere efter ft*nes Axe begge O , eller y'nes u og u\ begge positivey efter ^^nes c og — c\ 
idet c og c ere Radierne af Hjulet og Cylindren. Da Maskinens Tyngdepunkt er 1 z*nt8 Axe, 
vil hdire Side af Cl) reduceres til de Led , som hidrdre fra de to Masser m og m, saa at naar 
Inertiens Moment af Maskinen med Hensyn til s'nes Axe betegnes som forken Jlf k*, idet M er 
hele Massen af Maskinen, erholdes 

du du r ' 

Tillige er — =coi, — = — cca, eflerdi Hastighederne af m og m ere de samme som af Hju- 
lets og Cylindrens Omkredse* Altsaa haves ved Integration, naar Bevægelsen begynder uden 
Hastighed, 

(mc — taey§t 
ifk« + «c*+mV*' 

som viser, at Omdreiningen er eensformigen accelereret, og skeer i positiv eller negartir Retning, 
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saa at m synker, m stiger, eller omvendt, eftersom me — mc er positiv eller negativ, hvorimod 
der vilde være Ligevægt, hvis mc^=^mc\ Spændingerne 7 og T' af Snorene, som holde Masserne 

»I, «•', ndtrykkes ved de tabte Kræfter, T=^mtg — -TTgJy ^=»» (^ — "JT/' "l*^"? "»»r P? 

p'y P betegne Vægtene af de tre Masser m, m', JKf, 

(pc— pc:) pc . , Cpc—pc:)pc 



som i Tilfældet af Ligevægt reduceres til Tesp, 'tsstp'^ saa at disse Spændinger blive under Be- 
vægelsen^ for det synkende Legeme formindsket, for del stigende fordget» Trykket^ som den faste 
Axe lider, er aleue sammensat af begge Spændingerne tilligemed Maskinens Vægt, idet Centri- 
fngalkræfteme af de forskjellige Dele af Maskinen maae fuldkomment hæve hinanden, saa at delte 
Tryk er bestemt ved 

'^ Pk^i^pc^-{-pc* 

hvoraf sees at delle Tryk ved Bevægelsen altid er fdrmindsket. Alle disse Formler kunne anven- 
des paa Bevægelsen af den enkelte Tridse, Spændingerne og Trykket ved samme, idet man blot 
sætter 'c == c', og bestemmer M k^ ifolge Tridsens Figur. 

4. De arbitrære Constanter, som indkomme ved Integrationen af Ligning (6), bestemmes 
derved at Legemets oprindelige Stilling og den angolære Begyndelseshastighed ere givne* Istedet- 
idr den sidste kunde man have givet den instantane Kraft, som sætter Systen^et i Bevægelse. Com- 
posanten heraf i et Plan perpendiculært paa Azen kaa betragtes som en Masse fi bevæget med 
en Hastighed- 9, altsaa fremstillet ved ^t), og p være Afstanden mellem denne Krafts^ Retning og 
Axen. Man antage /tit positiv, men p positiv, eller negativ, eftersom denne Kraft virker til Om- 
dreining i positiv eller negativ Retning om Axen. Ifølge d^Alemberfs Princip anvendt paa in- 
slantane Kræfter (II, 3) erholdes istedetfor C^)^ y^^ Bestemmelsen II, C^ ^^' Inertiens Moment: 

Herved er den angulære Haslighed w bestemt, som forbliver constant, naar Legemet eftcrat være 
Mt i Bevægelse, ikke underkastes accelererende Kræfter^ thi ifolge C6), naar ^=0 og y== O, 

haves -p "=0* Man kunde f. Ex. antage et materielt Punkt, hvis Masse »^^, bevæget med Ha- 

stlgheden t) i en Retning, der er perpendicnlær paa Axen og hvis Afstand fra samme =^p , reg- 
net i Fortegn som forhen, smnt at fi steder an mod Legemet i et Punkt, hvis Afstand fra Axen 
==A, hvorefter /* forbliver vedhængende ved Legemet, og følgelig roterer med dette. OpWses^f 



2S8 

efter Tangenten lil den Cirkel, som få saaledes kommer til al beskrive om Aien, og i den der* 
paa perpendtcolære Retning, saa vil denne sidste Composant køTes formedelsi den A»te Aze; men 

den fdrste er -f-. Efter Stddet være m den angolsre Hastighed , saa al ^ lal>er i Bevegebes- 
mængde fi (-^ — m\ , som saaledes er Stdrrelsen af Legemets Reaction, altsaa liig den Kraft, 

2!om /» adover, eftersom Action og Reaction ere ligestore. Fdlgelig haves fik f-- — m\ ssøMCk^+u^}^ 

hvoraf Udtrykket (tV) for m, idet blot Ncvneren for6ges med fåh^ , men dette kan ogsaa be« 
tragtes som indbefattet i denne Nævner, da u kommer til at hdre med tii dea roterende Masse Jf. 
Ligeledes, naar flere Punkter /», /n', /Z^«.*, med Hastigheder «, «', « '9«*«, bevægedes i Retnin- 
ger perpendicalære paa Axen^ og i Afstande fra Azen, som ere p, p', p\***, saa vil, ved alle 
disse Paukters samtidige Stdd paa Legemet, dette sættes i Rotation med aagnlær Haslighed 

r r I , ir tf tr , 

hvor Nævneren er Inertiens Moment med Hensyn til Axen af det hele Legeme M^ hvori Masserne 

/I, fiy fé\*** ere alle indbefattede, 

• 

5. Del Stdd, som den faste Axe, s'nes Axe, lider idet Legemet træffes af et Bl6d fiv 
i hvilkensomhelst Retning, er bestemt ved de tabte Kræfter, efterdi disse ere ophævede ved den 
faste Axes Reaction C', II, 19, S?). PL xy være lagt gjennem Applications-Pnnklel for Kraften 
/( «, Coordinateme hertit være givne « «: tf, y ==^ ^9 og Composanterile lil e efter Axeme være be- 
tegnede i'^9 ^„9 V » De tabte Kræfter ere deels fi9 , /at j fiP ^ hvis Applications-Pnnkt er 

dx dff dz 

bestemt ved x= a, y = 6, »=»0, deels — 3- <im, — 3^<*«9 — :r^"* ^<>' elhverl Elemeat 

ol al dt 

dz 

dm, men ifolge Systemets Betingelse er ---»O. Alle disse Kræfter sammensættes deels til tre 

dt 

enkelte Kræfter dirigerede efter Axerne, nemlig ifdige £3) 

fit^+wM9], pf>^ — aM(, fAV^, (13) 

idet i og f] som forhen ere Coordinateme til Tyngdepanktet, deels til tre resulterende Sviagkræfter 
i Planerne y«, o? s, xyy nemlig 

b/K^v^+æJ^xzdnif — a/Ltv +viiryidm, a/it — 6^c ^^^fr^dmj (14) 

i?aen denne sidste er O ifdige Betingelsen for Ligevægten omkring Axen, udtrykt ved (11). Be« 
ttngelsen for at Axen intet Stod lider erholdes ved at antage, at de tabte Kræfter (13) og (H) 
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} 



(15) 



ere i Ligevegt usfhmigigen af AzeB, altoaa, ved at antage PI. xz iagt igjeaiieni Tyngdepunktet, 
saa at i;=aQy 

y*«aiims=0, y^yzdmessO, a/tét ^=^ mfr^dm. 

w§ 

% 

AHsaa maa den faste Axe yære en principal Axe og Siddet maa vere dirigeret i det dertil ho- 
rende principale Plan^ men desuden, ifdlge den 2den og 6te Ligning, ved Elimination af d og oy, 

og idet y*r*clifi=sairC**+|«), « = -r +1, aom bestemmer det Punkt, hvor PI. a?» skjæres afSlo- 

dets Retning^ Percussionscenirei, Ifdige (9) kan delte Pinkt være el hvilketsomhelst i den Linie^ 
som kan drages gjennem Oscillationscentret parallel med den faste Axe. For at altsaa Axen ikke 
skal lide noget Stdd , vil det vøre nddvendigt og tilstrækkeligt : 1* at Kraften er perpendiculær 
paa det Plan, som gaaer igjennem Axen og Legemets Tyngdepunkt; 2? at Axen er principal med 
Hensyn til det Punkt, hvor den skjæres af et Plan perpendlculært paa samme lagt igjennem Kraf- 
tens Retning; JS? at Kraftens Afstand fra Axen er den samme som Osoillationscehtrets Afstand fra 
Axen. Denne sidste Betingelse viser, at det forlangte vilde vere umuligt, hvis Axen indeholdt 
Tyngdepunktet, thi da havde man 1^=3 0, hvorved a=oo. Antog man omvendt, at Legemet var 
i Rotation omkring Axen og denne var en principal Axe, ikke indeholdende Tyngdepunktet^ vilde 
man kunne standse Bevægelsen pludseligt ved en Kraft appliceret paa Percussionscentret , uden at 
derved vilde fremgaae nogen Virkning paa Axen. — Dersom alene de tre Svingkræfler C 1 4) vare 
O, bvorti] vilde udkræves^ al 

e^«0, f9%åm^0^ /yzdm*=»0, (16) 

saa vilde de laMe Kræfter give en enkell Resultant dirigerel gjennem Begyndelsespunktet , fdlgelig 
de tabte Kræfter være i Ligevægt, naar alene dette Punkt var fast. Systemet vilde altsaa om- 
dreles om ;s'nes Axe uden at denne Axe selv behdvede at være fast. Dette maa overhoved finde 
Sted, naar denne Axe er principal og Legemet sættes i Bevægelse ved Kræfter dirigerede paa 
hvilkensomhelst Haade i det tilsvarende principale Plan xy, naar kun Begyndelsespunktet, hvortil 
den principale Axe svarer, er et fest Punkt. 

6. Det Tryk, som Axen lider under Legemets Rotation, naar det paavirkes af hvilkesom- 
hebt accelererende Kræfter, er bestemt ved det hele System af tabte Kræfter^ 



(-S) 



dm, 



(^-m 



dm, 



(-S) 



dm. 



Ifalge (8) havet 
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d^x dy d«D . d(o d^y dx dia a ^o* 

dl« dl ^dl ^dl dl* dt dt ^ dt 

d*» 
og ifolge Systemets Betingelse — -■ = O , saa at de tabte Krcfter ved Sammensætning give deels 

dl' 

tre. enkelte Kræfter dirigerede efter Azemey 

fXdmi^w^Mi + pMij, fYdmi^m^Mij—^Ml fZ dm, (17) 

di •^ dl 

deels tre resulterende Svingkræfler i Planerne ys, xz, xy^ 

don 
fCyZ^zY^dm—m^fyzdm + —fxzdm^ 

dan 
f(jiX—xZ)dm + m^fxzdm^j-fyzdm, > (18) 

da> 

men den sidste af disse er O ifolge Betingelsen for Ligevægten omkring Axen, udtrykt ved CO). 
De Led, soni indeholde o)*, hidrdre alene fra Centrifugalkraften, som for ethvert Punkt dm er be- 
stemt ved rcu^dm, thi Hasligheden i Cirklen er liig rco og Cirklens Radius »r (jvf. I^ 17). 
Composanterne af denne ^raft efter x'nes og y'nes Axer erholdes ved HuUiplication med Cosinus- 

" X fl 

serne af Vinklerne, som den forlængede Radius danner med disse Axer,- — og-*-f altsaa oa^xdrn 

og co'ydm. Momenterne af disse virkende til Omdreining om ordnes Axe ere O og — co^j^zdm, 

om y'nes Axe fa^xzdm og O, om ;s'nes Axe ^—ta^xydm og w^xydm. — Naar ingen accelererende Kræf- 

■ 

ter ere tilstede, jITesO, y«sO, ZaO, altsaa ---es o, vil man kunne s^^t Betingelsen for at 

di 

Rotationen, som allerede finder Sted om s''nes Axe, kan fortsættes derom, uden at den er fast, 

men alene et enkelt Punkt i samme^ Begyndelsespunktet, er befæstet. Hertil udkræves, al de tabte 

Kræfter give en enkelt Resultant dirigeret gjcnnem dette Punkt, altsaa at Svingkcæfterne (18) ere 

O, d. o. at y^ 3 dm =3 O og y*x « dm =a O. ^Det er altsaa nødvendigt og tilstrækkeligt, at s'nes 

Axe er en af de principale Axer, som skjære hinanden i det faste Punkt. Er Legemets Tyngde- 
punkt beliggende i Axen , haves |»0, i>^s»0, saa at de enkelte Kræfter (17} ere O, eller alle 
Centrifugalkræfterne rco^dm ere i fuldkommen Ligevægt, hvoraf fdlger, at Rotationen vil fort- 
sæltes om Axen, uden at noget Punkt i samme behover at være fast Det vil overhoved sees, at 
ethvert Punkt i Legemet, eller fast forbundet med samme, Jiar den Egenskab, at naar det er fast og 
Legemet er bragt til kt rotere om en af dets principale Axer, idet ingen ydre Kræfter ere titsiede, saa vil 
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Legenet redblive at rotere eensfonni^ om den samme Aze« De tre principale Axer hdrende til 
Panktet kaldes derfor de permanenie Rotationsaxer med Heosyn til dette tilhdreode faste Pimkt. 
De priocipale Axer, som hore til Tyngdepooktet, kaldes derimod de naturlige Rotationsaxer , fordi 
Legemet, om det end er foldkommen frit, vil, naar ingen ydre Krcfler ere tilstede, fortsætte den 
eensfbrmige Rotation, som allerede inder Sted om en af disse Azer, 

ANDET AFSNIT. 

Roiaiian om et fast Punki. 

7. Et Legeme, som kun er bundet til et enkelt fast Pankt, vil kitnne rotere i alle Ret- 
ninger om dette. De Bevægelser, som derved kunne fremkomme, maae f6rst undersdges i reent 
geometrisk Henseende, uden Hensyn til de Kræfter^ hvorved de ere bestemte« Det faste Punkt 
være Begyndelsespunkt for to retvinklede Coordinatsystemer , xyz og xyi\ det forste dannet af 
faste Axer i Rummet, det andet af faste Axer i Legemet« Disse sidste maae som bundne til Le« 
gemet være bevægelige med dette, saa at deres Stilling til enhver Tid bestemmer Legemets Stil- 
ling. Coordinaterne x, y^ z samt x\ y\ z til et vilkaariigt Punkt i Legemet staae i Relationer 
til hinanden, udtrykte ifolge Geometrien ved 

x=^ax + oy + czy y = fla; + 6y + Cj5, z^^^a x -i- o y -^ c i, (19) 

hvor de ni Cosinusser a, 6/ c, a , b\ c , a\ br'\ c" ere Functioner af de tre .Yinkfer O, ^> g), 
som alene afhænge nf Tiden t. Vinklen 6^=z^z eller Heldningen Mellem PK xy og PU xy 

« 

regnes mellem O og 180^ , hvorimod if) og f regnes fra O til 360^ , idet ip er Vinklen mellem 
Axen X og Skjæringen af Planerne xy og xy afsat i Retningen fra Axen y til Axen x^ og (p 
er Vinklen mellem samme Skjæring og Axen x afsat i PI. xy til den negative Side af PL x y^ 
hvorefter Vinklen ^\y' -afsættes i Fortsættelsen af samme Retning (G. II, 1 , 7). Ethvert Punkt i 
Legemet, bestemt ved x^ y\ s', hvilke Coordin^ter ikke kunne afhænge af Tiden f, bevæges i 
Rummet saaledes som dette almindeligen er udtrykt ved Ligningerne Cl9) G^'* ^9 C^))? bvoraf 
Banen udledes som bestemt ved to E9deligninger mellem o;, y, s, idet t elimineres. For denne 
Bevægelse haves som Hastighedens Composanter efter Axeme x^ y, z: 



dx ,da ,db fdc dy , da'^ ,db' ,dc dz ,da ,db , de . . 

Tr^it^''dt^'ie rr^dF+^dT*"*' jr^'iF^^-ii*'^- ^^^ 



if / . mit rt 



Ifolge de behjendte Relationer 6c+6c+6c=Oo. s.v. kan man sætte 

cdb'hcdb%c"db" es — bdc — 6'dc' — b"dc"=^pdt, \ 
adc+ade + a"de' = — eda — c'dd^-e'da^s^qdt^ \ (21) 

b da-¥b'dd'i'b"da=^ — adb — ad 6' — adb"m^ r d/. J 
ÅnidytUk MechåiiiK ^I 
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AlUaa er — pqdi^e=a(eda't'Cda + c'da'}ledb+C'db'+c"db"'). Udf&res Mnttiplication^ osr 
iodtettes c* = l — a* — 6*, ec^= — aa — »66' og de analoge Udiryk for c*, c'*, €c\ cc\ 

» 

erholdes 

Idadbi^dadb'+dadb" 
— Cada + ad a+ a'd a") Qadb-t- ad b'+ a'd &") 
— (6 d 6 + b'd 6 + ^"d 6") C6 d a + 6'd a + 6"d a '), 
meo a*+ a* +a"*= 1 , altsaa ada + add'k- a'da^^Oy ligesaa bdb + b'db' -^b'^dbi' ■= O, 
f6\gt\\g 

—fqdl^=dadb^dadb'^dadb'\ \ 

'^prdflt^dadc+ dadc+da'de'j \ • (28) 

^qrdi^ ^dbdc+ db'de^db"dc% ) 

de to sidste erholdte paa samme Haade som den forste. Af (21) fdlger tillige 

{p^^q^^dt^=^iadc^ ad c'+ a'd c ')« + C* d c + 6'd c + b"d c")« 

^dc'^'i'dc^'^dc'^ — icdc^cdc^c'dc'^^y 
men ede + c'd c' + c 'de ^KaOy saa at man har 

(p^-^q^^di^^^df^^dc^^dc"^, \ 

(p« + r«)di« = d6« + d6'« + d6"«, V (23) 

(j*+r«)d/««=da« + da* + da:'«. j 
De tre Ligninger 

adc + ad c+a"d c « ^ d /, 6 d c + 6^d c + 6"d c '== — f d I, ede + c de -t- ed c"s= O, 

multipliceres respective med o, 6, c, eller ogsaa med a , 6', c\ eller n", 6", c", og blive deref- 
ter adderede. Paa lignende Maade combineres 

edb-^cd 6'+ cd 6"« pdt, ^adb-had 6'+ ad 6"«= — r d «, * d 6 + ft'd ft'+ b"d b"^ O, 
bda + b'da'i^b'^da'^srdty eda+c'da'i'c'da'=^^qdif ada-k-dda-k-a'da^O. 
Dettp gWer 

dr = (ag — ^P^^U de=^{jiq — b'p^dt^ dc'^ia'q — b"p')dt^ \ 
db=Qep—aOdt, db'^icp — dr)dt, db"=ic'p — ar)dt, \ (24)' 
da?=Cftr— c^)d/, dd=:^(Jb'r^eq')dU da^ij/'r^e'q'ydL ) 

Af disse Udtryk folger 

j>da + gd6+rdc«0, pdd-^qdb' -k^rdé =^0^ p da"+qdb'' + rdc'^ O. (25) 

8» For et vilkaarligt Punkt af Legemet yøre Hastighedens Composanter efter Axerne 
c, y\ z betegnede tf|, ti^, »3, altsaa 
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dx fåfg „dz , dåR ,, dfi ., dz dx ,dy „dz , ^ 

eller ifolge (20) ogr (21) 

u^^qz — ry\ u^=^rx—px\ n^-=^py — qx. (27) 

De Paokter i Legemet , son., til en vis Tid t, i Tidselementet dt ere ubevægelige , ere bestemte 

ved Coordinaler a;'==|, y^rj^ *'=?> »om give — =0, ^=0, 3-=0, allsaa tillige «i = O, 

dt dt di 

«, =0, 1I3 =0, eller ifolge (27) 

i-l-f (28) 

Herved bestemmes en ret Linie i Legemet dragen igjennem det faste Punkt, den iuHantane Ase^ 
hvorom Legemet roterer i Tidselementet dt For at finde den dertil svarende angulære Hastighed 
CO , raaa man s6ge Hastigheden e af et vilkaarligt Punkt i Legemet y bestemt ved Cordinaterne 
x\ y\ 2 9 og dette Punkts Afstand J til den instantane Axe. Han har, ifdige (20), (22), (23), ' 

tillige haves J==^ {x'^+y't+i'9^kfJLiy±J^, hvorefter «=^ er bestemt, folgelig 



io«iV/p« + ^a+i«. (29) 

Betegnes ved a, (t\ f Vinklerne, som den instantane Axe danner medAxeme x\ y\ z\ saa ha- 
ves inige (28) og (29) 

cosa' = — , cos^^ — , cosvW — . (30) 

10 40 01 

Vinklerne a, §, y, som den samme Axe danner med Axeme x^ y, 2;, ere derefter bestemte: 

ap-k-bq-k-er ^ ap+bq+cr ap+bq + cr . . 

Ere Pj q^ r conslante, såa er baade den angulære Hastighed (o constant og. tillige a, (I, y con- 
stante, eller den instantane Axe har en uforandret Stilling i Legemet, men denne Axe faaer til- 
lige en uforandret Stilling i Rummet, efterdi a^ fi, y blive constante ifd!ge.,(25)« Dette sidste 
er ogsaa umiddelbart indlysende, thi da de Punkter i Lege^met, hvis Hastighed er O, bestandigen 
ere de samme, maae de være ubevægelige i Rummet. Derimod kan o) være eonstant, omend- 
skjdndt p, </, r variere, saa at Axen er bevægelig, men den angulære Hastighed uforandret« Det 
er idvrigt vedtaget at regne o stedse positiv og at lade den instantane Axes Forlængelse, mod 

SI* 
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hvilken a^ fl , y ere regnede, |gaae til den Side, som gjor r positiT eller ne^tir eftersom ^ 
Toxer eller aftagfer, d. e* eftersom Legemets Bevegelse lader Punkterne dreies om Axen z fra 
venstre til hdire C^ra x til y') eller omvendt. Den instantane Axes Beviegelse i Legemet genere- 
rer en Kegleflade med Toppunktet i det faste Punkt, og Ligningen derfor mellem £, fj^ ( udledes 
af (2ff) ved Elimination af U Ligeledes vil denne Axes Bevægebe i Rummet , if61ge (ZV)y gene- 
rere en Kegleflade med det samme Toppunkt. Legemets Beyegelse omkring det fa^te Punkt kan 
derefter betragtes som en blot Rullen af den fdrste Kegleflade paa den anden, idet den forste er 
fast forbundet med Legemet, men den anden bar en fast Stilling i Rummet. Herved maa kun iagt- 
tages, at den bevægelige Kegles oprindelige Stilling og Bevegelsens forste Retning ere givne 
formedelst Legemets og den instantane Axes fdrste StilKng og den Retning hvori Legemet oprin- 
deligen roterer. 

9* Dei kan bemerkes, al hvilkesomhelst to forskjellige Stillinger af Legemet man end 
vilde betragte, maa Bevægelsen fra den ene til den anden nddvendigen kunne skee ved en eneste 
Omdreining om en Axe dragen gjennem det faste Punkt. Man kan nemlig paa uendelig mange 
Maader bevæge Systemet fra den ene Stilling til den anden ved to successive Rotationer, og disse 
kunne igjen sammensættes til en enkelt Rotation. Det fOrste indsees derved, at et enkelt Punkt i 
Legemet vil blive bragt fra sin fdrste til sin anden Stilling ved at omdreie Systemet om en h^i^ 
kensomhelst ret Linie dragen gjennem det faste Punkt i det Plan, som lægges gjennem dette Punkt 
perpendicttlært paa den Linie, som forbinder de to Stillinger af det forflyttede Punkt, thi disse 
maae begge have samme Afstand fra det faste Punkt. Da nu Systemet derved faaer to af sine 
Punkter, hvoraf det ene er det faste Punkt selv, i den Stilling, de skulle indtage, maae alle de 
andre Punkter kunne bringes* i deres tilsvarende Stillinger ved en blot Omdreining om» den Linie, 
som forbinder de to Punkter« Det kommer altsaa nu kun an paa at sætte en eneste Rotation om 
en enkelt Axe istedetfor de to successive Rotationer om to forskjellige Axer. O (Fig. 47> være 
det faste Punkt, OÅ o% OW væce Stillingerne i Rummet af de to Axer, om hvilke Omdreinin- 
. gerne finde Sted successive, under Omdreiningsvinklerne 2 a og 2^, som beskrives til den samme 
Side (Cirkelbuerne beskrevne ved Rotationen om OA falde i Betning sammen med dem om 12, 
naar Legemet flyttes om O saaledes, at Axen OA^ fast forbundet med Legemet, bringes til at 
falde sammen med 0B\, Lægges gjennem O Å og OB Planer, vendte til den Side af PI. ÅOB^ 
fra hvilken Bevægeben er dirigeret ved Rotationen om O il for de Punkter, som falde mellem 
QA'0% OBj og antages de samme Planer at danne mod Planet AOB Heldningeme a og S til 
den Side hvor respective OB og O A ligge ^ betegnes dernæst ved O C disse Planers Skjærings- 
liqi^, saa vil Rotationen om OJ fore O C, antagen fast forbunden med Legemet, til sin symmetri- 
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ske SUniog p«a den anden Side af Pt ^4 05, og den efterfølgende Rotation om OB vil netop 
f5re den tilbage til sin fdrste Stilling. Altsaa kunne de to successiye Rotationer sammenjsættes 
til en enkelt om O C Er / et vilkaarligt Punkt i OAj som yed de to succetsiTe Rotationer for- 
flyttes til Lj og nedfvldes IH-^OB^ IK-^OC^ saa haves H og K som Centrer for Buer be- 
storerne af / om OB og om O C, samt IL som disse Buers fælleds Ckorde; thi / forbliyer ube- 
vttgelig ved Rotationen om Oii, og fbrftyttes kun ved ilen om OB eller OC^ Er 2^ Omdrei- 

ningsvinklen om OC^ saa haves ILs=^IHsiuff^s2IK8iQy. altsaa — ^=8---«=-: — -r-^r^i eller 

• * , ' sin/y IK $in AO C 

ved Betragtning af det sphsriske Triangel ABC svarende til det tresidede IQdrne O (idet Kugle- 

fladen om O skjæres af de tre Axer i A, B, C) siny= =rsinC^ hvor ft og c ére Si- 

sin6 

derne modstaaende til B og C. Ved Omdreiningen af ^^ vi O C om O C under Vinklen v »s 180®— C 
bringes den i eet Flan med js^COBy idet OB betegner som forhen den anden Axes Stilling i 
Rnmnet, saa at Omdreiningen om O C under Vinklen 2/ lader det spheriske Triangel ABC for- 
andres til det dermed symmetriske Triangel, det sapune som skeer idet O C ved Omdreining om 
OB fdres tilbage til sin oprindelige Stilling. Ere begge Rotationerne ^ eller Vinklerne o og fi, 
uendelig smaa, komme de tre Axer 0^4, OB, O C til at ligge i eet Plan, idet begge de symme- 
triske Stillinger af OC falde sammen i ?\. AOB^ og man har ifdlge det sphæriske Triangel 

tÅ f\ ^t ét y /f\. 

=^(som Grændsen for — ^ K eller O C falder sammen med Retningen af Resultanten 

sinBOC a \ sina/ 

af to Kræfter dirigerede efter O A og OB og proportionale med Rotationshastighederne om disse 
Axer eller de i den samme Tid beskrevne Omdreioingsvinkler 2 a og; 2 /?» Tillige er den resul- 

« 

y siuAOB 
terende Rotation 2 y bestemt i St&rrelse efter Kræfternes Parallelogram , efterdi -~ 8=s . ' ^ ^ 

p sinAOC 

(Grændsen for — ^ ). Sammensætningen af et hvilketsomhelst System af Rotationshastigheder om 
\ sin^/ 

Axer dragne i alle Retninger fra O finder derfor ogsaa Sted efter samme Princip som Sammensæt- 
ningen af enkelte Kræfter applicerede paa samme Punkt eller Sammensætningen af et System af 
Svingkræfter i forskjellige Planer; thi, ligesom det i Statiken er viist med Hensyn til Kræfter, vil 
Tilfældet af to Rotationshastigheders Sammensætning let udvides til et vilkaarligt System. Man har 
altsaa fdlgende Theorem. Ere Oi4|, O A^^ OA^,... Linier dragne i hviTkesomhelst Retninger 
fra det faste Punkt O, saa at deres Længder fremstille de forskjellige Rotationshastigheder, alle i 
samme Retning, om disse Linier som Rotationsaxer, og er 0^4 construeret i Retning og St6rrelse 
som Resultant af OA^y OA^^ OA^^.,., paa samme Maade som hvis disse fremstillede et System 



«f enkelte Krefter eller Hastigheder, saa tII den lil Oi4 srarende Rotation være Resultant af alle 
de fOrste Rotationer. Dette Tlieorem bevises ogsaa umiddelbart ved en geometrisk Betragtnings 
hvorved Sagen fdres tilbage til Tilfeldet af Sammensetning af et System af enkelte tiastigheder 
eller Bevægelser gaaende ud fra et Punkt i hvilkesomhelst Retninger i samme Plan. Gjennem 
OA lægges vilkaarligen et Plan og i samme opreise^ fra O. en linie af vilkaarlig Længde 
r^ssOM-^ OA* Det vil da kunne bevises, at Bevægelsen af M formedelst det 'givne System af 
Rotationer er J Overeensstemmelse med Theoremet, hvilket her er tilstrækkeligt , eftersom Legemet 
er fast. Lægges gjennem M et Plan -^OM og projiceres herpaa alle Unieme OA^ O Ai^ O Ag, 
Oi4,,»*., saa erholdes Projeotioner 3fBj VB^y ^B^^ HB^^^.^^ af hvilke MB^^^OA og liig 
Resultanten af ^B^, ^B^y MB^y^*^, Naar fra M nedfældes Perpend^culærer paa O A^, 
OA^y OA^y^^^y uemUg r^y r^, r,,.«*, *a* htiyea 

hvoraf fdlger at r«0i4 er Resultant af r^^Oilj^ , r^^OA^y r^*OA^,*^*y alle disse Hastigheder 
tagne i Retningerne MBy MB^y MB^y JfBg,«««, men det sees tillige, at disse Hastigheder ere de 
virkelige, hvormed Jlf bevæges ved Rotationerne om OAy OAiy OA^y Ovl^,««*, ligesom de og- 
saa ville bringes i Retningerne af disse Hastigheder, naar Systemet af Linierne MBy MB^y MB^y MB^y* * . 
som fast forbundne omdreies i deres Plan om Jf, indtil MB falder i Retningen af Bevægelsen af 
If om OA. — Formlerne (29} og C30) udtrykke altsaa, at den angulære Hastighed w, hvormed 
Legemet roterer om den instantane Axe, er Resultant af j», 9, r betragtede som angulære Hastig- 
beder for Rotationer om Axeme Xy y'y fi, Ere p, 9, r bel^endte, saa er ikke alene co bekjendt 
saavelsom den instantane Axe& Stilling til enhver Tid, baade i Legemet og i Rummet^ men de tjene 
ogsaa til at bestemme de tre Vinkler O, V> 9> hvoraf igjen de ni Cosinusser bestemmes, som 
iadgaae i Formlerne Ci^D* Ifålge (21) haves nemlig, ved at indsætte de bekjendte Udtryk for 

Cosinusserne, 

p d f = sin 9) sin 9 d t^ — cos q>ddy 

qdt=^oosfps\nOd\lj •¥ tixifpådy } (32) 

rdt = dg) — cosOd^y 

som ved Integration maae give 6, ip, fp som Functioner af 1^ dersom p, 9, r ere bekjendte. 

lOt For ethvert Elemei|t d m af Legemet haves som If omenter af Bevægelsesroængden om 
Axerne x, y, s : 

C»ay'— «a*') ^^^ (5*1*' — «,x')d«, (ugx — ti^y) dm. 
Summerne af disse udstrakte til alle Legemets Elementer dm være betegnede L, if, Ny allsaa 
ifolge (27) 
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1l[^qf(x^-^z^^dm—pfxydm--rfii%dm, ) (33) 

A =^ r J^(x^ + y'*) dm-^pj^xzdm — qfyzdm. 

Erc Axerne «, y', s' de principale Axer, som gaae tgjenném det faste Punkt, og cre A^ 5, C 
de dertil hdrende loertie-llomenter, saa erholdes simplere 

L=Ap^ M=Bq^ N=Cr. (34) 

Disse give ved Sammensmtning en resnlterende Svingkraft Gy hvis Axe danner Vinkler X, fi\ v 
mod Axeme x , y\ z\ nemlig (I, II, (22)) 



(?= \/a^p^ + B^q^ + C*r*, 



cosA«-^, 






COSI' 






(35) 



De Vinkler A> ^i, v, som den samme Axe danper med Axerne Xy y, s, ere derefter bestemte : 

co,A=|a4n + |c, cos^ = |.vf*'+fc'. eos.=f«"+f6"-Hfc'. (36) 

Udtrykkene (34) sammenholdte med (11} ^tse, at naar under Bevægelsen en af de principale 
Axer gjennem det faste Punkt blev pludseligen befæstet, vilde Bevægelsen frembringe Rotation om 
samme med den angulære Hastighed, som er Composanten af m med Hensyn til samme Axe. Til- 
lige sees, at da Central-EUipsoiden for det faste Pui^t er bestemt ved Ligningen (II, (34)) 

r 

Og Planet af Svingkraften G ved 

m 

Apx'i'Bqy+ Crz'=0, 

saa vil den instantane Axe, bestemt ved C^)? f*l<^^ sammen med dette Plans coigugerte Diameter 
i den nævnte Ellipsoide {G. II, I, 36)* — * Den ^ angulære Hastighed (o maa være liig Com- 
posanten til Svingkraften (? i det Plan, som er perpendiculiert paa den instantane Axe, 
divideret med Inertiens filoment med Hensyn til denne Axe, hvilket indsees ved at antage 
denne Axe befæstet j men det samme folger af Formlerne , thi ifdlge II , (Sb") erholdes 



G 



w = 



— cosi' + — eosu+ — cos 9^' I 
w 01 *^ m J 



?* 



.s 



=-, som er identisk, naar Udtrykkene (35) for cos)/. 



^-r + -B~: + C— 



W' 



m' 



(f) 



cos/i\ tosv indsættes. 
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11. For DO at koane nndersdfe LefemeU Beyc^lse som beiteni ved do Krttfler^ hvoraf 

d^x d^y d^* 
del paarirkes, maa man daDDO Udtrykkene for Composanterne ^-r, -j-ry y-z ^f den virkelige 

di* di' di' 

Kraft i Bevegelsen af et hvilketsombelst Punkt. Ifolge C26) haves 

dx , . *ty ' .' » dz ft ^ ^n ^ r, ^ 

at at at 

hvoraf ved Differentiation 

d^x dif« . du^ dum da db de 

df* dl d< dl ^ di *dt ^dt 

d«y ' du, , du« ^ d». da db' de * v««v 

dl* dl di di ^ dU * di ^.di ' 

d'^z »dum w/d»« rr^fv. da'' d6'' de' 

dl* di di di ^ di ^ di * di 

Belegnes demest ved p, q\ r Composanterne af den samme Kraft efter Axeme x, y, s, 

saa haves 

d^aj, .d'^y „d^z , .d«« .d«y .„d*» , d^x ,d!^y. ,,d«» 

n = a + a — - + a • c = & — + b — - + 6 — • r^=c — + c — ^1+ c — r» 

^ di* * di^ di»' ^ di^ di*^ di*' di*^ df dfi' 

altsaa ifdige (37) og (21) 

t dtf« f dif. f du« /AA\ 

p=-^ — ftf^ + ^u,, 9=-^ + riii— f«,, r=-^— gtfi+p«,. (38) 

Betegnes ved A'', Y^ il Composanterne til den paavirkende accelererende Kraft efter Aserne 
x', y', »', kunne de tre Ligninger for Ligevægten af de tabte Krøfler JC'— p', Y — g, t — *" 
fremstilles saaledes: 

/[C^-r)y'-(y'_9')s']dm=0, 

/[(^— V^ «'— (^— *•') a^'] d«i = O , 
f[{Y^q')x'- (jr-p')y']dm= O, 
eller ifdige (38) x>g (l^T), idet Axemc x\ y\ li antages principale, 

al at at . 

idet ^9 B^ C ere som forhen Inertiens Momenter, og P, ^^ A ere Svingkrefleme virkende til 
Omdreining om Åxerne x^ y\ %, nemlig 

p=^Ji7!y^Yz^dm, e=/(-^«— ^V)d«, R:^f(Yx'-X'y)dm, (40) 
Indsættes her Udtrykkene ^ 



^sa^ + ay -I-a a;, yaada?'l*6f-fox, - z=»CdP*l-cy+es, 
og de KgaeDde for A', Y, i ved A, Y, 2, Composaiitenie efler Axerne x^ y^ », saa er&oldes 
ifdlge RelaUOBonie meliem de ni Cosinosser (Q. II, I, C^)) 

P=aP^^aQ^+a'R^, Q=b P^^b'Q^ + b"R^, B^cPi+Vpi +c"i?i. (41) 
idel Pi, Qij Ri ere SYiogkrofterne virkende til Omdreiuiog om Axerne Xy y, z^ nemlig 

Pir^fiZy—y%)4m, Qi^fiXz—Zx^dm, Ri^fQYx'-Xy^dm. (42) 

Indsættes i (40) Udtrykkene for X\ Yj 2f ved 6, ijj, ffy eller anvendes (41) og (4S]), saa ville 
F, Qy R almindeligen vere bestemte ved disse tre Vinkler, samt ved I, som kunde indgaae expll- 
cite i JT, y, Z, hvorefter Ligningerne (39) i Forbindelse med CS^) udgjor«! et System af sex 
Ligpinger af 1ste Orden til Bestemmelse af p, q^ r. O, ip^ tp som Fnnctioner af t Ved Indsæt- 
telse af Udtykkene (S2) i (89) erholdes et System af tre Ligninger af 2den Orden til^ Bestem* 
melse af tf ^ ijj, fp, men Systemet af de sex Ligniager af 1ste Orden vil i Almindelighed v»re 
sinpleres. 

12. For det vilkaarlige Punkt dm være Composanteme af Centrifugalkraften efler Axerne 
X, yy z betegnede Fy, Fj, Fg, som skyldes Omdreiningen af dm om den instantane Axe. Coor- 
dinateme til dm og til delte Punkts Projection paa den instantane Axe vere betegnede x , y, ^ 
o? I> ^> ?• Altsaa er 

Fi «= «i» (x'— D, F, = «* (y'— ri), F, = rø« (s - O- 

Linien fra del faste Punkt til dm projiceret paa den instantane Axe være betegnet ved q^ altså« 

px-k-^qy^rz' ^ V ^ „ ^ 

Dette giver ifolge Udtrykkene (27) og (29) 

Fi'^rm^ — qu^j Fgc=_rii| +iiii„ F^^qui — pu^. (43) 

Altsaa kunne Formlerne (38) fremstilles saaledes: 

Tillige sees, at Summen af ffomenterne af alle Ceutridagalkræfterne virkende til Omdreining om 
Aserne x, y, z ere fremstillede ved andet Led i venstre Side af Formlerne (39) tagne med 
modsal Fortegn^ nemlig 

/(ir V— ir^«')«to,«(B— Qyr, /(FiZ—F^xydm^iC-^jOpr, f(F^x^F^y)dm^(iA^S)pq, 

(46) 

Disse give ved Sammensætning en resulterende Svingkraft II i Planet bestemt ved den instantane 

Åtuillyli9k MéchamK 



Axe OP C^ig. 48) og Axei OA for SYiBgkrefleB O «ff Bev»felsesm«]igdenie; thi disse Axer 



i t 9 



ere bestente i Systemet xy% ved Ligningerne 



m 



Bq Cr^ 



^ — 1. £. 

P g "" r * 

saa at Planet lagt herig|ennem er bestemt ved 

CB — C) g f x\+ CC — ^ p r f ' + (.^ — JB) f 9 * = O. 

^p^ +Bq^ 4> Cr* 
Sættes ^AOP s^Uy saa haves eds £/ = -A ^- , altsaa 



sinlf 



fdlgelig ved Sammensætning tf de tre Homenter (45) 

i7=s fld G sin U. 



(46) 



Dette er ogsaa umiddelbart indlysende; thi naar i Tidselementet 4 i Axen OA^ssG ved Oaadrei« 
ningen om OP bringes i Stillingen OA^j haves jéj/=AIwdis=(oG8inU.dt (idet J i Axen OP 
er Centrum for Buen A A)y men i 'Parallelogrammet AAOB maa Oi4 vcre Diagonalen til Siderne 
0A'=G og AA'e==OBs=sJJdij efterdi man abstraherer fra de ydre Kræfter, saa at Principet 
for Arealernes Vedligeholdelse maa lade Momentet af Bevøgelsesmængderne forblive uforandret. 
Heraf sees tillige at OJ? eller Aji tt perpendiculær paa Planet AO?. Naar OP er en princi- 
pal Axe, sna vil Rotationen vedblive bestandigen om denne Axe idet tillige 11=0 (Art. 6), alt- 
saa C/ BS O, eller OP og OA falde sammen, hvilket ogsaa sluttes deraf, at OP som en Hoved- 
axe i Central-Bllipsoiden er perpendiculær paa Planet af Svingkraflen G (Art. IQ)* ~ Er Lege- 
met underkastet accelererende Kræfter, saa vil efter Forldbet af Tidselementet di Momenterne af 
Bevægelsesmængderne om Axerne x\ y', s' blive 

A(p + dp)y B(q-i-dq), ^(r+rfr), 

som give en resulterende Svingkraft, der ogsaa lader sig sammensætte af disse tre: 1? 0A\ 
hvis Composanter ere ^j», Bq^ Cr; 2« den uendelig lille Svingkraft II di af de Bevægelses- 
mængder, som skyldes Centrifugalkræfterne i Tiden di, og Composanteme heraf ere ifolge (453 

(B — C)qrdi, (C — A)prdiy (A — B)pqdii 
S*. CA uendelig lille Sviagkraft, som skyldes de accelererende Kræfter i Tiden ^t, og Composan- 
teme heraf ere Pdi, Qdi^ Hdiy bestemte ved (40). Herved udkomme atter de tre Lignin- 
ger (39). 

IS. Er Legemet ingen accelererende Kræfter underkastet, saa haves P^O, Q~0, A = 0, 
saa at Formlerne (89) reduceres til 
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^^ + (C_l»),r=o, 2»J + (^-C)pr-0, c^+(B_^pj«0. (47) 

MidtipUceres diMe rwpecUve med j», q, r o« add«re«, U^eledes med Ap, Bq, Cr og adderes, og 
foretages derefter Intefration, erholdei 

jép* + Bq* + Cr*^k, A*p*+B»q* + C»r* = h*,' (43) 

idet A og k* betegne arbitrære Coutaiiter. Af disse fdlger 

"-- (T=^:J ' «* (J^-.^JB — o») 

Dea ddie (47) giver dernæst, idet p og q udtrykkes ved r, 

overste eller nederste Fortegn gjøldeade eflerson dr er positiv eller negattv> og af (2ff) fdlger 

Ligniugerne (47) multiplicerede med a, 6, c, eller med a, b', c, eller med a", b' , é\ og ad- 
derede, give ifdlge (24} 

^deap+Brf.fty + Cd.cr=0, AdJpVBå.b'q^C4.cr=^0, Ad.a'p-hBd,b"q i-Cd.é"r^O, 
hvoraf ved Integration 

Aap + Bbq + Ccr=l, Aap ^Bb'q^Ccr^f, 4a'p^Bb"q + Cc'r=^t'. (62) 
Disse qvadrerede og adderede give den 2den (48), idet 

/• + r*+^'«=,*i, (53) 

og ved nu med (52) og (53) at sammenholde (36) og den 1ste (35) haves 

U=kj cos ^ «= -j^j cos^i == —, tosp = —, (54) 

eller den resulterende Svingkraft af Bevægelsesmængderne er coostaot i Storre^^e og Stilling 
(jvf* 1I> 6). Tages detis Plan soQn PL ary, Axen G som den positive ft'nesAxe, haves a'WcosA', 
6"=cos/t', c'=cosy, eller ifdlge C35)^ og ved tit indsætte Udtrykkene for a\ *", /:" red (? og 9?, 

• Æ\ • ^P . /» Bq « Cjt 

— sinj&8in9?=— , —sind cos 90 « -^, cosd = — . (55) 

Af den ls(e og 2den (32) fdlger, ved Elimination af dO, 

(psitLq) + qcosgr)di = aittdd^, (56) 

^lulliplicercs begge Sider med sind, erholdes ifdige (55) og den Iste C^IS) 

32* 
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hvor for di kan indsøU^s Udtrykkel (60^. Maa erhoMer ved Integration i og fff son afliCB- 
gige af r formedelst elliptiske Fnnctioner, men de reduceres til endelig Form, naar Jk^ er liig ea 
af Storrelseme ^A, Bhy CK Omvendt er r Bestemt som Function af i, hvorefter p og 9 be- 
stemmes ved (49), derefter 9 og ved C&5). Formedelst den antagne Stilling af s'nes Axe 
bortfalde de to Conslanter, idet 1=0 og /'«»(>, de fire andre ere f^=^ky h og de to, som ind- 
komme ved Integration af Udtrykkene (bdf) og C^^* Antages Legemet sat i Bevegelse ved et 
Stod af et andet Legeme, som derefter forbliver fast forbundet med det forste og i Forbindelse 
dermed roterer om det faste Punkt, saa vi£ dette Sted bestemme Constanten k og Stillingen af 
ft^nes Axe, thi Momentet af den .resulterende Svingkraft af Bevvgefsesmengderne, indeholdte i Sid- 
det, maa ifOlge d'AIemberts Princip falde sammen i Stdrrelse og Stilling med den resulterende 
Svingkraft G af de virkelige Eevøgelsesmengder af det hele System* Da tillige Legemets Stil- 
ling er given for I »> O , maae de oprindelige Værdier af og 9 være beigeudte, altsaa ifiUge 
(55) de af /», q^ r, hvoraf h findes formedelst den 1ste (48), og Constanten, som indkommer ved 
Integration af Udtrykket (50). I PI. xy kan d?'nes Axe stilles vilkaarligt og derefter den oprin« 
delige Yærdie af ^ bestemmes , U Ex. ^ = Q for f « O , idet x'nes Axe tages som Skjeringen 
af Planerne :ry og xy\ hvilket iagttages ved Integralionen af Udtrykket C^?)* — Særskilt maae 
mærkes de Tilfælde , hvor to af de tre Inerlie-Momeater Ay B^ C ere ligestore, nemh'g B*=Cy 
hvorved p bliver constant, eller j4 = Cy hvorved q bliver constant, ifålge C49^, og iil samme 
Tid Udtrykkene C50> og C57) integrable under endelig Form. Ligesaa vil A^=B gjdre r constant, thi 
ifdige (48) erholdes yf A — *• + (C — .^) Cr* = O , altsaa ifolge (50) dr«aO. I disse Til- 
fælde aavendes dog hellere ^t tre Ligninger (47) umiddelbart, f* Ex. den Sdie giver, for A^^B^ 
ilfsaO eller r = fi,. en constant Værdie, hvorefter den 1ste og 2den blive lineære med constante 
Coefficienter, altsaa ved Integration 

/» = /sin (n/ + €>, q = rcos(nt+€\ ^ r«»», (58) 

A — *- C 
hvor /", e^ » ere de arbitrære Constanter og » == n. Den 1ste og 2den (55) gi>e 

tg ffi = ^ «:3 tg («'l + e), altsaa 

hvorefter ps^/* sin qp, 9 =» /cos 97, altsaa igjen formedelst (55}. 

sint =s 1^ cos6 «=s= — . (60) 

Heraf sees , at e, / og n ere bestemte ved de oprindelige Værdier af tp og 0. Af C&T) fdlger 
dernæst, idet ^»0 for f« O, 



^»-jt. (61) 

Kolgt (29) erholdes «= v//5T?«|f j!!?!? + ^?^, og i(o\gt QO) 

r f r f « 

cosa'ss — sin (ii'l + e), eo9Sf^=^ — cos (»I + «)» cosv'« — • C62) 

. « « 01 '^ 

Disse Formler vise, alAzea « ved Legemets Bevegelse eensformigeii omdreies om Axen s, be- 
skrivende en ret Kegle, og »t. i Legemel selv den instantane Axe beskriver en ret Kegle om Axen 
»y endvidere at Legemet omdreies om den instantane Axe med en constant angolør Hastighed, 
hvis Composanter p o% q ere variable, medens den tredie r forbliver consFant* .Naar (9=0, er- 

holdes /•=sO,p=aO, q=Qy r^n=»m= — y a = /J'=90^, /==0, eller den instantane 

Axe, som. oprindeligen falder sammen med en principal Axe, beholder denne Stilling uforandret 
(jvf. Art. 6). 

14. For Bevægelsen om det faste Punkt ^ naar ingen accelererende Kræfter ere tilstede, 
finde flere almindelige Sætninger Sted*), som fOlge af de tre Grundligninger O?)* 

L For Summen af levende Kræfter haves, idet Axerne j?', y', % ere principale, ifdige (273 

/(«!* + «•* +»s*)dm=-^/>*+J?^« + Cr«, 
som ifolge den 1ste C^d) er *=:A, altsaa constant øvf. II, O?)). . 

|I* Composanten af m efter s'nes Axe, der er den samme som Axen af Svingkraften Q 
(Art. 13), haves ifdige den Sdie C31), (35), den 1ste (48) og den 1ste (54), 

o»eos;^=s -—» (63) 

allsaa constant (jvf* 11/6, Frincipet for Arealernes Vedfigieholdelse). Det samme fdlger af Udtryk- 
ket for cos U i Art. 12, efterdi r=y. 

IIL Ere |, fj, S Coordinateme i Systemet xy* til et vilkaarligt Punkt i den instantane 

Pø 9P ^P 

Axe, o dette Punkts Afstand fk*a det faste Punkt, saa haves |=— , V— -^ ^ f=-^> »Usaa 

ifdige (48) 



^) Disse skyldes fornemmelig Poinsoi, men IX« og X. skyldes JacoU. Den almindelige Theorie af 
Rotationen om et fast Punkt og den analytiske Udvikling, hvorved Gnmdligningeme ere fundne, 
skyldes Euler. Derimod har Legendre og senest JaeM fremstillet Anvendelserne af de elliptiske 
Fttttclioner paa Rotationen, naar ingen accelererende Kræfter ere tilstede. 
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Ved Eiiininatioo af -^ erholdes 



«« 



tilborende en Kegleflade af 2deD Grad, hvilken den instantane Axe ved sin Bevæflrelse i Legemet 

beskriver. Den reduceres til en ret Kegle , naar to af StOrrelseme Aj B^ C ere ligestore (jrf. 

Art. 13), og til et Plan, naar V^=Bh^ idet B er den mellemste af Verdieme Aj B, C. Naar 

h k^ hk 

^ssbB«C, reduceres (64) til ^=— og -^*=*'-ti »om give w= -r'^'7 ' *'**** conslant, 

og ifolge (633 /»O, eller Axen « er ubevægelig (Central - EUipsoiden er til samme ^ Tid en 
Kugle, saa at enhver Axe gjennem det faste Pnnkt er principal). 

IV. Ere ^, 7j, ^ Coordinaterne i Systemet xyz tif et vilkaarligt Punkt i Axen z, og 
Q dette Pnnkts Afstand fra det faste P^^nkt, saa haves ifdige (55) 





hg h Q ^ Q 


altsaa ifolge C48) 


\ 


» 


!;^^**?-'^*. r..,-.r-,-.. 



(66) 



Ved Eliminttion af g'^ erholdes 



k*—Ah^,^ k^—Bh,^ fc« — C*^, ^ ._. 

— A — * "^ — F~' ^ — C — ^ ' ^ ^^ 

lilhorende en Kegleflade af 2den Grad, som ved Legemets Bevægelse beskrives i samme af den 
fastslaaende Axe «• Deo er i spepielle Tilfælde ligaende Bed^ctionér underkastet, som for Kegle-^ 
fladen (65) blev bemærket. 

V. Ligningerne (64), gjældende for et hvilketsomhelst Punkt i den instantane Axe, an- 
vendes specielt paa denne Axes Skjæringspunkt med Central-Eljipsoiden , kaldet * Polen y idet man 
med (64) combinerer Ligningen for denne Flade 

Ai^^Bfi^ + cp^h (68) 

/i o* 
Man har folgelig -^ *= 1 cH«r 



CO* 



««e\/*, (69) 



365 



d. e* den angttløre Hast^lied er proportional med p, som er CeDtrams Afstand fra Polen eflerCenlral- 
EUipsoidens Halvdiameter i RetBing af den instantane Axe* Ellipsoidens Tangentplan for Polen 
som R6ringspnnkt er bestemt yed Lijpiingen mellem Coordinaterne Xj y\ % 

Aix^Br]y-\^C^z^ly (70) 

1 



saa at Centrums Afstand fra jdette Plan tv ^=s 



y/A'^l^ + B^f]^ + C«f a 



d. e« Holge den 2den (64^ 



og Crø) 



J^ 



_yh 



(7J) 



eller denne Afstand er constant. Tillige aees at Tangentplanet C70) er parallelt med Planet af 
Svingkraften G CArt* 10), hvis Stilling i Rummet er fast (Art. IS). Altsaa er Tangentpianet et 
fast Plan i Rummet, som under Legemets Bevægelse bestandigen rdres af Central-Ellipsoiden i Po- 
len* — Kan kommer til saaune Resultat ved Betragtningen af den resulterende Svingkraft af Cen* 
trifogalkræilerne. O (Flg. 49) vere det faste Punkt , P Polen » altsaa OP den instantane Ajce, 
OÅ Axen for Svingkraften G af Bevægelsesmængderne , OH Halvdiametren i Central-Ellipsoiden 
i Retning af Prejectionen af QP paa Planet af Svingkraften (?, OQ den med OiT conjugerte 
Halvdiameter i samme Plans elliptiske Snit i Central - EUipsoiden, saa at OQ, OH, OP ere tre 
conjugerte Halvdiametre i samme Ellipsoide* O ^ er altsaa co^jugert med Planet POH^ det samme 
som Planet PQÅ eller Planet af Centrifugalkræfternes resulterende Svingkraft (Art. 12), saa at 
OQ et den Axe, om hvilken Centrifugalkræfterne stræbe at bringe Legemet tU at rotere (Art. 10^. 
Denne Axe ligger altsaa i Planet af den resulterende Svingkraft af . Bevægelsesmængderne. Anta- 
ges nu, at ingen accelererende Kræfter virke, saa maae alene OP og den lille Svingkraft efter 
Retningen OQ sammensættes til OP', og man vil da have PP^ som tangerende til Ellipsen, i 
hvilken OP og Op ere conjugerte. Altsaa P' Irgger i Overfladen afEllipsoiden eller (o er pro- 
portional . med OP^^Q. Da tijlige PP^z^OQ og da 0^ forbliver i det faste Plan, maa Po- 
lernes Sted i Rummet være en plan Curve , hvis Plan parallelt med det faste Plan er tangerende 

m 

til Ellipsoiden. Legemets Bevægelse i. Rummet falder derfor sammen med Ellipsoidens rullende Be- 
vægelse paa det faste Plan, som parallelt med Planet af Svingkraften G er tangerende til Elllpsoi- 
4len i dens oprindelige Stilling. 

VI. Den plane Curve, som er Polens Sted i Rummet, er af Poinsot bleven kaldt Serpo^ 
loiåenj dens Sted paa Ellipsoidens Overflade har han kaldt PoloideUy der er en dobbeltkrum Li- 
nie , Ellipsoidens Snit med Keglefladeo. (65). Af (64) combinerede med ^ * » |^ + ^^ ^ ^* og 
med C69]) erholdes ved Elimination 



A 
C>^ — iOC^- jr)l7« = -^Cp* + y — C^ + O, \ (72) 

altsaa^ Ted al svUe H^iB — ^C^ — ^)(C — ^i 

For Poloidens Bueelemenl df baves df* Bid£* +di;;* + d£;*y fdlgelig 

y«.d»= / Tji + pi + T| .qiq, (73) 

J BCp*+— — C»+C) AC^*^ — — {,A^Ci ABQ* + ——iA+B) 

^, A A A •"• 

som ved Integratioii giver « fom Fnnction af q {ultraelliptisk)* • Serpoloiden er besteml ved Po* 
larcoordinateme pi 9 ^t i det faate TaBgentpIan oflft Projectioneii tf det faite Punkt O paa dette 
Plan tagen som PoJ, idet 

f*«//* + pi*, di^^dQ^^+f^de^. (74) 

Ifolge (69), (29) og (47^ haves 

dm . dg dp ' dq dr H • ^. 

ladsættes i (.72) {• «»^-^e= 7-, ligesaaiy««^ , f« = --., saa erholdes p, q, r udtrykte ved 

cø* A hh 

Qy hvilket giver ifdlge (75) 



4^ 



Delte giver ved Integration I som Fnnction af q (ellipliik). Af (73) øg (76) f61ger Ugefrem 

d« 
som Fnnction nf q Hastigheden -p, hvormed Polen bermgea paa Serpoloiden. 

VII. Rotationen om den instantane Axe OP (Fig. 49) kan deeoqiponeres i Rotntionerne 
om Axen Oi4 af Svingkraften G og om OH ^ Projectionen af OP paa Planet af denne Sving- 
krafly nemlig nicosl^ og asmU. Den.fdrste af disse er constant (ifdlge £63)), eller Omdrejningen 
af Otf i det faste Plan er eensformig. Denne Bevegelse kaldes Præcessianen^ hvorimod ffuiatio-^ 
nen eller Bevægelsen af O P i PI. il O P er variabel, bestemt ved f cos U som constant (ifdlge (69)), 
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idet Q er Fanetion af / ifdige (76). Plmel af SvtnsfkrafteD G of Pi. ii OP ere bestemte i Sy- 
stenet x'y'z ved 

Apx + Bg^'+Crz==^Of (B—C)qrx%{C~A)pry-^(A -B)pqz^ii (77) 
(Arl. 10 og 12), saa at AH, disse Planers Skjæringsliiiie, bestemmes ifdige (48) ved 

9 t - t 

X y % 



p (*«— Ah) g (** — M) r (A* — C *) 
Elimineres beraf p, g, r formedelst (48), erboldes 



(78) 



^ ^'' + ttAtt V^ + TiA;r ^'' - o, (79) 



k^—Ak k^ —Bh'' k»—Ch 

tilborende en Kegleflade af 2den Grad, som besl^rives i Legemet af Linien AH. Legemets Rota- 
tion om O falder saminen med Bevægelsen af denne Kegle rallende paa det faste Plan af Sving- 
kraften G med den variable Hastigbed w sinU, og glidende paa samme idet Roringslinien med Planet 
bliver eensformigeu omdreiet med Hastigbeden w cos U, — Er 6 den mellemste af Central-EUipsoi- 
dens Halvazer a, b, Cy og antages J^=^by saa er ifOlge (71) k* — Bh^=^0^ bvorved Keglen re- 
duceres til et Plan^ idet (79) giver y « 0. TilUge erboldes ifdige (78) og den 1ste (49) 

• ^ r B~C ^ C ajB — C) 
Id'^ P b — a"^ \c{A—B)' 

saa at :^£r bebolder en uforandret StiUing i Legemet, nemlig faldende sammen med en Diameter af 
Central-Ellipsoiden i Hovedplanet af dens stdrste og mindste Axe. Legemet roterer med variabel 
Hastigbed om denne Diameter, som eensformigen beskriver en Cirkel i Rummet. 

VIIL Central -EUipsoidens Snit med Planet af Svingkraflen 6 bar et constant Areal; tbi 
den 1ste (77]) combineret med EUipsoidens Ligning giver ved at eliminere sucoessive x\ y, », 
Snittets Projectioner paa Planerne y\\ x's\ xy ^ nemlig Ellipser, bvis Arealer findes at. være 

nAp nBg nCr 

\/ ABCh^ \/ ABCh \/ ABCh 

» 

saa at Snittets Areal er — -^ <= — -r-^ d« e. EUipsoidens Volumen* divideret med Af- 

\/ABCh ^ 

standen J, 

IX. Stdrrelserne p, g, t oscillere samtidigen ogJsocbront mellem deres Grændseværdier. 
For at bestemme disse bemærkes forst ifdige (48) de med (49) analoge Udtryk foT p og r 
ved g\ 

^_ k^ —Ch-^BCB-Qq^ « ^Å-ft* — g(^. — g)g* /QO) 

^ A{A — C) ' ^ "^ CiA—C) 

Analytisk Meckonih, ^ 
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t 

Heraf «ees, naar B ligsfer meUeni A og Cy og^ naar A elier C anlagei sidrst eftersom Bh -^k^ 
er positiv eller negativ, at de sex Slorrelsei^ 

^~5, -^— C, J9— C, ^A— *•, BA — *», A«-CA 
have alle samme Fortegn« Dette fdlgér ogsaa af, at Adtandea ^y bestemt ved C^Oy nifta falde 

mellem Halvaxerne -r-rr og tttt • Tillige folger af (80) 

y A. y C 

^ BQB-CT) B{A^By 
idet den fdrste trukken fra en af de følgende giver en positiv Differents, ligesaa den anden truk- 
ken fra den tredie, nemlig ^^-- — -. De yderste . Værdier af q være betegnede q = q 

B(A — BjKjB^ — Cj 

og 9 =: — q\ for j» = 0, og de yderste Værdier af p være p og — p\ idet ^ = 0, nemlig 






Da r^ ikke kan blive 0^ maa r beholde sit Fortegn uforandret, og if6lge* (49) haves som de 
yderste Værdier r t= r for (f = O, r =» r* for p — O, nemlig 



\ C(^— o ~ N c(B — cy 



(82) 



saa al f > r^, efterdi r * — r»* = -i-: ~- er positiv. Udover disse Grændser kan 

' CCA^QiB—C) "^ 

r ikke falde, ihi det vilde gj6re p elier q imaginær. Hvorledeø nn p, g, r variere aamlidigen 
mellem deret angivne Grændser, vil være klart ifdige Ugningeme (47). Fortegnet af r kan an- 
tages bestemt ved det af ^ — C. Det atta da, at dg og p have modsatte Fortegn » men dp^og 
q samme Fortegn. Tillige bemærkes, at p kun skifter Fortegn ved at passere O, hvorved g = jLg', 
Hge^aa q idet p=i:Lp\ Størrelserne r og dr have samme Fortegn, naar pg er positiv, men 
modsalte Fortegn, naar pq er negativ. Altsaa variere p, q^ r continuerligen og samtidigen mel- 
lem deres Grændser i fOlgende Orden: 



• » « * 



f = O, — p. O, +p, O, — p, o, 

?= —9\ o, +/, o, —g', o, +?',•... 

fr-s fiO t*' rO / r^ r rO 

Udtrykket (50) integreret fra r® til r eller fra / til r® giver den halve Oscillalionstid , I T, 
i hvilken ogsaa p og 9 variere mellem de tilsvarende Grændser. Overhoved fdlge Tiderne pat 
hinanden saaledes: 






* « • 



y/= / "^J^^^l ^ d I. (83) 



Tiden t — '=t; ^ / — (p og r bestemte ved (80), og g vorende conlinoerHgeii fra den la- 

veretil den hoiere Integrationsgrændse). Denne Stdrrebe er atdrre eller mindre end ^ f, efter* 
som q er negativ eller positiv. De ligestore Tidsintervaller 2 T fore bestandigen p, q, r tilbage 
lil de samme Værdier og de samme Tilstande af Yoxen eller Aftagen. 

X. rølge (57) haves ^ = — k/FCOdt, idet FQO *= /^ J ^ > **^ ®* V' er be- 

FiOdt=i I F(f)dty 

alfsaa, ved til hegg^ Sider at lægge Element^rae fra i^ til 1^+27^ f * F(t}dt^ f ^ F{fi di. 

Heraf sees^ at / FQOdt er uafhængig af t, fOlgelig . Hig en positiv Constant, som kan 

betegnes 

. 2r,„ /»' + «r^pi+^^a 

Antages nu t^i^ for ^ = O, haves 

j^t ^nSxn/|2 ^r + 2rfT ^«a4.»/,9 

hvor t er et hvilketsomhelst beelt Tal, saa at ^ er aftagen med 2TV bvergang t er voxen ved 
2 7*. Sæltes derfor 

^^i^V'+O-'o)^. (8?) 

saa vil ^j, ligesom p, q^ r, siny), cos^, sinØ, cosØ^ være periodisk, og vil med disse nævnte 
Stdrrelser have den fælleds Periode 27. — I det invariable Plan xy antage man to retvinklede 
Axer Xi og y^ omdreiede i Retning af Rotationen eensforraigen med Hastigheden '^ {Middelhe^ 
9agehen) , idet a;^ og ;i7 for / => O falde sammen« Altsaa vil til Tiden / svare Vinklen 
x^^x^*^ — O — O ^9 hvorimod ^| er Vinklen mellem Axen x^ og Skjæringslinien af Planerne 
a:y og x'y, Goordinaterne x^^ y|, % kunne da udtrykkes ved 9, y\ %\ idet de ni Cosinus- 
ser ere bestemte ved ^^ , ^^ 6, altsaa periodiske med den fælleds Periode 2 T. Bevægelsen i 
et hviUietsoMbeU Tidsinterval 27 vil dernæst tjene til at bestemme Legemets Stilling til enhver 
Tid^ thi Stillingen til Tiden i vil overboved give Stillingen til Tiden l + 2^r, idet blot x^ om- 

dreies onder Vinklen 2»7¥^ hvorefter x\ y\ z bestemmes ved x^, ifi, « til det andet Tids- 

38* 



punkt ligesom til del forste. Den hele Rotaiion bt maledes oplést i lo periodiske BeTVfelser, af 
hvilke den ene lader Axerne æ^ og y^ i Tiden -r^r ved Omdreiningen stedse komme tilbage i 

den samme Stilling, og den anden bringer Axeme x\ y\ z efter kvert Tidsinterval 2 7 tilbage 
til den aamme Stilling mod Axeme df|, y,, ø. 

XI. KegleSaden (65), som den instantane Axe beskrfver i Legemel, er ITolge Coefficien- 
ternes Fortegn (regnede som ovenfor i IX) stedse stillet om Axen %^ der falder sammen med 
Central -EUipsoidens stOrste eller mindste Axe, eflersem.B4 — &* er positiv eller negativ. For 

BA^ir' =0 reduceres Keglen til el System af to Flaner, bestemte ved z:r=a —7 ^. som 

É* C{fi — C) 

give elliptiskA Snit i Central-Ellipsoiden lagte symmetrisk gjennem den midterste Axe. Derimod 

give Keglerne z7>--7 ^. , saa at den instantane Axe stedse onrdreies om den stdrste eller 

• É* C{B — C) 

mindste Axe i CentraL-Ellipsoiden, med hvilken den falder paa samme Side af de nevnte elliptiske 

Snit, eller disse bestemme fire Udsnit af Ellipsoidens Overflade, saa al Poloideu' maa heel falde i 

en af disse, om den stdrste eller mindste Axe. Herved bestemmes den SiabiUteij som finder Sted 

i Henseende til Rotationen om enhver af disse yderste Axer. Han kan naale Stabiliteten ved 

.Arealet af del tilsvarende Udsnit , saa at f. Bx. Stabiliteten vildb vi^e meget lille om den *f de 

yderste Axer, som afveg meget lidet fra den midterste Axe» 

15. Er Legemet underkastet Tyngden, dirigeret eAer den positive 2*nes Axe, og beleg- 
nes Tyngdepunktets Coordinater i Systemet x^m! ved xts^a^y y^=^§j^''^t^ MaMea ved JH^ saa 
haves i (40) 

.X^gd\ y'^gb'\ i=9c\ fxåm^Ma, fydm=Mfi, fzdm^Mf^ 
foigelig 

Disse give P aV Q 6"+ R c « O , saa at den Sdie (dS) er gjøMende ligesom i TiKeldet P =s (h 
^:=rO, A'sbO, hvortii (85) vilde blive reducerede, naar man havde »«^0, ^ = 0, /-»O, d. e*. 
naar Tyngdepunktet faldt sammen med de^ faste Pankt« Er denne Betingelse ikke opfyldt, bliver 
Svingkraften 6 variabel, idet alene dens Composant efter det horizonfale PI. o; y er* conslånt , som 
er del, den 3die (52)' udtrykker. Man har idvrigt ikke kunnet alnindeligvn* integrere Syalemet 
af de sex Ligninger (32) og (39), naar P, ^, il ere bestemte ved (85); men dette vil uden 
Vanskelighed kunne skee, som PoMSon har viist, naar det givne Legeme er et Bevolalions-Legeme, 
befæstet ved et Punkt i dets Axe, I dette Tilfælde haves A^ B, idet Axen x' er Legemed 
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Axe, hvori Tsrng^depnnktel mas faWe> saa al a » O og ^ =3 0. Ligningerne (39) reduceres fol- 
galig W 

^jl^{C—Ayqr^^fh"gM, A^^^iC—A^pt^yd^gM, Cdr = a. (86) 

Den sidste giver f»fi, constant, som indsætles iilligemed J? » ^ og Værdierne af a\ b'\ c' i 
den 3die (52), hvUliet giver, ifOlge dea Isfe og 2den (32} 

C n C089 —Asivfle — ^ f. (87) 

di ' 

l^es Isle og 2den (86}, moltiplieerede mt€ f og q og adderede, give, idet Værdierne af a og 
th' tfldsæCtea^ og håke Side rednceres ifOlge-'den 1ste og 2den (82), 

^(pdpi-qdq^t=s^yg3falnØdffj 

hvoraf ved Integralion, idel h betegner en arbitrær Constant, 

-^ Cp* + ^^) — * + 2y ^ ilf eosS^ (88) 

eiler tfdlge dén Isle og 2den (32) 

sitt«fl-^+— ^«* + 2y^ifco«ft (89) 

Tillige er if6Ige den Sdie (32) 

éf es^ndlir ct>s6*dflr. (00) 

Af (87) og (80) ndledes ^^ og -^^ dernæst af (00) 3^, alle udtrykte ved 0, hvoraf ved In« 

du au du 

liegraliott t,^ og q> Bestemmes som Fnnctioner af 6 (elliptiske); Conslanlerne, som herved ind* 

komme, bestemmes ved den oprindelig« Stilling af Legemet^ som giver Værdien »s ^ for I =a O, 

hvortil desndén^ kunne svare ^£=0 og {pessO, efterdi Axerne i de to Planer o? y og xy ere 

vilkaarlige. Tillige er oprindellgen G , den resulterende Svingkraft af Revægelsesmængderne, og 

dens Axes Retning ^ givne ved Siddel, efterdi disse Bevægebesmænder tagne i modsatte- Retninger 

maae være i Ligevægt med de givne Bevægelsesmængder indeholdte i Siddet. Allsaa er og- 

saa f besleml som Cemposant af 6 om Axen & , og ved . al^ opldse G i Momentet Cn om 

Axen » og Homentet /» om en Axe i Planet xy, saa erholdes baade n bekjendt og i^dlge (88) 

/*• 

A='-^ — 2 jf g JlfcoB (K, 

A 
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TRErøE AFSNIT. 

Fri Bevægelse^ Bevægelse paa et foål Plan^ 

16. Den frie Bevæg-ehe af et fast Legeme i et hvilketsonhelst Tidselemenl dt kan op- 
løses i en Translations-Bevægelse, hvorved alle Punkter undergaae den saoime Forflyttelse i Ranw 
met efter RetoiDger, som ere indbyrdes parallele, og en Rotation om en bestemt Axe. Vælges 
nemlig et hvilkelsomhelst Punkt, og tages den virkelige Bevægelse af dette i Tidselementet dt som 
den fælleds Translation af alle Punkterne, saa vil dernæst Legemet ved en enkelt Rotation om en 
Axe dragen gjennem det valgte Punkt kunne bringes i den Stilling, til hvilken det kommer, ved 
den virkelige Bevægelse, i Endea tf Tidselementet dl (Art. 9). Det Pankl, fast forhnndet med 
Legemet , som saaledes kan tjene til at regalere Bevægelseo » er vtlkaarligt,'' meft beqvemmeat væl- 
ges Tyngdepunktet. Dette Punkt maa nemlig bevæges, som hvis hele Hansen var samlet deri og 
alle Kræfterne umiddelbart applicerede paa samme (II, 5)* Man kjender altsaa Retningen og 
Størrelsen af dette Punkts Begyndelseshastighed som bestemt ved^ de oprindelige instantane Kræf- 
ter. Ved Sammensætning af disse Kræfter som applicerede paa de forskjellige Punkter af Lege- 
met erholdes (!> II, 11) deels den enkelte Resultant R appliceret paa Tyngdepunktet deels eo 
Svingkraft (5, — S), Kraften R , den samme som Resultanten af de givne Kræfter applicerede 
umiddelbart paa Tyngdepunktet, er den, som bestemmer dette Punkts virkelige Begyndfelsesliastighed, 
og den lader sig opldse i ligestore og parallele Kræfter virkende paa alle de ligestore Masse- 
Elementer af Legemet. Herved bestemmes fdlgelig for disse en med Tyngdepunktet fielieds Trans- 
lations-Bevægelse. Derimod kan Svingkraften ikke frembringe nogen Forflyttelse af Tyngdepunktet, 
efterdi begge Kræfterne S applicerede paa dette Punkt hæve hinanden. Heraf fdlger, at Bevæ- 
gelsen, som skyldes Svingkraften , forbliver den samme, om ogsaa Tyngdepunktet befæstes, men 
man vil dt tillige kunne indfCre Kraften A, som er appliceret paa dette Punkt, c^ at medeas 
Translationen er bestemt alene ved iS, vil Legemets Ratatio^ om Tyngdepunktet være bestemt ved 
Systemet af Kræfterne A og C*^ , — iS) , som er eensgj ældende med det givne System af Kræfter. 
Altsaa haves folgende 

Théorem, Den hele Bevægelse, som et System af instantane Kræfter fremMnger paa et 
fast .Legeme, der er fuldkommen fKt, er sammensat af en Translation, besleamt ved Resvltanten af 
alle Kræfterne flyttede parallelt ^fil Tyngdqinnktet, og en Rotation beøtenit veé del givne System 
af Kræfter, idet Tyngdepunktet antages fast. 

17. Det samme Theorem gjælder for de accelererende KrsBfter, som continuerligen virke 
nnder Legemets Bevægelse. Disse kunne nemlig betragtes som instantane, men saadanne som i et 
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Tidselement åi kaa frembringe uendelig smaa Hastigheder. Man kan derfor efter Forldbet af 
enhver Tid / betragt^ Legemet som hvilende, men paavirket deels af de Jnstantane Krefler, som 
neio]^ give det den Bevægelae, det til samme Tid har^ deels af de conliaaerligt virkende Kræfter 
bestemte til Tiden I, og naa vil demøst koone samnensalte disse to Systemer af Kræfter^ saa » 
at Virkningen af samme paa Legemet maa være bestemt efter det foranstaaende Theorem. Naar 
altsaa Tyngdepunktet gj6res til Begyndelsespunkt fbr tre retvinklede Axer er, y, «, som bevæges 
parallelle saa maa blot dette Punkt til enhver Tid tænkes forflyttet ganske som hvis hele Hassen 
var samlet deri, idet de instantane og contrnuerlige Kræfter umiddelbart appliceredes . derpaa, men 
tillige ville de samme Kræfter bestemme ttegemets Rotation om dette Punkt, ganske som hvis det 
var et fast Punkt, altsaa Axerne o;, y, « faste Axer i Rummet. Da idvrigt Kræfterne almindeli« 
gen afhi^nge af Applications - Punkternes Stillinger i Rummet, Tilie Translationen og Rotationen af 
Legemet ikke være uafhængige af hinanden, men de tre Differentialligninger af 2den Orden for 
Tyngdepunktets Bevægelse kunne aknindeligen kun integreres i Forbindelse med de sex Ligninger 
af 1ste Orden for Legemets Rotation om dette Punkt* I specielle Tilfælde kunne derimod disse 
to Bevægelser være uafhængige af hinanden, f» Ex. naar Legemet kun er underkastet Tyngden, 
ligeledes naar det er en homogen Kugle, eller sammensat af concenlriske homogene Lag, tiltrukket 
af hvilkesomhelst -faste eller bev.ægelige Centrer ved Åttiaction omvendt som Qvadralet af Af- 
standen. I disse Tilfælde er nemlig Kræfternes Resultant en enkelt Kraft appliceret paa Tyngde- 
punktet , medens Svingkraften bortfalder , saa at Rotationen er bestemt alene ved de oprindelige 
instantane Kræfter, uden aceelererende Kræfter. 

18. Er Legemet bundet til en fast Flade , saa at det kan kan glide eller rulle derpaa, 
saa vil Bevægelsen være bestemt ved Betingelsesligningeme for Ligevægten af de tabte Kræfter, 
som ifolge Slatiken erholdes ved at betragte Legemet som frit, idet til Kræfterne fdies Reactio- 
neme af Fladen dirigerede efler J)Iormalerne til denne i alle Rdringspunkterne med Overfladen af 
det givne Legeme (I, II, 19, 3?). Det vil imidlertid hor være nok at betragte Tilfældet af et 
ff^ Legeme paa et Plan, idet Legemet alene er underkastet Tyngden og blot rdrer Planet i et 
enkelt Punkt liT. De retvinklede Coordinater til Legemets Tyngdepunkt G betegnes. x, y, s, tagne 
med. Hensyn til et System af retvinklede faste Axer i Rummet, af hvilke s'nes Axe er dragen 
vertiealt opad, Legemets Masse væreif, Reactipnen A, hvis Retning, perpendiculær paa Planet i K 
og efler Legemets indvendige Normal, danner mod Axeme Vinklerne A^ //^ y. Disse Vinkler ere 
givne, enten jconstanfe eller Bunetioner af f, eftersom Pfainet er ubevægeligt eller har cu gi- 
ven Bevægelse, som ikke moditceres af Legemets Bevægelse; men Vinklen f^ maa stedse være 
spids, efterdi Legemet' maa være over Planet, altsaa trykket imod dette. Ligningerne fbr Bevæ^ 
gelsen af Tyngdepunktet (r ere 



d^x A d^v d!^ss 

M — j = /? cos/, ^Jl = ^ ^^*/*» ^ JT ~ ^ ^^^^^ '^Mg. (91) 

Rolalionen om Cr skyides aleoe Kraften A. Ved a, §9 f betegae man Coordinalerne til IT i Sy- 
stemet xff%j dannet af de til G b6rende principale Azer, og X, fi , v yefe Vinklerne af K 
mod de samme Axer, altsaa (efler Betegnelserne i Art. 7) 
cosA'= acosA-l- a^osfi -f a'conPf cos^W ^cosAf b'eo»fi •f ^'tow^ t09V=^pto$X^ ecosfi i- e'cosp^ 

(W) 
hvorener haves ifolge C^d") og C^O) 

Bj^ + C^— C)prw«il(|/ cosA'— o cosf^'), ) . (©3) 

dr 
C -j- + (B— r A}p g = il C« cos^'— fi cosA'). 
di 

Legemets Overflade er bestemt ved en given Ligning tt=> O mellem a^ fi , y, hvorved igjen 

A'? fiy V haves for K som et vilkaarligt Pnnkt paa denne Overflade, nemlig 

•1=0, cosA = ^ 5- » ^o^i^ ~ 55* ^^'^ *" d"' ^'^^^ 

\5^y + Vrf^/ **" VJ" / J ' ^^^^ Forlegnet er bestemt saaledes , at X\ f$\ v 

svare til Normalens Retning udenfra indad. Tillige vme det laste Plan givet i Systemet x, y, s ved 

■ 

{ eos A + fj cosfi + S^osp =« //, 

hvor // er given, enten coustant eller Function af t, Coordinaterne til if, hvorved denne Lig- 
ning maa være tilfredsstillet, ere 

^ = x+aai-bfii-cy, 17 = Jf + a cjf + 6'^ + c'y, f sssa + a'a + b"/i -bc'y, 
saa Bt man har ifdige <|92} 

» 

a;cosA+ycos^* + »cosyJ-acosA'+^cos//+;/cosy=a2/. (96) 

Idet k', jii, V ere udtrykte ved C92), ville Ligningerne (91), Crø), C3S), <94), C^^) netop 
være tilstrækkelige til at bestemme de tretten Størrelser x, y, s,^, ^, f*^ ^^ q>9 O, a, fi, /, B. 
Legemets Overflade forvdstetles herved at være continnerlig og convex i ^l\e Punkter, saa at Ro- 
ringen med Planet stedse finder Sted i et enkelt Punkt K, Tillige maaA være bestandigen.po« 
sitiv, uden hvilket Legemet vilde skilles ud fra BerOringen med Planet. Antages Legemet at gaae 
ud i en Spids, med hvilket det vil forblive i Beréring med Planet^ saa bortfalde Ligningerne C04). 
men i deres Sted ville ccy fi^ y have givne constante Værdier. 



idet V 



19. Er PlMel boriiODlall Of vbevøgeligly kan del tages ion FL «y, og mtB vil d« 
h«veeoiil» O, C08/|»0, cosf^»l, 2/««0, saa al LigBiogenie C92) give couX^a'f ton fji=h'\ 
coay a e\ Ifdige den lile og 9deB (01) ^1 ^•b borizonlale Bevøgelse af v«re rellinel og 
eesirormg, altfaa betteail alene ved del oprindelige Sl6d, tom hac mI Legemel i Bevøgelte, og 
den 3die (01) giver 



-Q-> 



(96) 



hrorrc4 il beHeflUMf, M«r x er Autdn. LipuagerM CM) forwdra derefter til disie 

irl? + (^_0,r-Jf(^ + j)(7«''-ac''), > (97) 

clT + C« - ^„ -n (g + ,) C«»"~/y«"). 

Iffitge (96) have« 

» + ««"+/? 6"+ y c"« O, <98) 

bTorred x b|>rbk«ires af Ligaiageme (07), loai i Forbiadelse ned (3t) Ueae tO at flade ]», 9, r, 
tt'^ 9?> <!!> idet a, fi, y bestemaiei sem forfaea. Er aeailif K bevegelig paa Legemets Overflade, 
saa baTes iflMge QiA") 

Jmå éImé A»å 

(99) 



O, 






meii er K et oforattderligt Pankt paa deime Overflade, maae a, §y y være omiddelbart givne. — 
Da h6ire Side af Ligningerne C^T) ninilipUeerede med a\ h", e' og adderede give O, øaa er 
den 8die (58) gjøldende , d. e. Sammen af Momenterne af Bevøgelsesmængdeme viricende til 
Omdreiaing om den yerticale Axe gjenoem Q er conatant, HaKipHceres de tamme Ligninger C^T) 
med p, q, r og adderes, erholdes ifdlge C84) 

^pdp + ll5'ily+(Crdr««Jf(^ + ^)(arfa'+/ydr+ydc'), 

men ifølge (08) og (00) kaves 

da + ad«'+ §db"+fåe"^ — iadu + h"dfi^i!'dy) «— Kd«, 

som er O formedelst ussO, hvoraf d« aO, idel K er bevægelig paa Legemels Overflade; men 
del sajnme vil udkomme, naar K er fast paa denne Overlade, hvorved da^»0,dflmmO^ dy^^O* 
Fdlgelig erholdes 



(jm ^ 

hvoraf red iBtq^rttioji 

hvor h er en arbilrcr ConstmiL F. Ex. naar Le^eael er begrændset af ea RevoluUonsflade , hvis 
Axe GK stedse rOrer Planet i Toppunktet K, haves A^=^B, at^O, fi^^Oy altsaa ifolge (93) 
« SS — jf eotØl Den Sdie (97) f iver r es » , eonøtant , of de to fundae lategraler, Ireaittiflede 
ved den 3die (512') og (100), transformeres foraedelst den Isle og 2den (32}, ligesom 1 Art. 15, 
hvilket giver 

Ciicostf — ^sin«ff?«r, 
^(«n>tf^+^)+jr(y«,ini(?^-2,yc«(?j-A, 

ved at indbefatte — Cn^ i Constanten A. Af disse ndledés to%% og af den 3die (3:2} % som 
Functioner af O (nltraellipti^e). 

20. I det foregaaende er intet Hensyn taget til Frietionsmodstaideii , sOm det fssCe P/an 
ttd6ver i Rdringspanktet K-^ hvilken Kraft , dirigeret i modsat Retning af Ponktets fievffgelse paa 
Flanet, er uafhængig af Hastigheden og proportional med Trykket R, Man antage Planet hori- 
sontalt og ubevægeligt, PL xjr, og Legemet glidende paa samme med en bestemt Grundflade, hvis 
Areal » 8, saa at Tyngdepunktet G bevæges horizontalt og Legemet roterer om Yerticalen gjea- 

d^» 
nem Q* Man har da ^ « O , altsaa ifdigt (96) , efleriom FrictioMa ingen CompesanI giver 

efter den verticale Åxe, R -« Mg. Dette Tryk fordeelt paa den hele Grundflade S gWer for hvert 

Element lia af samme et T|yk ts^Mg-^y hvorefter Frietioneii af i# er bestemt mschMg ~» idet 

h er en Constant, som aleiie «r besteni ved Beskafféohedte af den liiste og den glidende Flade. 
Projectionen af G paa ?U xy være Pol for Coordinateme r, 0, idet Viidilen d regnes fra en 
Axe parallel med den positive dp'^nes Axe og i Retningen henimod en Axe parallel med deo posi- 
tive jf'nes Axe* CoOrdiaatenie til 4 o ere altsaa xA-rtosQ og y + rsinØ, og naar dv bevæges 
med en Hastighed c i eo Retning bestemt ved 9*sia% haves som Cemposanteme af 9 

• cosa=>T: — rstn(?--, csina«r^-^rcos^-^. (102) 

ol Ol at at 



Composanlenie af FrictioBen af dø ere -i coaa^do og-— ? sina^tfa, saa at mao har 

for £evægel8eB af Q 

i^x kg iPy Aff 

Jfi^—j/^OBU.da, —^^^fAw.io, (103) 

og uaar Mk^ ar herliens Momeat me4 Bevyn til RoMioiiiaxan^ Y«rU««leii gjmiem 0, og 

01 ==: -r- betegDar den angulære Hastighed, saa er ifdige CO 



dt 



*•-£« — y/«n(c» — tf)*r da. (104) 



lAtegraler&e tagea alle jnetteai de yderste Grimdser, son oiisliitte Areakt 6. Ligniiiger&ø (IQS) 
bestemme a, hvorefter (103) og O^O skulle tjene til at finde x^ y^ 0^ men 'denne sidste vil 
ikke almindeligen kunne separeres (hi de to fdrste^ saa «l Translationen og Rotationen komme til 

at afhænge af hinanden gjensidigen, — Er (r ubevægelig , saa haves ^vMOy -^aaO, altsHaifol- 

ge C102) 

de . /i . « 

ol 

eller a^OO^ + ^y men forat Udtrykkene (103) kunne være 0> maa man have /"sind •cl<j«s O og 
/'cos9*(la>»0, hvilket f. Ex. finder l^ed, uaar Grundfladen S har øb symmetrisk Form med Hen- 
syn til Rolationsaxen ^ saa at Polen er Centrum for Contouren af S. Sættes dernæst y*rd o *= c, 

saa haves ifdlge OP^) --p = — jvr* saa at Rotationen er eeosformigen retarderet. Skeer deri«* 

at h*S 

mod Bevægelsen uden Rotation, saa haves a constant, og 'e>=3 0, saa at ogsaa Udtrykket C^Q^) 

maa være O, hvilket f. £z. finder Sted^ nMt J*x da *=^ O .ogy*yda==0» d. e« naar Polen er 

d^x d^u 

Tyngdepunkt af Arealet & Af C103} vil da fdlge ^-5=« — kgcom, jj;==-— Ajf^ina, som 

fremstille eb retlinet og eensformigen retarderet Bevægelse. 

21. Naar Legemet rdrer Planet i et enkelt Punkt JT, kan Bevægelsen skee paa forskjel«. 
lige Haader. 1? Legemet kan rotere saaledes, at JT, bestandigen er det samme Punkt paa Pla- 
net , etter S?; det kan glide paa Planet , idet K beslandigen er 4et samme Punkt paa Legemets 
Overflade. I disse Tilfælde er Frictionen bestemt paa samme Maade som naar ROringen finder 
Sted ved en Grundflade af hvilkensomhelst Udstrækning, thi Frictionen er uafhamgig af danne Fla- 
des Størrelse, saa at den blot er proportional med Trykket i ilT og gaaer i modsat Retning af dette 

34* 



PuftkU BetøgeUe. Legenet ken 8? rulle paa Plmel, aaa al K beskriver Linier paa Planet og 
paa Legemets ØTerflade af ligestore Længder, elier 4* det kan rulle og til saaime Tid glide paa 
Planet. Frictionen, soai skyldes den rullende Bevægelse , kan betragtes son nnnrkelig, men for 
den Deel af Beyægelsen, som er glidende, er Frictionen' bestemt som fériien« Disse Sætninger 
gjælde ogsaa, naar Legemets Overflade er cylindrisk eller eonisk, eller overboved developpabel, 
idet R6ringen ned Planet finder Sled efter en retlinet Seneratrix. Derimod maa det forudsagtes^ 
at R6ringen ikke finder Sted Yed en skarp Kant eller Spids» *- Legemet Tære ea homogen Kugle 
st6tlet til et horisontalt Plan og sat i Beyægelse Ted et StOd, som bringer det til al rotere om 
en horiaotttal Diameter perpendiculær paa Retningen af Translationen^ der ligeledes er horlzontaL 
Tages denne sidste som Retningen af x*ne» Axe, sæltes Kuglens Radius »»a, dens Inerties Mo- 
ment med Hensyn til RétaHonsaxen oajffts, og betegnet Ted « den absolute Bailigfaed af 1^ 
saa haTes 

ii ^ 4i% " ét " 

idet h regnes som positiT eller negatlT, eftersom 9 er positlT eller negatiT, hTorimod å^sO for 

9ssO. Det er henred antaget, at es regnes positiT, naar Rotationen lader BoTægelsen gaae fra 

neden opad for den Deel af Kuglefladen, som er Tendl mod den positive Retning af ^nes Axe. 

dx 
Sættes -j-*« æ og m = a for I«« O, saa haTes Ted Integration 
11/ 

éx . ^ kag^ 
j^^n-kgi, «-« —i, 

hTorefter t^^^^^u-i-aa -- ^l-i-^\hgt Dbse Formler gjælde ogsaa for et ReTOIuUonsIegeme 

roterende om Azen , der er horisontal og perpendiculær paa Retningen af Translationen , og for 
ethTert Legeme af denne Slag» Tilde da ir* Tære særskilt at bestemme , men fdr Kuglen haTes 

ft'ss|a^ (U, 17). Altsaa, naar n-i-aa ec positiT, Tif t rediieeres tit O i en Tid 7« f -r — » 

hg 

hTorefter man maa tage A &=> 0» hTOrtil STare de constanle Vætdiér 

lise &«— ^«» 6fr— 8aa 

ét 7 ' 7a 

dx 
Den fdrste af disse tO, for u og a positiTe, bllTC negatiT naar ii<|aa, idet nemlig -- alle- 
al 

rede efter Uden --<t gaaer OTer fra positiT til negatiT, saa al Kuglen bliTer formedelst 



Fridiotten bragt til at forandre dens Retaiag af Translations-Bevvgelse lil den inodjialte, medens 
Rotationen forUøttes i den oprindelige Retning. 

FJERDE AFSNIT. 

Faste Legemers Samniensléd* 

22. Man antage f6rste to Kugler ^ enten homogene eller dannede af concenlriske homo- 
gene Lag, og iom kan have en TranslaUons-Bevsgelse, Ted hvilken begge Centrerne eensformi- 
gen gjenneail6be den samme rette Linie* Naar disse Legemer sammensldde, Mive deres Haslighe- 
der forandrede, men Centrerne forsætte Bevægelsen paa den samme Linie. Denne være tagen som 

xne% Axe, x og x være Coordinateme til de to Centrer, ess— og 9m»— være Hastighederne 

forend Stddet, V og V' Hastighederne efter Stddet, Masserne være betegnede ved m og m\ Ha- 
stighederne knnne være positive eller negative Celler Bevægelsens Retning} , men for at Sammen* 
stdd kan finde Sted, maa x' — x tbrtuå St6det have modsat Fortegn af v — e. Er £ Coordinaten 
til Tyngdepunktet i Systemet af de to Masser, haves 

nP Ax Awi 

altata ved Differentiation (ni-f m'>3^s=: ni --fni'-;^. Ifdige Principet for Vedligeholdelsen af 

at åt at 

di 
Tyngdepunktets Bevægelse (II, 5) vil -^ forblive eonstant og uforandret fdr og efter Stddet, hvoraf 

di 

dx f dx 
l&lger, >^^ "*;r +** "j* 9 Summen af Bevægelsesmængderne, ligeledes forbliver uforandret, saa at 

man har 

mK + mV^smc+niV. (106) 

Ere Legemerne furdkomment uelastiske, saa haves ifdlge Carnot's Theorem (II, 9) 

••«» + mV« — mV^— mV^ = ni (c — F)» + »C«'- ^^ 

I • • • 

eller 

« F* + mV« « ni K« +niVc\ 

Denne oombineret med (105) giver, ved Elimination af ni og m', F« Y'y efterdi man hverken 
kan have K— 9<»0 dier F'— »»O i TUfæUel af et virkeligt Sammenstdd. Altsaa er 
ifiUge C105) 



F=y= ""'^'*y . (106) 

Ere Legemerne faldkomment elastiske, saa haves derimod 

!»«• + wV« — « K* — m'F'« = O, 
som combineret med (105) giver, ved Elimination afm og m', F+©= F'+r' elltr K— K'««— Ci>— «') 
d. e. de relative Hastigheder fdr og efler StOdei ere hinanden lige og modsatte. Altsaa Ondes 
ifdlge (105) serskilt K og Vi 

iii + m ' i9i-m 

Sættes ^ — ^ — *=^> saa liaves ifdige iiW) m(r— F)« — iwC^' — y*)«^, hvorimod 

m + m 

ifolge O07) mit — F)= — miy!-^ k')b22/, saa at den Bevægelsesmængde , som ved St5det 

Massen m taber, W vinder, naar disse Masser antages uelastiske, bliver ved Elasticiteten fordoblet* 

Naar ffi«=m', saa udkommer ifdige (107) V '=iv\ VWr, «Uer Haslighederne blive ved StOdet 

af de ligestore elastiske Masser ombyttede; f. Ex. for o's=0 bliver Fc^O, F^«« Er ni me- ' 

get stor i Sammenligning med m og t> = 0, saa erhddes ifOlge (107) F=s — e, Vt^-O^ ellcjr en 

elastisk Kugle bliver ved at mode en fast Hindring bragt til at springe tilbage med den samme 

Hastighed, hvormed den falder ind. 

23. For to Masser Jf , ^, af hvilkesomhelst Figurer og bevægede paa hvilkensomhelst 
llaade, vil Virkningen af Sammenstddet kunne flndes saaledes. Tyngdepunkterne i disse Masser 
være betegnede G, Cf^ og de dertil svarende principale Axer være Coordinataxer for Systemerne 
xyz og xyz. Umiddelbart f5r St5det være Composanterne af Hastigbeden' af G efter Axerae 
X, y, s betegnede fD^, 9, 9 ^s > ^^^ ^^^ StOdet forandres til V^, F„ Fg« Den angulære Ha- 
stighed af M om den instantane Axe giver som Composanler om Azerne x^ y , z umiddelbart for 
Stodet p, q^ r, men ved Siddet forandres de til P, 0, A. Disrimod vil Stillingen i Ruiunet af 
G og af de principale Axer forblive uforandret i det lille og umærkelige Tidsinterval, hvori Sid- 
det varer* For et vilkaarligt Pnnkt i M^ bestemt véd Goordinaterne x, y, 2, ere unuddelbart for 
Stddet Composanterne af Hastigheden efter Axerne x, y, % ifdige C27) 

som ved Stddet forandres til 

Fi+C«— fiyi Fa + Ax — P«, F, + Py — 0«. 
Difrerentaeme mellem disse Hastigheder og de foregaaende være betegnede X, F, Z, nemHg 
^«.r,~Fi+C^— P)s~(r— i?)y, 7=©^— Fa-Kf^il)x— (p^P)z, Z=r,— F,-f(p— F)jr— (^-^>' 
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FOiT Elementet d-m uf MMsea i/, hvortii CoordioaterAe X| y^. a »vare, ere de tabte Krefter JJTdm, 
ydjii, ZdM| og tit Systemel af disse, for alie £leaieiiter dm, vacfe fdiet Aeaetionen N af Massen 
M' i Saaifliieiiøtddningspnnktet K^ diriferet eAer Normalen lil Overfladen af H i dette Pankt oden* 
fra indad, bvorafter MaMen M kan betragUs aom fri (I, V, 5). Ere Goordiniiteme' til dette 
Funkt xs=^ y «99 ««"^9 09 ere Vinklerne ^i Relaiafan af N mod Axeme w, y, a betegnede 
0, ff, fy saa kavei for Ligevegt^ som finder Sted ifélge d'Ålemberts Princip, de sex Ligninger 

(II, C«), æ) : 

iYeo6a+/A'dm»Ot JVeosfi+fYdm^O, Neosy i-fZdm^O, 

N(fj cosy — f cos/?) -^fQyZ—iT) dm=^0^ 

N Cf cos« — I cos;/) + fQzX — xZ) dm » 0^ 

iVCJcos^ — ^cosaj+yCJpV — yA^)dlw«0, 

eller, naar Udtrykkene for X, Yj Z indsættes, og Reduction foretages ifdige Egenskaberne ved 
Tyngdepnnktet og de principale Axer, og idet A^ B^ C ere som forhen Inertians Momenter med 
Hensyn til disse Azer, 

iVcosa + C«i— ^1) i»/=0, Ncosfi + Qv^— V^^ J/«= O, N oosy + (©3 ^ Kg) .V= O, 
iVCiyoos;^— {:eos/f)+yrf(p— ^)=aO, A^Cfeosa— |eosy)+A(f— 0=0, iV(Scos^— ^ycosa)+CCr— i?)=o 

(108) 

For Massen Jll' hatcs sex tilsvareide Ligninger mellem de analoge Stdrreiser henforte til Axerne 
^ y y ^ z: 

iVcosB'+ C«'i — ^1) ^« O, iVcos^+ Ce'a - V^y å/-m O, iVi50s/+ iv\— V\) j/« O, 

iV(^'cos/— ^eos/J') + ^O'— JP')=;.0, 
ACf'cosa— i'cos/) + B'(^'- C']l«0, 
^ CS'cc«/J'— v'cW) + c' Cr — fi') = O. 

Ere Legemerne udastr^e, vil Stodet vare, medens begge Legemer nndergaae en umærkelig Sam- 
mentrykning, indUi deres Hastigheder i Sammenstdduingspnnktet opldste efter den fælleds Normal 
til samme Side ere ligeslore, hvilket udtrykkes ved Betingebesligningen 

(^1+ <?f — %)cosa+ (Fa+ Jl| - PO cosli+{V^+P7j — Ql) oosy 
+ ( F'i+ C'S'-Hy) oos«'+(K'3+ it^—P'^) t)0s^+(1^a+^V- <?'5') <5<>»/ 

De tretten Ligninger (108), (109), (110) ere netop tilstrækkelige itl at finde de tretten uber- 
kjettåté Størrelser iV, Kj, V^ K„ P, ft il, F'i, F'j, F'j, P', e', R\ — Ere Legemerne ela- 
stiske, saa bemærkes tre paa hinanden fdlgende Epochernnder Sammenslodet. Pen fOrste er den, 



(109) 



a (110) 
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bvor Le^eaerne konne i Berdrin^ med bioanden i el Foolit K ef Overlederaei den andeB er den 
•f derei il6rtte SenneBtrykaiii^ , hvor nemliy deret noniiele Hutigbeder i E ere lifeflore og i 
seoiiie Reloin^, den tredie er Stédeti Opbdr, idet Legr^nertte •killeø fr« biaaaden, eflertl de ved 
UdvideUen ere koniDe tilbef^e til de opripdelife Fifsrer. I Tiden mellem dea Idrile og aadei 
Epocbe er Pbøaomeaet faatke det samme tom for aelatlitke Master , saa al de trettea Ugaiager 
(108X (109), (110) tjeae til al bestemme iV; K^, K,,*** for dea andea Epocbe. Mellem dea 
andea og tredie Epoehe modtaf^e begge Legemerae i K ved deres Udvidelse det tamme St6d Pf 
efter dea f«Ueds Normal i modsatte Relaiager^ taa at de tolv Ligalager (106) og (109) ere 
gjeldende til den tredie Epocbe, idet man i (108) for t^, e^, e^, p, g, r ladsøtter K,, Fj, F3, 
P, Q, Rj derimod for K|, V^, F^, P, Q, R ladtvtter de ter s6gte Composanter fbr M, tom 
knane betegaet I^^, U^, I/,, Pj, Q|, A|, ligesom gaasbe ligaende Snbslitntioner foretages i Lig- 
ningerne (109). Naar de'sei Ligninger (108) adderes bver ismr til dea tilsvareade^ gjøldeade 
for dea tredie Epocbe, erboJdes 

2iVcosa + (ei— r|)if»0, SiVcot/f +(«,— *£r«)if-9 0, «iVcoty + (e,— Cr,)Jf=sO, I 
2^(iycosy-fcos^)+^(l>-Fj)=s:0, 2iV(;cosa-Scos;^)+it(9-Øi)=0, SiV(Scos/;-H7COta)fC(f^itj)M).| 

(111) 
Ligesaa baves tez bermed aaaloge Ligninger for åt^ taa at de tolv Coaqpotaater for M og Jf", 

bevirkede ved St6del, knaae beraf fiadet, idet iV er bettemt ved (110), aaar beri for de tolv 

Stdrrelter V^, F«, F„ P,.,., indtøttet deret Udtryk ved N adledte af <108) og (109). 

2^1. Hvad eatea Legemerae ere uelastiske eller elastiske , ville Hastigbederae af G og G^ 
opldste paralleU med Tangeatplaaet til K ikke foraadres ved StOdet, og det samme gjmider om 
den resulterende Sviogkraft af Bevøgdsesmøngderne tit M og B^ opl6sle efter samme Plan eller 
virkende til Omdreining om Normalen til K^ Naar nemlig jl, fij ¥ ere Vinklerne*, som 'dannet af 
Axerne or, jf, z mod en bvilkensombeltt LIaie dragea ud fra G parallel med Taageatplanet til A', 
taa bavet cosa cotA-é- cos^cos^ + cot^^coti/s^ O, aUsaa ved at multiplicere de tre f6rste (108) 
eller (111) med cosA, cos^, eonv og addere 

e^cosA •\-iD^eo9iA'k'V^eo9v^^ FjCOsA+ FaCOs/i+ F^cosy« C^^cosJL^f CT^cos/i + l/gcosy, 

og paa lignende Maade ior 3tt. De ire sidste Ligninger (108) eller (IH) »••• derimod mol- 
lipUeeres med cos/y^ cos^^ cos;^ og decefter blive adderede, bvorved udkoauaer 

^pco5a + Bfco8^-fCrcos;'«w^Pcosa-fitQcos/9-l-Citcot;^:=sw^PjCOt«-K^Q(COt/f •fCiliCOt;', 

og ligetaa for IHt. — Naar Normalea ta K^ Retaiogea af Krafl^ N^ gaaer igjeaaem Q, taa haves 

J V _ i 



cota tosfi eosy 



, altsaa ifdlge de tre tidtte (108) og (Hl) 
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elUr Siddet vil da ingen Forandring bevirke i Rotatiotten af Mt, men alene forandre tranihtionen. 

tiaaer Normalen tillige gjennem (/• aaa er ogsaa ,as— ^ss~^, og Ligning (110) vil da 

cosa co«^ coiy ''»''» 

reduceres til 

F, eoso + Kj cosfi-ir Kj cos/ + T^j cosa'-«- F*, cos^+ F*, cos/es o. 

Naar hertil adderet de tre fdrst« (1€8), mirUipHcerede med — ^, — ^, — £^, og de ire f&rste 

JH M M 

cosa cosff cosv 
ClOO) mnlliplicerede ned ^^-tt-^ *TF^' IiT^' '^ vdkommer 

iv(^-— +-p^ + f>i co8.c(-f v^eos/^ + ^t coay+«'i«08aV©\ oos/J'+i>', coay =» O. 

A-^tsaa^ naar 9 og v ere Hastighederne nf G og Cf fdr Siddet, 6 og tf Vinklerne, som Retnin- 
gerne af disse Hastigheder danne med Retningen af Stddet iV efter Normalen til if, og den mod* 
øatte med Hensyn til fit^ saa haves 

Mi/it co$0 f t'costf') , - . ^v 

^-"- FH? * ■ ("*> 

som maa v»re positiv, for at der kan være virkeligt Sammenstdd. Er FBastigheden af G iEpo- 
chen af stdrst Sammentrykning og O Vinklen af dens Retning mod Retningen af y efter Norjna* 
len til Mj saa er if6lge de tre f6rste C 108) 



altsaa ifolge (118) 



N 
FcosØas F|COsa-i- F,cos^+ Fjcosy« — +reosfl, 



^ Mveoad — JlttcoaS^ x,,«^ 



Og analog hermed er F'cos^ for M', saa al F^osO + F'^osO'sO. Ved den tredie Epoche 
vere I^ og 0| Hastigheden af G og dens Vinkel mod Retningen af ^ (agea «om forhen, altsaa 
ifi51ge de tre f6rste (IH) 

UeosGi^ U^tosa + IT^eos^ + i;,eos;^ « — + r cosØ« 

kvonrf igjen ail51ge C118) 

„ ^ (if— JIf')«eosfl — ^Jl'c'cfosijr 

VcosOi^^ STS* "' ^ ^ 

og if6lge Analogien haves ifeos&\ svarende til if". Af (113) og (114) knnne fler^ specielle 
Resultater udledes ligesom af (106) og (107), som heri ere indbefattede. Antages f. Ex. i (114) 
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id meget slor og d'«='0, erholdes C/cosd| » — rcosØ, eller Tyngdepunlitet G af den elastiske 
Masse M bliver ved Sludet mod en fast Hindring, idet Stødets Retning gaaer igjennem G^ bragt 
til at forandre sin normale Hastighed til en ligestor modsat» Da derimod Hastighedens Compo- 
sant parallel med Tangentplanet til K forblirer uforandret, saa sluttes, at G forblivende i eet Plan 
med Normalen til K springer tilbage under samme Vinkel mod Normalen som den hvorunder den 
stoder an, — Disse Resultater gjælde^ forsaavidt Intet Hensyn er at tage til Frictionen F i 
Punktet ilT, som kunde frembringes ved begge Fladers Gliden paa hinanden i dette Punkt under 
Sammenstddet. Denne Kraft, fremstillet ved hN eller ^hN eftersom Legemerne ere uelastiske 
eller elastiske, maatle medtages i Ligningerne for Massen di ved at lade den vare bestemt i Ret- 
ning som modsat Retningen af den relative Gliden af M paa ^^* Ligesaa maatte den samme Kraft 
jP, tagen i modsat Retning, indfdres i Ligningerne for V, £i anden Udvidelse af Problemerne 
angaaende^ Sammenstddet haves ved at antage liere Legemer samtidigen stodte mod hinanden \ men 
Fremgangsmaaden er den samme som for Tilfeldet af to Legemer, idet hvert enkelt Legeme kan 

« 

betragtes som frit, idet Reactionerne af de andre Legemer for de forskjellige B^rdringspunkter ta- 
ges i Beregning ligesom forhen den enkelte Reaction iV. Ogsaa kunde ethvert af Legemerne vsre 
underkastet givne Betingelser som bundet til en fast Axe eller et fast Punkt eller et fast Plan, 
mep man maatte da efter Slatiken opsætte i Overeensstemmelse hermed Betingelsesligningerne for 
Ligevægten af de tabte Kræfter, istedetfor som forhen Ligningerne gjældende for det frie Legeme. 



W^BB 
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FJERDE CAPITEL. 

Bevægelse af et System af Masser underiiastede gjensidige Tiltrækninger. 



1. Bevægelsen af el enkelt Punkt lillrukket til et fast Centram ved en Kraft, som er en 
given Fnneliott af Afitanden, er forlien afhandlet (I, Art. SS — SI), men Anvendc^lsen paa Pianet- 
systemet ndkrmver, at nmn øgsaa betragter et System af Punkter, frit bevegelige i Rummet og 
underkastede gjensidige Tiltrekninger. Han antage f6rst Solen tilligemed en enkelt Planet gjensi- 
digen tiltrekkende hinanden efler den Newtonske Lov, idet begge betragtes som materielle Pnnkter^ 
der falde sammen med Massernes Tyngdepunkter, hvilket er tilladt paa Grund af disse Massers 
ringe Afvigelse fra Kugleformen og fordi deres Dimensioner ere meget smaa i Sammenligning med 
deres indbyrdes Afstande (1, IV, 2, 4)* Den relative Bevøgelse af Planeten med Hensyn til So- 
len betragtet som et fast Punkt vil erholdes ved at tillægge Planeten foruden den Tiltrækning, som 
Solens Masse udover paa samme, tillige den, som den selv ud5ver paa Solen, idet Retningen heraf 
forandres til den modsatte. Ere jlf og m Solens og Planetens Masse, r deres indbyrdes Afstand, 
saa er den fælleds bevægende Kraft, ved hvilken de begge tiltrækkes til hinanden, fremstillet ved 

Mfm 

f — y hvor f er en Constant, den samme for alle Masser og uforandi'el i Tiden. De accele« 
r* 

rerende Kræfter, ved hvilke Planeten tiltrækkes til Solen og igjen Solen til Planeten, ere altsaa 
f — Qg f — , eller disse Kræfter forholde sig omvendt som Masserne. Disse maae altsaa, naar 

de bevæges imod hinanden uden Begyndelseshastighed, sidde sammen i deres fælleds Tyngdepunkt, 
efterdi de i samme Tid gjenneroldbne Længder i Kræfternes Retninger forholde sig som Kræfterne *}, 
altsaa omvendt som Masserne; men det samme fOlger ogsan af Prineipet for Tyngdepunktets Yed-* 



*) Betegnes Kræfterne for de to Punkter ved 9 og 9, Hastighederne ved v og v\ de i samme Tid 
gjennemlobne Længder ved x og «> saa havet dv^fdt, dvss^'dtf alliaa de = — ;dv, hvoraf 

(idet -^ er 'constani*\ «= -^.v* Altsaa haves osiaa dx^^dx'i som giver msss^^æ\ 
9/9 9 9 

36* 
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ligeholdelse* Vil man nu betragte Solen som et fast Punkty og i Relation dertil bestemme Plane* 
tens Bevægelse, man man tillægge denne en aceelererende Kraft ~r sammensat af de to foregaaende 

Kræfter, saa a( man har 

^ /* — r(if+«> (1) 

Ifdige den 3die Keplerske {.oy er diMine Storrelse den samme for de fotslgelfige Planeter (1 , 2E). 
Han kan aitsaa slutte, tit åiases Masser ere overmaade sraaa i Sammeniignittg med Selens Masse. 
Ere a og 7* Middela£standen og Omldbsliden for Planeten m, saa haves ifdige I, C1S93 

Da den samme Lov gjældei for e& Biplanets OailOb om Hovedplaneleo, saa er ogsaa, id^t m^, 
Ol 9 ^1 betegne Biplanetens Masse, Middelafstand fra om Oraldbslid o,m Hovedplaneten, 



(3) 



som dcrideret i. den foregaaend« Ligning giver 

Er iMi meget lille i Sammenligning med m., kan venstre Side- skrrres — + 1 ^ saa at Forholdei 

M 

— herved tilhærmebesviiiB bliver bekjéndt. Paa denne Maade fandt Newton, at Jupiters Masse 

ndfljdr T-zz ^ Solens Masse , hvilket, kun lidel afviger fra. den ligtige Vssrdie , som Ivoi 

^ 1067 1060 

Tid ved en ndiagiigere Fremgaagsmaade er funden.. 

% Ogsaa fandl Newton , ai Tyngden g paa Jordens Overflade er den samme Kraft som 
den almindelige Tyngde eller Himmellegemernes Tiltrækning til hinanden. Den accelererende Kraft 
g af Maanen til Jorden er ifdige C2}, ved at antage Maanebanen som en Cirkel med. Radios « a, 

4u^a 



*' 



r* 



Tages en Meter og en Sécund* som EnMeder af Længdls- og Tid, og betegnes ved r Jordens Ba^ 
dius, saa haves 

r»39S43X6e, o»60r, 25vr» 4t)00000a, 

s 

aitsaa /ss O.00S7002, hvilket afvfger overmaade lidM fhi — ^ , som man være Tyngdens Stor* 
* ' 3600 
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relse i Maaneos Afsland fra Jorden formedelst Krafteiu Aftagelse i Forhold af Afstandenes Qva- 
draler, og som f6lgelig ogsaa maa yære selve Maanens Tyngde mod Jorden, naar dens Masse be- 
tragrtes som forsvindende imod Jordens Masse. — Forholdet mellem Jordens og Solens Masse kan 
ikke udledes af C3), efterdi Maanens Masse m| er for stor til i denne Formel at kunne bortkastes ; 
men, da Tyngden g er bekjendt og da man har 

saa kan dette tjeae til af CS), anvendt paa Jordbaaen, al eliminere f, nemlig 

Han har « og T ifdige Astronomien, ligeledes g (corrigeret med Hensyn til Jordens Centrifugal-« 

krafl og Applatissement), nemlig 

a —2S984.r, T » 86400. C305,25G370, g » 9,8164a. 

M 
Heraf findes — • at vere henimod 355000 *)» 
m 

3. Kjender man den relative Bevægelse af to Funkter, m om ni eller m om m, idet de 

blot era naderkaatede en gjensidig Tiltrækning, Fanction af deces indbyrdes Afstand r> saa ville 

ogsaa deres BevegeTser om det fælleds Tyngdepunkt G være bestemjte. G ligger nemlig i den 

rette Linie, som forbinder m og m, i Afstande fra disse bestemte ved 

fis f w 

pips— —Tf, g = __7r, 

saa at Banerne af m og m om G med Radit vectores q og q' ere Figedanne med og fuldf6res i 
saaime Omldbstid , som Banen af m om m eller m om m Båed Radius vector r. I Tilfældet af 

den Kewlonske Attrattionalov, og af elliptisk Bevægelse^ viere ^ Kraften, hvormed m er accele- 

Q 



*) De forskjellige Planeters Masser i Forhold til Solens Masse » og Biplaneternes Masser i Forhold 
til Hovedplaneternes, bestemmes ved Hjælp af Perturbationerne i de elliptiske Bevægelser, som 

åkyldes de gjenaidlge Tiltr«kninger. Forhordet af Maanens Masso ti] Jordens ^rr j udledes ogsaa 

af Phænomenet af Ebbe og FIod> nemlig ved* ragttagefse af de HOidar, hvortil Havet bHnges til 
at stige særskilt ved Solens og Maanens Tiltrækning. Da Muserne i Solsystemet ere Kugler, hvis 
Radier ere bekjendte (formedelst de apparente Radier og Afiitandene)« vil ogsaa Tyngden paa de- 
res Overflader kunne bestemmes, ligeledes Forholdene af deres Tætheder«. Tillige er Jordens 
Middeltæthed funden at være mellem 5 og 6 Gange VaAdets» ifOlge et ForsOg af Cavendish, som 
gaaer ud paa at iagttage Sviagniugeme af Torsionsvægten underkastet Tiltrækniug til en given 
Kuglemaase og at sammenligne disse Svingnfarger med* Pimdttlets* 
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reret imod G i den relnlive Bevsgelse af m om G som fast, saa at mao har if&ige (2) 

p* r* r r^m + m r* * 



eller Kraften af m imod ^ er den samme søm af m imod m i den absolote Bevægelse« Tillige 

m'' 

haves f^^^i f ^.^ eller Bermfelsen af m om G er den tamme, som. vilde fiade Sted hvis 

(fil +»1 j* 

— f \ . Bevmgelsen om G tjener til at 
m-k-m / 

bestemme den absolule Bevægelse i Rummet, efterdi G enicn er hvilende eller har en given eens« 

formig Bevægelse paa en ret Liqie. 

4. Man antage et System af Masser m, m\ m",.«,, betragtede som Punkter, og under- 
kastede gjensidige Tiltrækninger efler den Newtonske Lov. I' et fast System af retvinklede Axer 
være Coordinaterne til m betegnede ved x^ y, 2, de til m ved x^ y'j x\ o. s. v« Betegnes ved 

MB 

r Afstanden fra m til m', kan Tiltrækningen, som m' nddver pjia m^ frematilKef ved — (idet man 
udelukker Attractions-Coefficienten f eller sætter den =l),dens Composanter parallele med 



Axeme ved 



1 di , , di 

m — T- • i =« -T-> 



«»C^ — xj f r m(jf — y) , r m C« "^ * J • '' 



r» dl? r* dy r' ds 

idet nemlig r = v/(x'— a?)* + j[y'_y)2 + (;,'«. jj^s. Paa lignende Maade fremstilles Composan- 
terne af Tiltrækningerne, som n/', m"'y.^. ndAve pin ffi* Xaar altsaa ved V betogpes Sammen 
af alle Produkter af Masserne tagne to og to , hvert Produkt divideret med de samme Massers 
indbyrdes Afstand, nemlig 

mm 



V'C«'— a;)« + Cy'— y)H (»'—2)* 

tf 
mm 



F = < v^(x' -x)a+ Cy"^y)H (»"-»D* > O) 



mm 



+ ••♦♦, 

saa haves Grundligningerne af 2dett Orden for Bevægelsen af øi, og de analoge for m\ m\..., 
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å 

^ dV ^ IT d*^ dV 

"^ dt\""dx' ^ét^^dy' ^dt^^T^ 

,d^x dV ,d^y dV ,d»z dV } ^ W 

di^ dm* di* dy^ di^ dz' 

o. s V. 

Ligesaa for Tilfeldet «f eDhTer aDden Attraetionslov, ved i OvereeoMtenimelse dermed ai bestemme 
V Cjvfr. ly IV, ]]). Ligningerne (5}, i Antal 3 Gang Antallet af Punkterne m, m',,«., ere dan- 
nede ligefrem ifdlge Principet for et enkelt Punkts Bevægelse (1 , (fis')) , men folge ogsaa af 
d'Aleniherts Princip, idet Ugevasgten af de tabte Kræfter særskilt finder Sted for hvert enkelt 
Punkt i Systemet (II, (4}, idet A|, A^)**« ere O). — Man har som identiske Ligninger 

s'y-«. 2ir_., sf-o. 

<'r.-V-'-' <'r.-'T>^ <'?,-''£)'"'■' '" 

I 

idet Sammen 2 tages med Hensyn til alle Punkterne m, m\ m'',.*«. De tre fdrste (6) gise tre 

Integraler af Ligningerne (5i)y som udtrykke at Sm-^^ Zm -^^ Sm-j- ere constante, altsaa Prin- 

ol di dt 

cipet for Vedligeholdelsen af Tyngdepunktets Bevægelse 01, 5]), og af de tre sidste (6) folge tre 
andre Integraler, nenltg II, ClO» *l^'f^A Principet for Yedlig^oIdeUen af Arealerne. Et syvende 
Integral haves ifølge Principet for den levende Kraft (II, 8) , nemlig idet Ligningerne C^), multi- 
plicerede med dXf dy, dz, dx\ dy, dz\*.*j adderes og det udkomne integreres, 



^HO'^O'^O']-'-- ■ « 



hvor U betegner en arbitrær Constant. Den fuldstændige Integration af Ligningerne rø er kun 
mulig ved Approximationsmethoder, undtagen for Tilfældet af lo Masser alene. 

» ' . 

• 5. Den relative Bevægelse om en af Masserne, M, hvis Coordinater ere £, ^9 £, maa sd- 

ges ved at ^ore M til Begyndelsespmkt for Coordinalerne x^ y, x, x\ y\ z,.,., saa at man 

har, idrt r, r, /',••♦ betegne Afstandene fra M til m, m', «•",♦• ^ , og idet V er bestemt ved 
det samme Udtryk (4) som forhen, 

d«| ^mx dH£+«) ^ ^^ 1^ /3) 

_ d«É d»47 d*f 
og lignende ned Hensyn til de to andre Axer« Altsaa, ved Etiminatioo &■ ^* jp> ^ijfi' 



og ligneDde for m', m'\**. Betegnei AfsbiDdene fkra m til m', m'',«*** Ted ^'^ Q"f*9 og sæl- 
tes 3f+m =/éy kanne LigniBgenia (9) for den relative Bevøgelse åf m med Hensyn tilJtf ogsaa 
skrives saaledes: 

d^x ^_A^ d^ |wy Aft rf*« /<« Alfi .- v 

dl«'*'r« "" dLr' di*''"7»""""S7* dl«"*" r« "" d» * ^ ^ 

hvor nemlig Jl er bestemt ved 






(U) 



Naar den late CS) ■loMipUcere« ned Jf + ^m, den 1ste (9) og de deiped niwioge for m', m",... 
mullipticeres ned fli, m', m",..,, or derefter adderes, m« ndkoaner, eftersom S-r- '=»0, 

Ved to successive Integrationer erholdes {, og paa semme Maade ^ og (^: 

hvor 0, a\ a\ bj b\ b" ere arbitrcre Constanter. Den absolate Pevægelse af M vil herved vsre 
bestemt, naar de relative Bercgelser af m, m', m",*«« med Hensyn til M ere hekjendte. — For* 
uden de tre Integraler CIS) findes end^jp, ligesom for den absolute Bevægelse, tre Integraler med 
Hensyn til Arealerne og et syvende for den levende Kraft. Den 1ste og Sden C9) multipliceres 

respective med — ^my-fm-- — ^ og mx — m ^, og paa lignende Maade de analoge for 

m\ m'V**^ hvorefter erholdes ved Addition ifolge C^) 

• dl« M-k-Sm ^ ' 

hvoraf ved Integralion 

^ jrdyT-3fda; di 'di 

dl M+2m ' 

som ogsaa kan skrives, idet c er en arbitrær Constant, red Multiplication med Jlf i- J?m, 



981 

hvor den anden Sum tages med Hensyn til alle Combinationer af to og to Masser. Analoge med 
(IS) findes to andre for Planerne ars og 3f;c. Det syrende Integral findes ved at muIUplicere den 
1ste, 2den, Sdie (9) med 

mdx — m 



Sméx -. 2mdy ^ Smdn 
-- — =— , mdy — m --i, mdz — m -^^ 



og paa lignende Maade de analoge med Hensyn til m, m''y«, hvorefter de adderes. DeUe giver 

^ Si l^Tsa, -M2^+dr, 

hvoraf ved Integration * 

di^ ^ M+2m V r / ' 

idet h er en arbitrær Constant, eller ved Mttltiplication med M+2m og Forandring af h 

hvor den anden Sum tages med Hensyn til alle Combinationer af to og to Masser. (^^^ 

6. Grundligningerne (6) for den absolute Bevægelse af Systemet m y m\ m\ « • • kunne 
fremstilles ander en anden Forui som skyldes Lagrange* Denne Transformation er stdltet paa 
Prittcipet for den levende Kraft, ndtrykt ved CT}, idet V er bestemt ved (4), eller almindeligt ved 
11^ C^Ø)* Punkterne m, m'j m",*^* behdve ikke at være frie, men kunne være underkastede Be- 
tingelsesligninger mellem Coordinaterne , hvori Tiden ikke indgaaer explicite. Istedetfor Coordi- 
naterne o:, y, z^ x\ y\ z,.*» kan man indfore et System af n Variable ^^ ^ ^^9* **^n9 som 
ikke afhænge af hinanden indbyrdes^ men som slaae i Relationer til Coordinaterne, saa at de givne 
Udtryk for disse ved f^i, q^^9^**fn tilfredsstille alle Beliugelsesligningerne* Værdierne af 
9\» <P^9*»»9n ville derfor til enhver Tid bestemme Stillingen i Rummet af m, m\ tn\..^, saa- 

ledes at Betingelserne ere opfyldte. Betegnes for Kortheds Skyld —j^f --t^,**« ved q>\^ 9\j»*»i 

at dt . ^ * »^ * 

saa haves formedelst Coordinaternes Udtryk ved de nye Variable 

V^2fnJ*(^Xdx+Ydy^Zdz)^7lj(q>ij ^'»»♦♦•^Jn), ' 

hvor ns og if; betegne givne Fnnctioner. Man vil derefter have 

AnalfiUk Mechantk, _ S6 
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T—r=ff, (16) 

altsaa ved Differenliation 

I 

hvor 2 betegner Sammen med Hensyn til Indices rs« |, 2,**« «• Da 7 er homogen af 2d^nGrad 
med Hensyn til yi\, f)'^^ • • « ^'n , saa haves 

£j^9r^^T. (18) 

dT , 
Af (16) og (18) fdtger, ved Elimination af f, S — rfr — ^V^2Hy som differentieres, hvor- 

efter (17) fradrages, hvilket giver 

dT , dT . dV 



^r, dT , «rr . «»" ^ 1 ^ 



Da 9D|| 9^1 »••^n ^f^ nafhengige af hinanden, maae Coefilcienterne for cfgpj, d^^^***^^ ^^^ 

iBBT vcre liig O, altsaa 

dT 

^iy"r dT ^V^g (!•) ' 

di^ dq)r dffr ' 

gjaldende for enhver Index r = t, 8,**«n, altsaa fremstillende de fi Gmndligninger for BevsgeY- 
sen, Ikvoraf ved Integration ip-^, g>29***9n som Fnnctioner af I skalle findes* Antages disse 
Variable at være selve Coordinaterne x, y, j(, x\ y\ is\.«*, redaceres ligningerne (19) til de 
forhen fandtae (S). 

7. Som Éxempel pan Anvendelse af Formlerne CIO) bemærkes Tilfældet af et enkelt 
Pnnkt tiltrukket til et fast Centrum ved en Kraft R, Function af Afstanden r. Det faste Centmn 
tages som Coordinaternes Begyndelsespunkt, man har 11 = 3, og man lader ^j, f>j, ^^ være de 
tre Poter-Coordmater r, 0, m, idet 

X =a reosØ, y = r sinØ eosai, s <= r sind sinw.. 

Tillige er Jf— — flii, y=_i?l, z« — il~. Altsaa ifolge (15) . 

T r 9 

T—m- ^j^ , Vmm — mfRap, 

hvorefter Ligainfeme (19) UWe disse: 



di* 



-'[O'^^-'Ø'h'-"' 



de 

d.r^ Ti A \% l 

— jjli— Hsin^os«^?^) «0, > (20) 



i" ■"<) 



d 
\ diJ 

O. 



di 

Af (163 følger strtx el lotegral af disse Li^inger, nemlig, ved At sælle — ««>, 

m 



dt* 



^^f"^ Rdr=^u^, " (21) 



y 
hvor y er den oprindelige Værdie af r, bvorlii svarer BegyndelseshasHgheden =:if. Den Sdie 

(so) (iy.er ved IntegraUon 

r*nii*6 ^ = C (28) 

dm 
Denne ^ener til at eliminere --- af den 2den (20), som derefter multipliceres med 2r^dO og 

di 



integreres, hvilket giver 



\d// sin* tf ^ ^ 



de de C 
Indsettes her, ifdlge C22), -pgaj- , . ^- , og sæltes Casccosi, saa haves 

a t d(tf f 'sin'o^ 



/dey (sil 

\dw/ ^ 



:sin« g->c08>0slngg 

COS*f 

hvoraf ved Integration 



cpt s tg t . sin (« — e). (24) 

Denne Formel viser, at Banen ligger i et Flan, indeholdende det faste Centrum A (Fig, 60), idet 

t er den constante Heldning mod PK yx eller j^mpg i det retvinklede sphæriske Triangel mpq 

paa Kuglen om A med Radius = 1 , bestemt saalcdes , al m er Kuglefladens Overskjæring med 

Radius veetor, nm = e, som forlænges til q i ?L ysi^ hvorved 019 = 90^ — e og pqt^a — e 

blive Catheterne, pm Hypotenusen. For PL yz som Eclipticas Plan vil -^p være Knndelinien, 

^Yilpssr« Knudens Længde, ^YAq=* w og z^^^m =»90^ — Planetens Længde og Brede, 

dio * dO 

t Inclinationen. Elimineres af (21) — Jformedelit (22} og j- formedelst (23), erholdes 

36* 
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Iivoraf ved lutegralioa 



/♦»■ dr 



dr 

(25) 



C cos# dt * 
Ifolffe (22) haves dft)= ^ . * ; men for t^sO, d« e. naar PI, vs falder samaea med Banens 

cdt 
Plan, er ifdlge (24) 0=3 90®, hvorved (Iai=->^, og oi falder da sammen med Lengden i Ba- 

cdi 
nen. Betegnes alUaa denne Længde ved ^, haves d^=B— j-, altsaa ifdlge (25) 



/»" cdr 



(26) 



og tillige iJw=» ■■ ^' ^^ eller, ved at eliminere O formedelst (24), 

sin^C' 

cosf\[l+lg^i,sin*(æ — «)]* 
hvoraf ved Integration 

cost . tg C^ — «) = tg (» — «). (27) 

Denne Formel, ligesom (24), folger ogsaa af det retvinklede spheriske Triangel mpq (Fig. 50), 
hvor Hypotenusen pm=z,yj — a, idet %f)^=a svarer til ai=e. Formlerne (25) og C26) falde 
derimod sammen med de forhen bekjendte (I, (125)). 

8. Formlerne (19), anvendte paa et System af Punkler, kanne ikke almindeligen integre* 
res uden ved successive Approximalioner , i hvilken Henseende Methoden af dø arbitrsre Constao- 
ters Variation (D. II, 11, 40) især vil være vigtig (efter Lagrange og Poisson). Han sætte 

dT 

Denne sidste giver n Ligninger, for # «1 , 2,»**n, hvorved enhver af d« n Størrelser f> kan 
bestemmes som Function af Storrelserne g) og «, -saa at igjen R kan betragtes enten som Fonction 
af ^^9 9%y*9nj 9tj 9^i***Vn9 eller af ^Dj , ^^j..*g>m> «i » s^^..^n* Hertil antages (iC 



(dR \ dR ^ „ ..^ ^ . «.. , f .. ^T dR 

- — i off . Da V ikke araænger af Stdrrelseriije q> , vil -—7- og — 7- 
dyir/ dif^r dipr d^r 

være den samme, saa at Ligningerne (10) kunne fremstilles ved 

dsr /dR\ dR ,^ ^ 

Den fonte af disse^ for enhver Index r, bliver identisk, naar for alle StOrrelserne q> indsættes 
deres explicite Udtryk ved de arbitrære Constanter^ a^y ^29***^«' ^9 Tiden I« Altsaa, naar a 
og 6 ere to hvilkesomhelst af CoBstanterne, haves 



••Sr ^dq>r/ d^Sr \d^r/ 



dtda da ' dtdh db 

Den 2den af disse, multipliceret med —^^ subtraheres fra den 1ste mnltipliceret med ~^, hvoref- 

da do 

ter Summen 2 tages for rssl, 8y«.«ii, nemlig 



iMdtdo da itdbj \,M da da db ^ 



(80) 



d(—) 

M«a har -^^-sfJ!^ ^• + l!5^-"|, ifsi^ den 2den C29). idel « belyder Saminen 
da Ldfpud^r da dg>r da J 



d 
svarende til «s=l, 2,*«*ii. Ligesaa bestemmes - 



d6 ldq,udq)r da db j ^ 



^^ Z — 3 ^ ^^ ^^^ identiske, beslaaende nemlig af de selvsamme n* Led , saa vil hoire 

i.a<jp^d(pr db daj , 

Side af CSO) være det samme som 

vt« \ ^r dq>u d(pr d(pu '\ ^_ o fff; ^9^ ^ V»l /q,x 

Lrf6 ito da dbjd^r Vdb da da db 1 ^^ ^ 

Denne sidste Transformatioii félger af Udtrykkene 

idet tillige bemærkes at ^5 T^^ — ^^1?^ =0, efterdi, formedelst den 2den (29), 

t db da da ab J dq)r 

^= — f^^ , .^^ . Udtrykket (81> indsat i hOtre Side af C30> giver^ da « og i$ kunne 
d^T difrdfpu dEjp« 

ombyttes med r og 2^ 



[V^dA d/da db 4a) \da dtdb da db )\ ' 
alUaa ved lotegration med Hensyn til i 

eller Ud4rykkei [&, n] er blot en Function af de arbltrsre Constanter, aien vafhmigig af l» Til- 
lige haves, ifdlge dette Udtryks Form, 

[6, ii] = — [o, *], [«, a]«0. (3S) 

9. IfOIge den 2den (W) er ^^(^\^2»r—, »Um ifdl^ den 1ste (29) 

dy« \dg>u/ dg>u 

d/ d^» øgD« 

Ifolge den 2den C^} haves ogsaa 

d^R ^ d*q>\ dwu d^R -, d^o>'r dw\ , _ _ , 
dsuds^ dsudsq d$q dsqds^ dsqds^ d$a 

dtp n dtp f 

Man antage en Integral-Ligning af Isle Ord^n fremstillet ved 

F(spi^ fiy***9»i 'i> *a5**»*«> 0==fl> (37) 

da 
altsaa ifdlge QSA}, idel —^f er taget med Hensyn til I indgaaende explicite, 
'o/ 

som vil v»re identisk, naar venstre Side udtrykkes som Function af 9)1, ^j,*«*jPit, 5^| #£,•*»««, <• 
Yed Differentiation med Hensyn til g>q, en hvilkensomhelst af St6rrelseme 9, erholdes 

da dtp'r. o *» / d*^ x> ^fl'r 



(S«) 






dl« O. 



db da 

Multipliceres denne Ligning med r— og fradrages den analoge mnltipUceret med «T*f erholdes 

d$q dSq 



db ^ da da , db „T db da da db'] dør . 

— d d — +2\ -2-1 d 

dS| dg>q dSf dq>f Ldsf dq>r dsg dq>rj d^q 

rdb da da dbl f d^R „ d^æ'r 1^. 

Ldff dfM dSf dSttJ \Mpqd^^ d^qdg>uJ 



0. 
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Tages heraf Sammen Sg svarende til q^^ly S,«««fi, ville alle Leddene i SqS, to og to, for ff 
Og q ombyltede, hæve hinanden, medens de for u^=q ere eokeltviis 0» Aitsaa 
^ rdb ^da da ^dbl ^ ^f db da da dbl dtpr , 
. Ldsg dq}g ds^ dip^J ' L^, dfpr dsq d^rj dtp^ ^ ^ 

Ifolg. (35) er _M2iL_ ?3^ = 2sr P^ ^ ^, alU.«., ved .t dif- 

Terentiere C38) med Hensyn til s^, 

dsq dfpr dsq dsr dq)r ' 

idet r og ^ i det sidste Led ere satte istedetfor ti og 5. r^aar denne Ligning multipliceret med 

d6 _ _ ^ ^ , da 

- — subtraheres fra den analoge multipliceret med — . erholdes 
dfq " dtpq 

da' db åb ^da ^V/da db db^ da\dq>r /db da da db\dip\'] , 
aq>q dsq dq>q dsq L\d^qd<pr d^iqdtpr/ dsq \d(p^dsr dtpqdSfJ dfpri 

Tages heraf Summen 2qj erholdes ifOlge (36) 

yf— d— — — d— 1 >: !:[— — — — —l^d/ = o r 

' Ld^, dSq dtpq dSqj ' VdipqdSr dfqdSrJ dfpr 

Da Indices jr og r kunne ombyttes, erholdes ved Addition af (39) og (40^ 

^\db ^da da , db da ^ db db ^ dal ^ 

LdSr dfr dSr dtpr dq>r dSr d(pr dSrl 

hvoraf ved Integration 

eHer Udtrykket (by a> er blot en Function af de arbitrsere Constanter, men naihøngig af I. 
Man har 

C^«)« — («,*), (a, a) = a. (42) 

10. Van antage, at Systemet af de n Ligninger, fremstilté ved den 1ste C^O), er bleven 
iolegreret under endelig Form, idet Y alene er bestemt fer alle de principale Kræfter, d. e. som 
f6rtrinsviis bestemme Bevægelsen af Masserne m, m', m'V*M ^^^ ^^ man. dernæst ogsaa vil tage 
de perturberende Kræfter med i Beregning, hvis Indflydelse sammenligningsvii^ er megel ringe, og 
derfor ved den fdrste Approximation er bleven bortkastet som forsvindende. Disses Virkning kan 
kun bestaae deri, at visse Størrelser, som uden dem vilde være constante, bringes til ganske lang« 



iomt at variere^ enten bestandigen i den samme Retning, eller øaaledes at de periodbk oscillere 
mellem visse Gfændser. Det er til Bestemmelsen af disse forskjellige Forandringer at man med 
Fordeel anvender Melhoden af de arbitrære Constanters Variation, hvorved de Theoremer, som ere 
fi'emstilte ved Formlerne (32) og C^l), blive af Yiglighed. Formedelst de perturberende Krefler 
bliver V og derved R completeret ved visse Led, saa at Ligningerne (29) forandres til 

dsr /dR\ dSl dR^ 



dsr_/dR\ dSl dR^ 



idet Jl er en given Function af q}^y ^2^***9^^ tUligemed I, som kunde indgaae explicite* De 
primitive Ligninger svarende til (29) gjælde ogsaa for (43), idet man lader Constanteme a^^ ø^, 
* A)>»**<i2A variere; men, da der til deres Bestemmelse foruden de n Ligninger af 2den Orden endnu 
udkræves n Betingeber, saa fastsættes, at f\, y\f*f>u forblive af samme Form ved Con- 
stantemes Variation* F6Igelig haves 

6l^ih,^0, S^da^^^dt, (44) 

hvor S betegoer Summen svarende til 9=1, 2, 3,«.*2». Tages successive r=Kl, 2,»*«ii, haves 
2fi Ligninger af 1ste Grad med Hensyn til da^, da^,«*«!!^, saa at disse herved ere bestemte. 
De findes uden Elimination saaledes. Da Integralet (87) tilfredsstiller Ligningerne (29), maa Dif- 
ferentialet af Functionen F blive O, naar s^, s^f**^Sn bestemte hver især som Function af 
9i> 9>d9***?n (ifdlge (29) ved Integration) indsættes. Det samme Integral (37) maa dernæst 
ogsaa tilfredsstille Ligniagerne (43) ved Yarialloo af Coostanterne^ idet formedelst (44) 

hvor 2 som forhen er Summen for rs= i, 2,,« «fi* Da i2, der er ^ven som Function af 
9i> ^^s^«**?«? derved tillige kan betragtes som en Function af a^, o^^»**^!tu og i, haves 

dJl dJldom 

- — =5rr— T-^, som indsat i (46) giver 

d(pr dOqd^r . 



aa^S2(^P)^di. (4«) 

\dsr d(pr/ da, - ^ ' 



6a J2 er uafhængig af Sj, s^, *♦.*», haves o=-p=5-^-2?, altsau tillige 

aSf doq dSf 

\asr dg>r/ dUq 
som sublraheret fra (46) giver ifolge Betegnelsen (41) 
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da^Sia, a,}^di, (47) 

' aaq 

som fremstiller de sogie Ddtryk for Yariatiooerne af de arbitrære Conslanler. 

11. Ifdlge den 2dcn C44) er ^di^2^^dl = S si^ ^\ da.. Herfra sub- 

da dg>r da \da dog/ ^ 



'd<prdst 

t 

dtr=:S[a, a^'\da^. (48) 



trahére man, ifolge den 1ste (44), 0=5^^^ — ^ da,. Altsaa, ifolge Betegnelsen (32), 

\ daq da / 

dSl 
da 

Heraf kunne ogsaa Udtrykkene (47) udledes. Antag ^r og Sr bestemte af (29), og udviklede 

efter Poientser af I: 

Som ari>itr«re Constanter kunne tages alle Stdrrelserne flr og ^r? eller i deres Sted fir og Ar, 
thi Xr er den samme Function af aUe Storrelserne /9 og /^ som Sr er af alle Storrelserne (p og 
<p. Tillige kan i hoire Side af (48) settes 1=0, efterdi Udtrykket (32) ikke indeholder t 
cxplicite, altså« 

da \da dOq doq da/ 

dXr d/tr 

Tages assafi^y sa« haves — »»0 for enhver Værdie af r, ligeledes ^— = undtageu for r=»u, 

da da 

nemlig -^= 1 ; desuden — ?=rO undtagen for 0.==:^«, som giver -—^ =* 1. Tages a^^Au? haves 
da daq daq 

diA Ali Al A/i 

-^=0, ligeledes — ^«=0, undtagen —-?»!; tillige -^ = 0, undtagen for aq^=:^(iu^ som giver 
da dffl da daq 

-£!f=l. Herved bestemmes -— - og -r- , nemlig ved at amtte r for u, 
doq dpu oA« 

dSl^ékr ^^_^ (49^ 

dfir dt' dkr di' ^ ^ 

Da q)r og Sr ere bekjendte Functioner af flj', a^y •a2ii> '» ^aa haves, ved at sette l=a, fir og 

Xr som Functioner af «i, as,«..«2ii9 hvorved igjen disse sidste blive Functioner ?if /?,, fiz^-^-fin, 

Xu X^y»..Xu' Er nu « «» «f Conslanterne a,, a^.^.éite, s«« haves formedelst (49) 

Tt^ \dfir dt ^ dXr d// W rf/Jr ^'/Jfr ciAr/' 

Indsattes her ^«5^^% ^«S^^, saa erholdes Formlen (47), idet man blot har 

dfir daq dfir dXr dttq dXr 

AMolytitk Meckanik. ^^ 



tafet t » o,' hvilket ifolge (41) er aden Forskjel. — Af (48) folger formedelst (38) , ved for a 
at tage successive a^^ o^9»**o%af At S da^=sO, idet alle Leddene gjensidigen hæve hinanden. 

12. Ved Constanternes Variation erholdes 

fir^^hr + llr, Xr^ir+^r, (50) 

hvor hr og Ir ere constante, men h'r og fr Funclioner af tj som ere meget smaa, af samme Or- 
den som de perturberende Krefter. Man antage Jl reduceret til oi, naar flr^=^rj ir ^=^ ir, >lt- 
saa ved Rækkeudvikling 



Jl = m■^I:\^h'r + ^f]■^.... (51) 

Idhr dir J . , 



Ved i venstre Side af Ligningerne (49) at ipdsætte l}"r = hrj Xr'^h og integrere, erholdes som 
den forste Approxiroation til Stdrrelserne tir og (r 

Disse indsatte i (51) give 

'dia rdia .. dm pdio 



som igjen kan indfdres i (49) og lægges til Grund for den fdlgende Approximation, o. s. fr. 
Udtrykket (53) viser, at et constant Led i m ikke indfdrer t udenfor Tegnene sin og cos i de 
Led, som ere af 1ste Orden med Hensyn til A'r og trt saa at I udenfor de nævnte Tegn alene 
kunne findes i Forbindelse med periodiske Led. — De foregaaende Resultater gjælde, om ogsaa 
SI afhænger explicite af.<; men er dette ikke Tilfældet, saa atJZkun er Function af^ii^ <p^^***(pny 
saa haves en arbitrær Constant s derved, at Ligningerne (43) ikke forandres, naar for t indsættes 

j+e. Sættes nu i (48) ac=f, saa haves -^»qoV og ifolge den Isle (29) -t^= I t— Ij 

de de \ d^r ' 

altsaa 

' ^r^ d.(prSr dip'r ^f/dflX dijPi- ^9 Vi _ dR 

^^ da^ da, *" da^ \\dq>r^ dag '' da^j da^ 

de åa. ■ " 



men 



2»1 

Maii har 29)'rSr= S^'r-r-r = ^T (ifolgc den 2den (28) og (18)), saml 2T— /?t=^ (ifulge 

den 1ste (28) og (16)), altsaft ^d/r=5^da- eller 

dJl 
dH=^dL (54) 

de 

Det samme udkommer s«aledøs» Ifolge den Iste (48) • er 

men ifolge den 2den (29) er^tprdt^ — ^ qlrdt^ %^ — dt rdtpr, allsaa 

dt dt dt drp r 

Iw'r^'' , /dR\^ dR . dJl 

Tages dernæst Summen 2, erholdes — ; — = —- + —-- eller — = , den samme som (64), ef- 

dt dt dt dt dt ^ ^' 

dSl dJl 
terdi ~r~=— r~- ^> ^^ constante Led i Jl hæves ved Differentiationen, vil intet af Leddene ii7, 
di de 

som ere af 1ste Orden m«d Hensyn til de perturberende Kræfter, knnne blive proportionalt med 
t, og ifdige Beskaffenheden af Udtrykket (68) ville ogsaa de af 2den Orden kUn indeholde I uden- 
for Sinus og Cosinus i Forbindelse med periodiske Led. 

13* For et enkelt Punkt underkastet Tiltrækning tit et fast Centmm, Coordinatemes Be« 
gy ndelsespunkt , ved en Kraft Ry Function af Astanden r, er Bevægelsen fremstillet ved Lignin- 
gerne (24), (26), (26), (27), som bestemme t og ^, Tiden og Længden i Banen, som Functio- 
ner af Afstanden r , dernæst o , Længden regnet paa det faste Flan , som Function af ^ , og 0, 
Complementet til Breden , som Function' af co. , I disse Ligninger indgaae de sex arbitrære Con- 
stanter i, a, e, y, «, c, og man vil efter Formlen (47) kunne bestemme deres Variationer , som 
vilde skyldes perturberende Kræfter. Det vil imidlertid her være tilstrækkeligt at betragte Tilfæl- 
det af den Newtonske Attraclionslov og af den dertil svarende elliptiske Bevægelse, som er det 
hvoraf der I Astronomien gj6res Anvendelse. Man har n 8= 3, og for tp^, tp^^ 9)3 tages.de tre 
retvinklede Coordinater x, y, 2, og Constantemes Variationer knnne da (efter Poissan) bestemmes 
saaledes. Formlerne I, (114) fremstille tre Intregraler af 1ste Orden, 

yd» -^»dy=sc"dt, sdx — xdz^=^cdty xdy-^ydx^^cdt^ 

37* 



indeholdende tre Constanter c, e\ c'. Betegnes ved k den tilsvarende ConsttiDl med Hensyn til 
selve Banens Plan, og ved y, y\ y* dettes Heldninger mod Planerne iry, xs, ys, saa haves 

c =s fr cosy, c '= å cosy', c'ea U cosy". (66) 

Vælges, for det samme Begyndelsespunkt, et nyt System af retvinklede Azer x^^ y^, %^^ af hvilke 
j?! og yx ligge i Banens Plan, Zy perpendiculter paa dette Plan, saa haves for en hvilkensomhelst 
Stilling af det bevægelige Punkt 

desuden y^=z<,ziy y^^y*^i9 y"^=^**f Betegnes ved a den opstigende Knudes Lengde (over 
PI. xy), regnet i Retning fra den positive oc'nes til den positive if^nes Axe, og er (S Periheliets 
Længde i Banen regnet fra den opstigende Knude, saa haves if6lge Formlerne for Coordinaterues 
Transformation (G. II, I, (25), idet tf = y, V'^lOO^^ —c, 90= 180® + /?) 

j4 sb cosa cosfi — sinasin/9 cosy, JB = — cosa sin/S — sina eoaficosyy \ 
ji =3 sina cos/J + cosa sin/J cosy, Jg' = — sina sin/J + cosa cosficpay^ \ (67) 
y^"=i sin^ sin y, * ^»cos^siny, ) 

desttden 

cos^^'sa — sinycosa, cosy"= sio/ sina. (68) 

Formlerne fbr den elliptiske Bevægelse (I, Art. 28 og 29) anvendes ved blot at forandre ni til 
nt+ C og O til V — Wy hvor C og C9 ere Constanter. Tillige Være e Værdien af « for / = O, 
eller Epoehens Længde, saa at til Perihelium svare 9 = 0^ if«=sO, »1=«) — «, fdlgeligC»e — t«. 
Idet Axen x^ antages at falde i Retning af Radius vector til Perihctiam, htvea 

Xy ssartosQo — a)) = a(costf — e), y^ »»rsinC«— «) = aV/r — e'sin«. (59) 

De sex constnnte Blementer, hvis Variationer skuUe sages, ere o, «, 10, a> y^ £. For Hiddelha- 
stigfaeden n haves nemlig 



=X 



S' (w) 



og medens » er uafhængig af Kuudens Sted og kun varierer formedelst Bevægelsen af Periheliet, 
saa vil derimod Variationen af fi , der regnes fra Knudelinien, være sammensat af Peribeliets Be- 
vægelse formindsket ved Knudeliniens Bevægelse paa Banens Plan, altsaa 

d§=^dm — tosy^i». (61) 

For Hastighedens Qvadnit i den elliptiske Bevægelse haves (I, (141)) 

dar«+dy« + da* 2/ft ^^ 

r-T ^2/»- 

41« r ' 



idet A = — — . I TiIWdel af den, perturberede Bevægelse maa hoire Side af denne Ligning for^ 



andres til s/^f dx+ — dy-i- — di\ For altsaa at udtrykke, at Ligningens Form forbli- 

J \dx dy dz / 

ver uforandret ved Perturbationen, lader man blot h variere ved at søtte 

^^ dJl^ dJl^ dJl^ 
dx dy dz 

som er det fuldstændige Differential af J2 med Hensyn til Coordinaterne x , y, s til det pertur- 
berede Legeme. Ved at transformere disse Coordinater til Folar-Coordinaterne r, 9, som ved 
I^ækkeudviklingerne blive periodiske Fonctioner af den ene Variable ttf + C, og ved at betragte 
Coefiicienten n som constant, hvilket senere vil blive bevilst at være tilladeligt^ og hvorved de 

ikke periodiske Led und^aaes, haves dh= — --ndi eller 

ndt 

dh=^ — ndL (62) 

Ligningen for Arealerne med Hensyn til PI. xy er 

di 

hvor c er constant, men for at udstrække denne Ligning til Tilfældet af perturberende Kræfter maa 
mao blot gjpre c variabel ved at selte 



= c, 






d X dy 

Man indforer Coordinaterne ^i og y^ if61ge (56) og C^T), som give — »s — y, ^ =sx, thi 

da da 

X| og^] ere, ifolge (59^ 7 ikke afhængige af a; altsaa, ved at betragte a som Function af x 

dSl dSldx dSldy dJl dSl 

^ ^* da dx da dy da dy ^ dx 

dcr^^dl, (68) 

da 

dJl dSl 

Det samme udkommer ved at bemærke, at x— y -7— ^^ Momentet al den perturberende 

dy dx 

Kraft virkende til Omdreining om 2'nes Axe, men dette Moment maa være uafhængigt af Coordi- 

naten z, fdlgeiig det samme, som haves for « := O, idet Punktet befinder sig i JKnudelinien, hvor 

man bar 
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Disse give 



aUsaa 
som give 

f6lgclig 



X ==r cos«, 

dx = dr cosa — rda s\na, 
dr^ss: dy sma + dx cosa, 

dr dr ^. 

— = cosa , ■— = sina , 
dx dy 



y = r sino. 

dy = dr sina i- rda cosa, 
rda= dy cosa — do? sioa, 
sina 



da 
dx 



da cosa 
dy r 



djildSl 
dx dr 



=-T- cosa 9 



dSl sina 

da r 



dSl dSl . dSt cosa 

——=—;— Sina + 

dy dr da r 



AU ^'^A. A ^*^A 



ni A i. IA ^'^ dJl /dSl dJl , \ dSl ^ er^^^tt n pr 

Herved erholdes x y —— == *• ( -r- ^o«« «ina I = j hvoraf (63) folger Da PI. ry, 

dy dx \dy dx ./ da 

hvortil (63) svarer, er vilkaarligt, saa erholdes de analoge Formler med Hensyn til Banens Plan 

og med Hensyn til Flanet af Azerne z^ z^, idet a forandres til fi og y, aitsaa 

(64) 

idet d^ er Frojectionen af dit paa Fl. z.«j eller Sammen af . Projeciionerne af dc^ de\ de' paa 
PI. 2*Si. Heldningerne af disse tre, eller af Flanerne xy, xz^ yz mod PI. a.«i , ere 90^^ 
90^ — a, a, allsaa 

dg=dc . sina -k-dc^ cosa* 
Ifolge (65) og (58) haves dc'=— d(fcsinycosa), dc"=d(ilrsinysina), aitsaa dg=^ks\nyda. 

14. Formlerne (62), (fiS), (64) gjclde for enhver Attractionslov , men de anvendes paa 
den Newtonske Attractionslov og den dertil svarende elliptiske Bevægelse ved at sætte 

*=» — ^, å=\/^«(l— ««) = na«\/l — e«, c=:hcosy, 

aitsaa 

hvorefter dc^^^dk cos;/ — k siny dy. Aitsaa haves 

dJi »a 

--— dt^=:^— da. 
dC 2 

_ d/=3~ \/l-e« dfl— -— =:^ 



d«, --- dl = na* v 1 — e^ sinvda, 
dy 



(65) 



da 9 ^ y/fH^ 



cosy de — na* V' 1 — g* si ny dy. 



(6«) 
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Leddene i hoire Side af (48) have ifolge (33) ea saadan BeskaffeDhed , at man af de fire Lig* 

ninger C^5) kan udlede de endnu manglende to Ligninger for og , saaledes at kun den 

, da de 

ene Coefficient [a, e] directe maa ^h%t%. Han har, for Systemet a, e, C, a, ^, y, 

^iJl = _^dC— ~V^1 — cnd^+cosyda) + [a, é\de, \ 

dSL . na^e ^. ^ .^ri. / 

--— dl = (dp-^^ cosv da) — [a, ejsda, I 

de \/l—e^ ] 

idet Coefficienten [a, e] er bestemt ifolge (32) ved 

dx dx dx dx du dij dy dy dz dz dz dz 

ya e\ '-=■ — — \ — — — + — — — — — , 

da de de da da de de da da de de da 

hvor ar'= -p, y'= :r, a'==-p. Udtrykkene CM) give, formedelst de bekjendte Relationer mel- 
ol dt dt 

lem yé^ B, j4\ É y a\ É\ og ved at bemærke at disse Storrelser ikke afhænge af a og f, 

fa cl = ^ ^ ^ ^ ^ + -^ -^ — ^ ^ 
' da de de da da de de da ' 

, du t / a ^ 

men ifolge (69) er x ^ = — a sin « --- , y ^ = a y 1 — c* cos ti --, og man har ndt= (I — ecosu)du 

dt dt 



. /,^«\ w ' »asm« , na\/l — e^ costi ^.^ .„ „ , ,. 

ifolge I, (146), altsaa x . = , y i= . Altsaa ville alle Leddene i 

1 — ecos« 1 — ccostt 

[a, e] erholde sinu som Factor^ men ifOIge (32) er [a, e] uafhængig af I, saa at man kan f. Ex. 

sætte fil BS — 1^, hvorved u=^0, hvoraf sluttes [a, e]=sO. 

15. Istedetfor Systemet af de tre Constanter C, fi , a kan man betjene sig af Systemet 

€y Wy a, og naar ( -;— ) og --— have Hensyn til det fårsle og det andet af disse Systemer, 

\ aa / da 

saa linder denne identiske Ligning Sted 

dJl^^ dSl^^ /dSl\^ dSl^ dSl. dSl, 
dC d^ ^ \da/ de dia da 

Indsættes i venstre Side dC=^de — dia og Udtrykket (61) for d^ , saa haves ved Sammenlig- 
ning af Coefiicienterne for d£, dco, da i begge Sider 

dSl_dJl dJl_dJl_dJl ^^{^\_^ 

de'^ dc' dm'^ dfi dC' da ^ \da/ d(t ^^^^* 

ludsættes i hdire Side Værdierne (65), og indsættes i (figj Udtrykkene for dC og dfi^ erholdes 
de sex Ligninger for Systemet a, e, w, a, y, e : 
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de 2 da 2 2. 

-r- rf/ = -7 dw, — - A= - -- (1 — \/l— ««)da ; de, ^ (67) 

— Z dt = — na* v'l — e^ «iny ^Z ? -r- d I *= ««* v/l-^e^sinvda. 
da ' ' dy 

Disse give ved en let Elimioation Variationerne af de sex Constanter: 



dac= --df, da» = r T"^'' 

nu de nare ae 

d«= -— d* + ^ (1 — \l-e^)-^dt, 

na da na^e de 



(68) 



dCC T""* - - llf |( V T7" v^ I ■ .1 I dl* 

iw« v/l-c« sin/ dy ' fia« \/l-e« siny ^ 

De to sidste Ligninger bestemme særskilt Variationerne af Knudens Længde a og af Inclinationen 
Y uafhængigt af de andre Elementer eller af de dertil svarende Differentialer af SI, — At Mid- 
delhastigheden n kunde betragtes som constant ved Bestemmelsen af dhy er godtgjort af Lagrange 
ved den Bemærkning, at de Led, som Variationen af » maatte indfore, vilde ophæves. Naar nem- 
lig ftl + C, hvor C ser— Cd, skulde undergaae fuldstændig Variation, vilde blot C og derved e 
voxe ved tdn, som maatte lægges til den forhen fundne Variation af «, der forudsatte n con- 

Slant ^ men tillige maatte i (68) ved Bestemmelsen af — tages Hensyn til n som Function af a, 

da 

saa at til Udtrykket for d« maatte foies den Storrelse 

. ^dSldH. 

idn ' •— dl. 

na dn da 

dSl dJl dn 

Da uu SS I — , reduceres ifOlge den 1ste C^o) denne Størrelse til tdn*—t — da, som er O, 

dii dC da 

efterdi n kun afhænger af det ene Element a, 

16. De Resultater, som folge af Formlerne (68) med Hensyn til Himmellegemernes Be- 
vægelse, maae séges i de Skrifter, som specielt angaae den physiske Astronomie'(fomemmeli{f 
Tndt« de raécanique celeste af LapUEce)^ men den Form Cl^)^ hv^nmder Differeutialligntogeme 
for Bevægelsen af et System af Punkter er bleven fremstillet af Lagrange, idel Prindpet for dea 
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lerende Kraft er gjeldende, har ledel til vigtige Setainger af Hamilton og Jacokiy hyoraf en kori 
FrensMlliog her maa gives (fornemmelig efter UowdHIbj Serrety Siurm), Maa Ican betragte fdrst 
et eakelt Punkt. Dets Sted i Rummet være almindeligen udtrykt ved Systemet af de tre Lig- 
ninger 

idet 1^ ij, i ere Functiouer af de retvinklede Coordinater x, y, z, men g, Qi, q^ ere Constan- 
ter. Herved blive igjen rr, y, « Functioner af £, ^, ^, saa at man har for Banens Element di : 

ds*^Xdi*^Xidfj»+X^dC* + 2iLtdSd7]^9fi^didC + 2iU2dfidCy (70) 

hvor k, Xij X^, /il, jiii , jii^ ere Functioner af £, f^, ^. Antages Snittet af de to Flader ij, ^ 
at være Ponktets Bane, saa haves bestandigen under Bevægelsen 

saa at Ligningen Cl 6]) for den levende Kraft kan fremstilles ved 

ii^-»^+ff (72) 

(da m her kan udelades). Ligningerne for Bevægelsen ere dernæst if51ge (19} , idet n == 3, 

d| d| dl 

^ di ^l dXdS^ dV ^'^^Jt I dXd^^ dV ^'^^^Ti ^ 1 dXdÉ* dV 

di ■" 2 rfS d««"*" <!{* dl " 2 dtj dt»^ dfj' di 2dfd/»"*"df' ^ ^ 

„ , dA dX df du diW dg d«, di*^ d| 
eller, da T-=»:;i-r» -7-— 7^?* 4^=-^-^, formedelst (71), 
' df dfd/ df d S di di d^ di * ^ 

di»^ 2didi^'^di* 



^' dT^- V 2 d^ ~ df^ dT^ ^Tfj^ I (^^^ 

d^l /I dX d^Adg^ dK 
'**dl«"'\2 df déJ di* dS* 



di d^i 
Elimineres -z og — -^ mellem (72) og (74), erholdes 

d>A(y+/D <<^/iCK-no _j^.T.^y^ A M£I±£?_l:Ml^«A(F+io— . (76) 

diy d| "^ d J ' df d| dg ' 

Hvis man nu kan tilfredsstille disse Ligninger (76) ved Værdier af |^ ^. £ som Functioner af 
T, y, 2, indeholdende tillige J7 og to andre arbitrære Constanter ué, B, saa vil Banen være be- 
ÅnafyiUk Mechamh^ ^ 



•lent ved den Sdeo og Sdie C^9), indøholdøiide fen Constaiiter A^ B, B, q^, ff^. — AaUfes 

Fladerne | nomale paa Baaea, f61gelig aonnale paa Fladerne 9 og C* '** la!<9t$ {Q. II, II, late 
og 3die (489) mbI (444)) /« » O og ^| « o, hvonred (75) redoeeres til 

llMIilO^^ éMy^^O. (76) 

altaaa ved Integration 

2A(F+I0«C?^'£)*, (77) 

men tillige haves (^y + {^)'> (ji) "^^^ •^**" *^®' ^'•^*" ^ ^"^ "^"^ ^^^ Elementet 
d$ {G. U, Uy (444)) 

saa at (77) giver 

Settea y^cs 9, erboldea 

Dette er en partiel Differentialltgning af late Orden, men som det kun kommer an paa attilfreda- 
stille ved en Fnnetton O, af :r, y, x, indeholdende, foruden By to arhitrmre Conatanter ^ og B. 
Settes nemlig denne Fonetion 6ssf)| eller Mol 9s=s£, saa vil derved den i&rate af de tre 
Flader QS&y vere fanden, nemlig 

©=eL (79) 

Heraf adledes igjen to andre Systemer af Flader adtrykte ved 

dS de , .^^^ 

j-^-i.> Ji-m^ (80) 

som hvert for sig er normalt til Systemet (710 > oflerdi (78) differentieret med Hensyn til A og 
B giver 

d^ d^ d— é— d— d — 

^^±± dOjA^ ^JLI^O dG dB dO dB dS dB 

dx dj! dy djf d» d^ ' dx djf dy dy du dz 

Altsaa fremstille (79) og (80) de sdgte Plader, og Ligningerne (80) , indeholdende de fem Co»- 
stanler ^, By B, ^| , ^^, bestemme Banen. — Udtrykket for Tiden i lindes saaledes. Ved al 
eGminero Y-^B mellem (72) og (77) erholdes 






(81) 



Mur bar (G. II, H, (444)) ^«A~, tlbaa (formedelst (71)) ^=^^=A- - eller ifdlge 



dg <te' 



dl didt dxdi 



dx , dl 
al '^ oa: 



de dO 



dl"" da:* di d^* 
Af (78), ved Difff reatietion med Hensyn til Hy folger 



^_^de 
då^ dz' 



(82) 



de 



d^ d^ d— 

de dH de dH de dH 

dx ds djf dy dz d% 

de 

^Itsaa formedelst (82) d -— =^dt^ hvoraf ved Integration 

du 



h 



de 

dH 



= 1 — r. 



(83) 



hvor V eompleterer Antallet af sex arbitrære Constanter. — Pinder Bevægelsen Sted i et Plan, 

saa antages dette som PL xy, og man sætter ^ssssssa, hvorefter *Banen antages bestemt ved 

Skjæringen af to Systemer af Linier udtrykte ved den 1ste og 2den (60^ , hvor S og 17 ere 

Functioner alene af x og y. Disse Linier være orthogonale^ altsaa ds^ ^Xdi^-^Xidfj*, og 

dv * 

man antage -i = o , saa at Ligningerne for Bevægelsen kunne fremstilles ved (72) og den 1ste 
di 

(76). Til Bestemmelse af e haves dernæst 



(84) 



saa at naar 9 er fanden som Fnnetion af x og y, indeholdende en ari>itrær Constant A foruden 
If, saaledes at Ligning (84) er tilfredsstillet, saa haves (79) og den 1ste (80) til at udtrykke 
de to Systemer af Linier, og den anden af disse Ligninger bestemmer Banen. For I haves som 
forhen Udtrykket (83). 

17» Man betragte dernæst et frit System af Punkter, i Antal n. Deres Masser være be- 
tegnede iii|, «ij,«««mn, og de retvinklede Coordinater til øir være Xr^ yrj V« De 3« Lignin- 
ger for Bevægelsen kunne fremstilles ved 



«r 



d^a?r dV 
di'^ "^ dxr 



«r 



d>yr dK 
di^ "^ åyr' 



nh 



d>3^ dF 

di^ ^ d%r 



(85) 



38* 



hvor V betegner en ^ven Fnnclion af de S« Coordinater, som tillige kan indeholde i expHcite. 
For at integrere Systemet af Ligningerne (fib') vil det kan komme an paa at finde d^, som Fan- 
etion af de 3ft Coordinater og f, if6lge den partielle Differentialligning af Iste Orden 

Sammen 2^ tagen med Hensyn til r«!, 2^ S^«««, men ø maa tillige indeholde Si» arbitrære 
Constanter o^, a,, as,* ••as« foruden den, som kan adderes til $• Dette Antal er det samme 
som Antallet af de uafhængige Yariabley fdlgelig det stdrste, som almindeligen kan bortskaffes ved 
Elimination formedebt den primitive Ligning i Forbindelse med de forskjellige partielle Ligninger 
af 1ste Orden« Det sOgte Udtryk for ^ skal altsaa være, hvad Lagrange har kaldt den til den 
forelagte partielle Differentialligning af 1ste Orden svarende complete Opldsmng (ligesom den, der 
forhen sdgtes for (78} og speciellere for (843). ^^a ^^^^^ dernæst 

d* .da?r d^ dyr dø dzr .. 

^r^'^'-df' dTr^'^'lT' dTr^^'^'li' ^^^^ 

som, ved at tage successive rssl, 2, 3,*«*n, fremstille et System af 3fi Differentialligninger 

mellem C og 9« Coordinater, de saakaldte miermediære Ugnmger* Integralerne heraf ere de Sn 

Ligninger 

dø , , 

— = e* (88) 

for ka 1, 2, S,»«.3fi, idet q^, q^^ Q^y*** ^^^ S* ^Y^ arbitrære Constanten Naar nemlig (86) 
differentieres med Hensyn til ak, som ikke indgaaer i K, erholdes ifdlge (87) 



di 
dø 






dø dø dø 

d - II — — d — — 

dak dxr dak dyr dok dzr 

\ dxr di dyr di d^r di. 



= 



eller -*r — = O, idet D antyder en fuldstændig Differentiation , baade med Hensyn til det expli- 
di 

cite C og med Hensyn til de S» Coordinater betragtede som Functioner af I if5lge CB7). Altsaa 

haves Ligningerne (88). At Ligningerne C85) for Bevægelsen ere tilfredsstillede ved de samme 

Ligninger (88)^ kan nu saaledes bevises. Ligningerne C85) kunne sammentrækkes til den enkelte 

Ligning 



^-' O *-^ S-' '^'* '^^)-' '> w 



Wl 



hvor åxry åyrj å^r kaone betra^es som de, der skyldes Variatioueriie af de 6n Constaoter* 
Man har 









<l», + i<>( 



(K* 



)• 



saa al Ligningen (89) kan akrives 

Ifdlge (87) er vensire Side af (90} det samme som 

son igjen if61ge (86) og (87) er del samme s6m hdire Side af (90), hrilkel er, hvad der 
Aolde bevises. — - Naar V ikke indeholder I explieite, haves Formlen for ie levende Kræfter: 






dt» 



(91) 



SeUes B^ø + Hi, saa er ifOlge (87) 

dø db!> 

ma tt (913 kan fremstillei ved 



de dyr 

dfr'"^li' 



dO dxr 

di^^'^'lT' 



(02) 



*^i[(DKS'^Q"]— «. 



(98) 



hvoraf sees, at er uafhængig af I. Ligning (86) falder sammen med (91) eller (93)> og In- 
tegralerne af Ligningerne for Bevægelsen ere, foruden Ligningerne (92) af Isle Orden, de primi* 
tiye Ligninger 



dø 
dak 



Qk 



de 
dH 



«— T, 



(94) 



kvor k=s: l^ 2, 3,*««3fi-*ly som er Antallet af arbitrære Constanter a^, a^^*«. i den complete 
Fnnetion 0, fomden if, saa al disse Sn Constanter tilligemed Qi, pj,«**ps«.i og 7 udgjdre det 
fnlde Areal 6ti* 

18. Haves et System af Funkler underkastede givne Betingelser, ville Ligningerne (19) 
kunne anvendes. Man sætte 



*•=/ CT^ndi, (06) 

idet i T og V teokei indfttta for 9>|, g>^9.*.q>u deret Udtryk som Foftctioner af I og af de fi» 
arbitme Constaater, hvorefter igjen ^ kan betragtei aon Faaction af l, ^|, 99c9***9% og de 
• CoBftaater o,, a^y^o«. If51ge Ligaingenie C^ff) famlede til en enkelt ligning, fom integre- 
res med Hensyn til I, haves dernæst 

hvor C er en arbitrær Constant og 2 betegner Sammen tagen med Hensyn til r^l, 2, S,***«. 
Da Variationen i hOire Side kan tages med Hensyn til enhver af St6rrelseme ^ og a, 
saa haves 

som for ksal, S,«**« firemstille alle Integralerne, idel^ den 1ste (97) eller de » ligninger af 
1ste Orden C<i^ intermediøre Ugnanger) indeholde alle St6rrelseme f og qt' saml Constantene a, 
men den 2deti (97) eller de » primitive Ligninger indeholde alle Stdrrelseme 9 tilligemed de 
2ii ariiitrære Constanter, Stdrrelseme a og g. De primitive Ligninger knnne erholdes ved at 
s6ge ^ som Fonction af i, ^j, g>^,***q>m9 tf 19 a^M**«« formedelst en partiel Differentialligning 
af 1ste Orden, for hvilken t vil vøre en complet Opl6saing. Denne Differentialligning Ondes saa- 
ledes. Udtrykket 0&) for T og den 1ste C97) give 

"l^^rAW^V-^. (98) 

dqtk ' ' dfk 

d*T 
hvor AW er en Fnnction alene af æ„ ©j,, . .g>mj som giver AW » Ai') « . / . y • Altsaa ha- 

ves ved Elimination 

?)'* = S^i') % (99) 

^ dg)r 

hvor ligeledes ^Wts ^^1^0, som alene indeholder 99 1, 9E)j,**«9D«« Ifdlge (99) haves, ved tillige 
al bemærke Formlerne (18) og (08), 

idet S betegner Summen svarende til alle Combinatioaer af to forskjellige Tal r og « i Rækken 
1, 2, 3,.**fi. If6lge (95) er 



dø —dø ' « . v 

— +2:;J-9t)r=^+F; 
AlUaa, naar T elimiaeres mellem diase to Formler^ 

som er deo sdgte partielle DifTereatiaUigaiiig* Er ø en complet Opldsning heraf, saa ville de 
n Ligniager indeholdte i den 2den (97), netop give ^^ V^f^V* ^^ Fonctioner af f og af 
alle Storrelseme a og ^ , saaledes at de • Diff rentialligninger af Iste Orden, indeholdte i den 
Iste CVf)y derved blive fuldatændigen integrerede. Differentieres nemlig Formlen (100) med Hen- 
syn til en hvilkensomhelst af Constanteme a, erholdes 



dø ^dø 

di ^ dq>r dg>r ^ 



d— d — 

dø da dø da 

\^dq>r dg^u dq>u dq^r 



eller ifdige (99> (som er eensgjøldende med den Iste (97)) 

d— d— 
da — da f 

da dø 

eller — ^ — »O, hvoraf -^-ap, som er den 2den (97)« 
di da 

19. For det enkelte Punkt ere nogle Tilfalde fondne, i hvilke Differentialligningerne for 
Bevmgelsen kunne integreres, idet Frincipet for den levende Kraft* er gjeldende* Punktet vsre 
bundet til en given Flåde, saa at dets Sted er bestemt ved to Variable alene, c», /?, som antages 
•t være saadanne, at man har 

d$^=^X(da^^dfi^), (101) 

hvor A er en Function af a og /? (Gf. II, II, 82). Ifdige Prineipet for den levende Krafl er 



(^y^O'-h'^^". («»> 



og Ligningerne for Bevægelsen ere ifdige (10) 

d.A^ ...... ..... .. d^^ 



di dX T/daY /^A*! ^^ rfl _ , dX F/^aV /d/tyi dV 

dT =*Ai Lw ^yaJ rii' ~di — *d^LW ^Kn) rrfi^ 



ener ifdige (102) 



/ 



Den forste af disse kan skrives dAX-j-t =2 * \ ^ <fa. Hvis nu Krefterne ere saa- 

. \ dt^ da 

danne, som lade a og /i være separerede i XCV+iT)} saa at man bar 

^ACK+IO-ACaD-FC/f), (104) 

saa erholdes ved Integration 



A»(^y=r(a)-.^, (læ) 



hvor >^ er en arbitrær Constant* Tillige haves ifølge ClO^) og C104), idet V+H elimineres, 
og ved derefter al eliminere ^(a) ifOlge (105), 

A«(^'-^-FC/J). (106) 

For at C104) kan finde Sted, idet H forbliver arbitrær, maa man have særskilt 

X^g>Ca) — mQf), XV^^Ca)-aCfi), (107) 

som give 

/'a«2^(a)+2£r»)Ca), F(Ji:)=-2aqr)+2Hm(fi). (108) 

Af (105) og (106) følger dernæst di l<PM-wmda ^ [9>M-niqf)]dfi _ 

\/2V/(a)+2Jf ?)(«) — .^ VA—2aClf)''2Hw(^ 
saa at Banen er bestemt ved 

^ = -= £=:« ^, (109) 

hvorefter t findes formedelst 

dl = -7 y(«)cia mO?)il/y ^^^ 

V^2^(a) + 2iJ9)(a) — .^ V/^-2ff (/J)--2tf ©(/f) ^ 

Man kan f61gelig sætte 

© =:y[/2^ C«) + 2 ly »)(a) — ^* if a + /A^2a(fi)-2Hwifi) . rf/J], (111) 



hvorefter haves 






kvor ^ og T ere arbitrære Consttnter. Tillige haves ifélge (IO7) 



hvortil ognu Lignin; (100) redneerés , id«t • ^a 2^ ^^asa, 9>j ?= fi, savt # ■» 9 — J7l, me- 
dens CoefBcienterne ere blot A^) s=s ^) ea y. Ligningerne C^^^) cre derimod de, hvortil den 

Sden (97) redaceres. Naar Pnnktet ingen accelererende krcfler er andtrkastet, raa at Banen er 
en geodætisk Linie paa Fladen, saa haves KesO, altsaa ^(a)=0, e(^)sssO, hvorved erhol-* 



des, idet a 



da 



-_^-=^=, ds = /2S.dl= y(c^)fe _ jK^/>. . 
/f(a) — tf /o— ©(/f) /?)(«)— tf /«—©(/?) 

Folgelig haves ogsaa dt «= ^<p(st) — «♦ da + /a — or(/J^).d^, alUaa ©=• /"sS.t, saa af» ifolge 
(112), j^*=p, s«/2flr(|-T). 

90* btedetfor a og /9 kan det i visse Tilføldo vere beqveaMMve at htnge andre Varia- 
ble /ji,, Vy som give istedetto (101) 

ds* « A (md/ft* +»4 1^*), (118) 

hvor M er Fanction alene af f,%, og « alene af sf^ men X af \it^%^ Stdrrelser /i og v. Man 
roaa nemlig sætte 

u=Sym.åiA, fi=fyn.åv, (114) 

og som Betingelse for Integrabiliteten, istedetfor (104), 

2A(K+ IT) «r(/*)-.-F'Cl'), (116) 

hvor f og t" betegne nye -Fanctioner forskjellige fra dem, lom forhen betegnedes ved samme Bog- 
staver. Ligesaa haves Ligninger svarende til Cl 07) og ClOB), idet ^ og ^ smttes istedetfor o 
og /i. Heraf fOlge istedetfor C109) og (110) 

^~*^^ V^*-^ (116) 



■t. L" 



di 



V'2V'(^) -^2Hip(/i)^y4 /A—2a(v)—2Hw($i) 
q)(fji)ym^dfé w(v)yn.dp 



(117) 



/2^(/*)+2lf9(/0 — -rf /^— 2flr(if)~2i5rar(y)' 

Ere 4 s' og ds'' Elementerne af de to'orthogonale Trajectorier paa Flieiden, som ere bestemte ved 
(I og a satte lige med arbitrære Constanter (eensgjæklende med v og fk satte lige med Con- 
stanter), altsaa ds'^»Ada^, dt''^ <=» A d/?*, og er t Vinklen mellem d9 og i$\ saa at ds^esdscos«, 



ds'e=dssint, saa haves tgt 
fremstilles ved 

Analijfluk Méckamk, 



ds du Ym^d/é 



ds' dfi /æ.dr 



• Ligningen (116) for Banen kan altsaa ogsaa 
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fifl) et^i + F (y) iiii«t ^ jé. (lift) 

Spedell htves for dan geodøUike Linie 

-7^^^- 7^^^, dt = /5;00^a.ymrf/i+/ir^),y.rf^, (1,9) 

sudt 9> (/i) cos*f -f V (i^) sin^ja ol 

SI. Er Pmiktet bandet til el Plan, kan man bel|ette sig af elliptifke Coordinater, eon- 
fltmerede ved Syslememe af eonfocale EUipfer og Hyperbler, bns Ligninger ere (Cr. I, II, 41, ?) 

fom gire *«a;« =-/é*f^«, k»y«— (^• — k*)(k« — y«), eUer 

«^B=kcof9, «B:j[*eo80, y«/^«— k*«lnft (121) 

Naar Ponkteto ACrtande fil Foci og til Centmm betegnea r, r , il, kavea 

^+r«r, ^ — ^-fV ^• + y« — *•-««, (1») 

efterdi Ow +.y)*« (« +.k)* + f« og /r** + •^-i «* + f* + k^ TUUge indea 

da««dx*+d,««(/^*-i.«)[^j^^ (IM) 

altaaa A—^« — |f«, eller ^C/O^/^^f ViiO — ^^ flremdelc« m« a_fc> y "''^mZIJ* ^^" 
Betingelae for Integrabiliteten hares dencit 

/»* — y* rr 

Elementerne af Ellipsebnen Qu) og Hyperbéibaen (if), samt Heldningen I ere bestemte Ted 

Som Bxempel bemørkea 

^(/i)«#/r*+/^+*(^* — k^/å«), a(y)=^y— /y+*(y* — k*frt), 
livor §j §j h ere Constanter, altsaa 

K=-i- + -i— + *(i** + »'»-*«)«.l+^+»il», (186)- 

ft+v ft — v t r 

eller Kraften bestaaer i Tiltrækninger til Foci og til Centmm, de 'to fftrste forholdende sig om- 
vendt som Qyadrateme af Afstandene, med forskjeUig Intensitet, den sidste ligefrem som Afstan- 
den. I Tilfældet A«0 Tille Udtrykkene (116) og (117) vrnre intergrable Ted Uiptiske Fonetio- 



ser. -* Nttr ^QjO^O og o(f^3««0, bavai FaO^ efier Pimktel er iagen Kraft nnderkaBtel, 
saa al Be?»gelsea er eensformig og retlinel, Søttes i (116) r^»a*y erholdes 



d/» dy 



altsaa^ Ted a€ tette /t-a , ynftsiii^ og integrere. 



= 0, 



f(|^, j^)+f(^, V*)«*C«), <1»6) 



idet Cl er OD arbitrer Coof tant» Dette er netop den rette Lintes Ligning i del elliptbke Coor- 
dinalsysteniy thi ifOlge Formlen for Addition af elliptiske Fanctioner af 1ste Art (D. II, IV, (11)) 
haves 

oos^ cos^ — sin^ sin^ ^ QcO = cosa^ 
allsaa (/»*— a*)C*« — y*)««(å^cosa-faf'2!/(a))', eller, ifOlge Udtrykkene for ^ei og f^ ted 
X og 5, jf^Bin^a is^ (xeQ9a+ aJCay)^ Af CUT) fdlger ved samme Transformation 

/^M- ""*^^' k* sin^»d» ^ 

allsaa ved Integralion 

/S&(l — t)— a[^(9)ool9+E(9)+E(^)— F(5p)— F(V;)] 

= a 1 2!/(9))cot99 -I- -^ sin ^ sin ^sin a + E (a) -— F (a) 

(D* II, IV, (39)) hvor de variable Led kanne skrives 

-: — [Jlw) cos© + (1 — ^(9>y) ■inV' «ia«] » -: — [sin^sin a + J(f) cos^f cosa] 
sin^ smy 

sin i(/ iics' 

(D. U, IV, C13)). Del f&rste Led heri er . ^ sina= ^ sina « «sina, del andet er 

smy n 

o yTu^ k^'^k^ y* 

-: — ^(9)cos^cosaa '-^- r- eosa»>yeosa. Heraf sees Bevægelsens Eensfor- 

Bughed. 

23. Punktet vere bnndel til en Kogleffade, bestemt ved 

og man betjene sig af krnmllnede Coordinater dannede ved orttiogonale Trajeclorier paa Kugle- 
fladen, nemlig dens Snit ved Systemerne af de orthogonale Keglellader, hvis ligninger ere 

39* 



livor e > /« > 6 > r. Udtrykkene for o; , y , s ved de nye Uafbøogige, ^, r, ere ifdlge iX^ 
og C128) 

X — -, y , z , V*«*^ 

hvot y og de forskjellige Qvadratrddder maae tages efter Omstøndighedeme pofitive eller nega- 
tive; men man kan ogsaa indfdre Vinkler og a» bestemte ved 

y *s ft co»(9, /»= ^6* 8in*i» + c^ cos*oi, (ISO) 

som give 

QCOsO /-rr-r-z r = — 

= ■ Y 6* sin'oi + c* cos* o , 

^.^^ ' (131) 

y = Q sind cosrø, ««= ? v c* — é* cos*6, 

c 

hvor Qvadratrdddeme tages j^itive, idet d meUen Grændseme O og fv, i» mellem O og 2 77, 
ville svare til alle Punkter paa Kuglefladen. Udtrykkene <129) give 

alUaa i=^«— ^f«, eUer p(^)«^*, «(r)«=ff«, ligesom for Bevægelsen paa et Plan, tillige 

P* o* 

»•=7-=; — TiVT-s Tvi "=,T5 JTTT =^ • Som Betingelse for lutegrabiliteten haves 

V udtrykt ved ^ og 9/ af Formen (124). Naar specielt F = O , vil Banen vsre en Storcirkel 
og Bevægelsen eensformig, men Integralerne, som hertil svare, ifdlge (116) og Cl 173 ^^^ ^^>^~ 
elliptiske. — Udtrykket for V ved Vinklerne O og i» er af Formen 

^'sin^cøi- c*coi*» — 6*cos*0 

Naar * = c, haves V = ^ ~^ , og ^, rø ere ifdlge (181) Vinklerne i det polære Coor- 

sin*a 

dinatsystero« 

{8. Punktet være bundet til en Elllpsoide, bestemt ved 

"i + j cB + -T i = ^ (133) . 



og man betjene sig af kramlinede Coordlimter daimede af Knunniogslinierne paa denne Flade, 
de Bamme' som dens Skjeringslinier med de to Systemer af confocale Hyperboloider, hvis Lig- 
ninger ere 

hvor (>c>^>6>r. Udtrykkene for x^ y, s ved /jt, v ere if5lge (133) og (134]) 

(135) 
hvov V og Qvadratrddderne kanne tages positive eller negative; men man kan ogsaa transformere 
ifolge (130), nemlig 

X =» ' y b^ sin^rø + c* cos^o) , 

[ ^^ 5 . ^ (136) 

Udtrykkene (135) give 

altsaa som forhen X=*fifl — ¥^j saa at V naa være bestemt ved få og ^ efter Udtrykket (124). 
Specielt bemærkes V=^0^ som leder til de bekjendte Formjler for. den geodætiske Linie paa El- 
lipsoiden (6. II> II, 69). — For den vindskjæve Hellcoide, bestemt ved 

^ -tir • 
— =tg— > 

X c 

gættes ap — ^cosy, y=»/ftsiny, x»scy, altsaa 

saa at A«/i* + c*, «i«--r — i, »=^1, og man maa have V=zzltl — ?i^. De to Syste- 

mer af orthogonale Trajectorier, for hvilke respective /e og ¥ ere Qonstante , ere dén cylindriske 
Helix og den retlinede Generatrix* Tilfældet V «= O giver den geodætisko Linie bestemt ved el- 
liptiske Functioner* — For Revolutionsfladen om y'nes Axe, idet de andre Axer betegner | og f, 
medens x er Ordinaten til Heridianpnrven, y deaø Heldning mod PL |y (jvf. I, 32) sætte man 



Han maa f61gelig have Ksa ^^ ^ — -— « De ortliogonale Trajectorier ere her HeridiaDCorveo, 

ar 

for hvilken $f. er conttant^ og Paralleleirklen, for hrilken jr og derved ogsaa ^ei er constanl. Da 
^if»)^x^, vC^)saO, erholdef for den geodetiske Linie C^rt 20) xcosi^^Cy en arfoilrttr 
Constant, idel i er Vinkleo, øom den geodætiske linie danner med Parallelcirklen Qvf. 
G. n, II, 67). 

24. De elliptiBke .Coordinater Q, fit P^ hestemte ved (133) og (134), konne i viase 
Tilfælde med Fordeel anvendes, naar del enkelle Pnnkl er frit De Ijene nemlig Ul al finde 
Functionen O (Art. 16), naar V har Formen 

(^*-y») /(g) + (g*-y^) FQtO + (g*— /^>) m (y) . . 

(e'-A*«)(e«-i^)0r**-H^O ' '^ 



hvilket bevises (efter lionøt'/lø) saaledes. Af (183) f6lge Udtrykkene for ^^ ^, ^ ved o, «, 

'^ dx dy az 

yy z eller formedelst (136), ved p, /4, i^, og af (134) findes de analoge for Differentialcoeffi- 

cienterne af ^ og v* Disse Udtryk give 

^1^ !^^ ifpdf/« !^^ ^'^A^ g d|/ ^ ^!^ ^^^ !^^esO 

ilsr <fx dy 4y d%dz ' db? db? dy dy dx d« ' dx dx dy dy d% dz 
(eller de tre eonfocale Flader ere orthogonale), saml 

^dpy /dgv« /dgy (p>-6«)(e>-c>) 

Vite/ \dy} ^\dJ '^(p«— ^«)(p»— |f«)^ 

(ityj^Jf\\{itty (/i^-ft»)(c^-/i») I (139) 

Vdx/ "^Vdy/ "^Vd*/ ""(p*— /u«)(/i*— ^^)7 

dr/ "^^VdV/ ^VJi/ ""(p*— ^OC^*— »'•y 



Altsaa vil venstre Side af (78), idet O betragtes som en Fonction af g, /i, r, kunne skrives 

Vdp/ (g«-/*«)(p*— y*)^\d^ (g*— ^«)(/**— y«)"^\df^/ (g«— *'«)(itt«— y*)' 
og ved dernæst at sætte 

'«=v=^=» ^-.7=^=. ««.-7==^====. (140) 

erholdes (78) transformeret til 



sti 



Deue Ugung UiTer idøntisk iRilge (138) red at telte 

(dO\' 



svCf")-!-^ +Bi^« -f sir^«. 



Altoaa haTes Udlffe'(140) 






(141) 



I Tilføldet KsO, altsaa r(()>»Oy F(/«)»0, v(v)»0, erholdes nltraelliptiskeFanclioiier; men 
tillige er BevøgebeD retlinet og eensformig, hvilket leder lil Theoremer gjældende ifor denne 
Cleøte af F^ctioner. Undersdgelsen heraf, som ogsaa fdrer til interessante Sætninger af Geome- 
trien, maa paa dette Sted forbigaaes. Et andet Tilfælde, hvor ogsaa Loven for Bevegehen er 
forud bel^endt, er det hvor Punktet er underkastet Tiltrækning til det faste. Centrum proportional 
med Afstanden il, altsaa V=hR\ hvor 

A« = jT* + y« +s> c=^« +^^ 4- 4^* — 6* — e^ 

saa al de tre Funetioner maae fastsettes saaledes: 

25. I nogle specielle Tilfælde kunne Stdrrelserne q^ (å^ v ikke alle tre bruges^ men en 
Transformation vil være nddvendig, f. Ex. naar 6sse, hvilket gjdr ji* ubrugelig, efterdi man skulde 
have c>j[*>6. Man sætte 

fn, « Vh'^ sia^y + c« cos^f , (142) 

saa at ligningerne (1S5) give 



SIS 

«=|— K o'«iii"æ+c"co«'cp, y«» ^ ■ eoin, »■»- » i -Mnm, 

(143) 
og (138) giver, idet F(jli) forandres til en Fnnctipn sf 99, sQm betegnes ¥^(9)), 

^,^ (6<sin^qp + c»co»»g)— y*) /"(p) -f (p«— y«) y(y) + (p«— Å^ain^y — c*cos^y) g (y) . 

(pS — 6^8in*9 — c^co«*9) (p*— y*) (6*3in'f) + c^eo8*q> — p*') ' ^ ^ 

Tillige vil i (141) det sndet sf Integralerne trsnsformeres til 

_ r ( 2 y(y) — A—B (^•sln*y + c*eo8>y) — ^H (6»«n»y •!• c«co<»y)» 
J ^ \ 6*8in'9) + c*cos*9 

Antages nu h=^e, blive Udtrykkene. (143) redooerede til 

*=*y > y= — ^ j cosy, ««— i ^ sittf), (146) 

saa at tg^p =» — eller 9) er Heldningcn af PI. xff mod et Plan lagt igjeniien det vilkaariige Punkt 
(^9 y* O o? ^'■'^ ^®* Tillige blive (188) og den Sden (134) reducerede til 

^s%-sZITi"^' r«-érZvi = '' ^'''> 

tilh6rende Revolutions • Ellipsoiden og den hyperbolske Revolutions -Hyperboloide om op^nes Axe, 
som fremkommer ved Omdreining af de confocale Ellipser og Hyperbler. Istedetfor den elliptiske 
Hyperboloide (ji) baves Heridianplanet (jf). Udtrykket (144) reduceres til 

(6s-ys)/^(p) + (ps-y«) y(y)-h (p^-M) m(y) 

(ps_6t) (pa_y«) (*s_ys) ' >"'^ 

og ved at actte ^ + B6*-fSir6*« — ^ bliver S bestemt saaledes: 

/ii=6"s ^ 2/(e)-^+l>(e«-6«) + 2H(p*-M) 

= < / ^ . , ?(148) 

~ y/W' ^2^1^(9) + ^+y"^j£^ /2w(y)— y— 2?(6^— y«)— 2/f(6*-y4),f 

4ivorefter haves ifdige (80) og (83) 

å-^' rB-r^ i-r--r, (149) 

som fremstille de primitive Ligninger fbr Punktels* BevflBgelse, idet jfy B, H, fij y^ % ere de sex 
arbitrere Constanter. Den 1ste Ligning (149) indeholder ip^ q og y, den 2den indeholder q og y, 
den 3die giver I som Function af p og y, saa tt p og y blive Functioner af I uafhængige af 
W((p). Naar specielt y^(^)=.Oy kan man sette 



SIS 



F= 



(161) 



f (p) = (p» — **) ^ (e), » W = (*^ — ^•) a W, (160) 

hvorefter Udtrykket for Y erholder samme Form fom ved (124), 

_ V^(g)— g(y) 

Herander er indbefattet Tilfældet af Attraetioner til tre faste Punkter, heg^t Foci og Centrum, de 
to fdrste Attraetioner forholdende sig omvendt som Qvadraterne af Afstanden , med forskjellig In- 
tensitet, den sidste ligefirem som Afstanden. Sættes nemlig (som i Art. 21) 

^(p)=.^p+/p + *(p* — 6^p«), (y(y)==^y — /y + *(y* — 6«y«), (162) 
reduceres Udtrykket (161) til 

Q +y Q — V r r 

idet r, r, R ere Atiitandene til de tre Punkter. Naar At=0, vil for den frie Bevægelse, ligesom 
for Bevægelsen bunden til et Plan^ Problemet« Opldsning alene afhænge af elliptiske Fnnetioner, 
som sees af Udtrykket (148), idet fif) og ø(i^) bestemte ved (160) og (162) indsættes* 



Amahftisk Måckamilu 
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FEMTE CAPITEL. 



Elastiske Legemers Bevægelse. 

1. Naar et eltstisk Le^ne underkastet hvilkesomheUt accelererende Kræfter, saavelsom 
ydre Tryk eller Sptsndinger, virkende paa Grsndsefladerne eller Endepnnkteme , er bleven bragt 
ganske lidt ad af sin Ligersgtsstillingy vil Elasticiteten i ethvert Punkt virke til at fdre det tilbage 
til sin oprindelige Stilling* Herved opstaae visse meget smaa Svingninger af Legemet omkring 
Ligevsgtsstillingen, hvilke tilnærmelsesviis kunne bestemmes. Det simpleste Tilfælde er det af en 
meget tynd homogen Traad udspændt efter en ret Linie, hvilken Stilling den antages ganske lidt 
at være bragt til at afvige fra uden nogen mærkelig Bdining eller Torsion. Et hvilket^mhelst 
Punkt i Traaden, bestemt ved Coordinateme x^ y, s efter tre faste retvinklede Axer, være under- 
kastet accelererende Kræfter efter de samme Axer, AT, Y, Z, og Endepunkterne^ hvis Coordinater 
betegnes x^^ y|, z^ og x^^ ^^^ 2,9 ^^^ underkastede Udspændinger^ hvis Composanter efter de 
samme Axer betegnes F^, t^i« ^1 ^^^ ^^^ fårste, og Fj, Q^, /?, for det andet Endepunkt. 
Altsaa haves som Betingelsesligning for Ligevægten af de tabte Kræfter 

+ Pi Ati + Ci<^i + ^i*»i +iPa*p« +i?n^a +i?jdist ) 

ifdlge I, V, (50^9 idet q^=^% ubO, og med TilfOielse af de Led, som have Hensyn paa Ende- 
punkterne, og som ^'ene til at completere det forste af Integralerne. Indsættes 

id$^ — dåx+^dåy+'^då»n 
då d$ ^ då 

og integreres deelviis, saa at Leddene under Integraltegnet og de som ere befriede for Integraltegn, 
de sidst^ tagne særskilt for hvert enkelt Endepunkt, samles i tre Grupper, og bemærkes at 
åxy &jfj &i ere uafhængige af hinanden, saa erholdes: 

(,_^^)<.._.„g_,. (r-^<^..,p=,. (z_^')«^.,J-,, 

(S) 
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(3) 



Ligningerne (S) Ijene til, ?ed Integration, at bestemme Spendingen 7 8= — p i et hTiiketsomhelst 
Ponkt og til enhver Tid, og mase desuden give to Ligninger mellem x, y, 2, I, som tilb6re 
Traadens Figur til en bvilkensomhelst Tid. Er det fdrste Endepunkt fast, saa baves åx^^^O, djy^ aesO, 
()«j^«aO, hvorved den 1ste (3) er tilfredsstillet, men tillige ere x,, y^, s^ givne og afgive der- 
ved en Betingelse for de arbitrære Stdrrels^r i Ligningerne mellem x, y, s, I. Er det samme 
Punkt frit og ingen ydre Krcfter underkastet, maa man have pj=0; men er det bnndet til en 
given Linie eller Flade, maa man have 






d. e« Curvens Tangent til dette Endepunkt maa v«re normal til samme Linie eller Flade, saa at 
Ligningerne for denne, ii==0, e^sO, eller den enkelte Ligning if=0, mellem X|, y^^ s |,* hvoraf 
^ssO, iø^»Oy eller den enkelte ^1=^0, give i Forbindelse med Ligning (43 Betingelser for de 
arbitrere St6rrelser* Faa samme Haade forboldes med det andet EndepunkL 

2» Han antage begge Endepunkterne faste samt A'^sO, y=:0, Z^sO. Tillige antages 
d;'nes Axe bestemt ved den retlinede Ligevvgtsstilling mellem beggt Endepunkter, og det fdrste af 
disse v»re Begyndelsespunktet For et vilkaarligt Punkt m i Traaden være nnder Bevægelsen 
Coordinanterne x\ y, s, men i Ligevægtsstillingen x, yonO, 2 = 0* I Ligningerne (S) sættes 
altsaa x for x. Desuden haves 9ds=sedx^ som er constant og betegner Elementet af Masse, samt 
T= — p, x'tssx+v* Da «, y og s maae forblive meget smaa, er dse^dx s==dx + du, og naar 

P er Spændingen af m i Ligevægtsstillingen, maa man have T^Pf^-^- /^'^(l + yT") v«d 

du 
Bortkastelse af de hoiere Potentser af 7-. Ligningerne (2) ville altsaa erholde Formen 

dx 

d<« , d^u d«y , d^y d^z , d*» 

di* ^dx*' dt* dx*' dt^ dx« ^^^ 

du dy dx P PgX 

nemlig ved Bortkastelse af Potentser og Produkter af ---, -t"* T'^ ^8 ved at sætte — = ^ ^ ^= 0«* 

dx dx dx 9 k 

hvor g er Tyngden, k Traadens Vægt, X dens Længde i Ligevægtsstillingen, saa at ø« er positiv, 
saavelsoro /, idet T maae voxe tilligemed u. Den Iste C5) bestemmer den longitudinale Sving- 

40* 
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ningy som i de sædvanlige TilMde er uncrkelig, dei 2den og 3die beftemme de transyenale 
Svingninger, men det vil være tilstrækkeligt at s&ge y som Functiou af x og f, da derefter s 
maa erholdes paa samme Haade, eller ogsaa man har s -a O i Tilfældet af plane Svingninger. Ved 
Integration erholdes (D* II, III, 4} 

y«F(x — aO + Z-Cx + al), (e) 

hvor F og f ere arbitrære Fanctioner. Disse bestemmes ved den oprindelige Fignr af Traaden og 
BegyndelseshasUgheden i alle dens Punkter, givne for 1=0 ved 

y^ip(x\ J-^ = t/^(x), (7) 

saa at disse Fanctioner have givne Værdier for alle Værdierne af x mellem O og X^ og de ere 
begge O for x=0 og for a;=A, efterdi Endepunkterne ere faste; mei| tillige er formedelst de 
samme Endepunkter som faste y=:0 for rrssQ og xtsA^ idet I er hvilkensomhelst ^ altsaa ved i 

C6) at sætte ai^S 

Pi-0+f(0--0, F(A-£)+/a + = 0, (8) 

bror f er en hvilkensomhelst positiv Stdrrebe. Af (6) f6Iger for I<s0, fonneddst Betiacelsn (7), 

9i(x) = F(«) + r(<r), jV(*)'=—^(*) +/'(*). 
eller, ved at sætte — f^{x)dx*^ni(x\ 

«i'(£:>=9(D-»(a 2r(S)=9>Cf)+ar(f), (9) 

hvor Z fslder mellem O og A. Man kan antage m(0)=9 0, da den arbitrære Constant, som maatte 
tilfOies^ alligevel vil bæves i Udtrykket C^). Naar i den Sden (8) for C indsættes A-f C» o^ 
F('— ^ elimineres ifOlge den 1ste (83, erholdes 

/^(2A + f)-A(f). (10) 

Herved er fiQ bestemt fra ^«SA til f a>oo formedelst Værdierne fra ('ssO lil ^t^^X, men 
disse ere givne ifdlge den 2dea C^) for Intervallet fra O til A, dernæst ifOlge den 2den (8) for 
Intervallet fra A til 2A. Den 1ste (9) giver FiO fra O til A, den 1ste (8) giver F(S) fn 
O til — oo. Altsaa er Udtrykket (6) aldeles bestemt, idet heri blot indgaaer FiQ og /(£}» 
den første mellem ^= — oo og ^ss + A, den anden mellem ^=0 og ^e=oo. Dette vil ogsaa 
let kunne geometrisk construeres, naar ifdlge (9J F(J^ og /"(^ ere fremstillede ved to plane 
Garver i Intervallet bestemt ved Abscisserne f«=: O og ^^^X. Er Begynd elseshastigheden O i 
alle Punkter, saa haves miO'=^^ y «**»•» ^(O'^/'fD'^^iflPCf) » Intervallet fra O til A. I 
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2A 

alle Tilfølde ville de ligestore Tidsintervaller — bestaDdiffcn f5re Traaden tilbage til den opria- 

a 

delige Stilling, og overhoved vil t og I + — give de samme Værdier af y og af -=-, ligesom og- 

a dt 

di 
saa af 2 og -j- , eller Bevægelsen er oscillatorisk og tantochron , med Oscillationstid liig 
dt 

2A CTX 

— as 2 ^I — . Antallet af Svingninger i Enhed af Tiden (som bestemmer Strengens Tone) maa 
a HPg 

altså a forholde sig som Qvadratroden af Udspændingen, men omvendt som Længden. 

3. Functionerne ^(x") og fffOO bestemte for Intervallet fra O til X være udviklede i 
Rækker efter Sinusser af — , — -, — r-^, ••., nemlig (!>• O, I, C^)) 

A A A 

(P{x)^y2IJ 9(a)sin — »dajsin— , '^(x)'=y^(j ^f«)«*" -p •*»)"" -t"- (1 

Da nu den 2den (6) er tilfredsstillet Ted 

y Bzi(^ sin fia i + Beos fi at) sin {fix+r), 
hTor A^ Bj få, V ere arbitrære Constanter, altsaa ogsaa ved en hvilkensomhelst Sun af Led af 
dcnoe Form, saa hayea almindeligt son eenagjældeade med (fiy 

2 ^/ r^ / . . ina ^ \ . inx inat 2 «/ /*^ ^ v . ina , \ 1 . inm . inat 

(12) 

dy 
Dette Udtryk giver nemlig, for f=0, y==«)(x) og -^=t//(a;) bestemte ved C^lJ* o? ^^t giver, 

dt 

for enhver Værdie af /, jf==0 naar xbbO og naar a;=:A« Det vil ogsaa sees, at Udtrykkene 

for 9>(x) og 0(^}y som haves if6lge CH)* bestemme tilsvarende for F{J^ og /CP formedelst 

C9), hvorved Ligning (6) transformeres til (12). I specielle Tilfælde knnne Functionerne f) og ^ 

være laaledes beskafne, at man har 

y"^ • N . ina , ' t^ , ^ - ina . ^ /-«v 

a)(a)sin -— .aassO, / ^(a)sin ^r-.aa==0, (13) 

o A /o A 

for alle Værdier af s' undtagen for t &» m og, om man vil, visse Multipla af m. Udtrykket (12> 

for y og det tilsvarende for -^ ville da være saadattne, at de knn indeholde — r — » og efter Om- 
øl A 

2A 

stændighederne Multipla heraf, under Tegnene Sinus og Cosinus, saa at Oscillationstiden — deles 
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i m mindre ligestore OsciUationslider — , efterdi ethvert Tidsiiiteryal af denne StorreUe fdrer 



Traaden tilbage til samme Stilling og Bevægelse (eller Tonen bliver m Gange holere). Tillige 

dy 
er, for en hvilkensomhelst Yærdie af I, y = O og ~ -^ O, idet x har en af Værdierne 

1 2i 3A («— DA j 

saa at Traaden bestaaer af m lige Dele adskilte ved m — 1 øqvidistante Hvilepunkter, S^rngmng*^ 
knmder, som ikke bevæges, medens hver enkelt af disse Dele svinger som en enkelt Streng 
mellem faste Endepunkter. Betingelsen (13) for denne Slags Tilfælde bringer Udtrykkene CH) til 
en Form, som viser, at den oprindelige Figur blot maa lade de æqvidistante Punkter forblive paa 
deres Steder i Ligevægtsstillingen og tillige være uden Begyndelseshastighed. F. Ex. man kan have 

9 (x) = A sin -T— , V(*)=®> 

altsaa, ifdlge (S) eller (12), 

. . mnx mnai 
ys=Asin — T— »cos — - — . 

Traadens Figur bestaaer da til enhver Tid af m Troehoider (eller Cycloidens Ledsagere, 
s. (f. I, 1, (201)) med constant Grundlinie men foranderlig Heide, og den bliver retlinet til 

X 

enhver Tid, som er et idige Multiplum af • Dette er en speciel Oplosning af Problemet af 

^ M tf 

svingende Strenge, given a( Tayt&Tj fdrend den almindelige Opldsning blev funden af fAlemberi 

fremstillet ved (6), og den tt Lagrange fremstillet ved (12). *— Functionerne 9(2) og V'C^) 

kunne være discontinuerte, saa at de, enten begge eller en af dem, i forskjelUge Dele af intervallet 

fra x=0 til x=A fdlge forskjellige Love, men det er nddvendigt, at saavel disse Functioner 

selv, 9(^)9 ^Mi som deres DifferentialcoefBcienter fp(jB)^ V^' OO9 ikke nogetsteds i dette Interval 

pludseligen undergaaer en endelig Forandring i Værdie, efterdi Ligningen for y, som er af 2den Orden, 

d^y d*y 
forudsætter at --^ og t~ ikke blive uendelige i dette Interval. En lignende Indskrænkning maa 

ox* at* 

overhoved iagttages ved de arbitrære Functioner, som indkomme ved Integration af partielle 

Differentialligninger. 

4. Naar et Legeme underkastet Tyngden ophænges til et fast Punkt ved en elastisk Traad, 
vil det ved at bringes ganske lidt ud af Ligevægtsstillingen, idet Traaden bringes til at afvige fra 
den verticale Stilling, komme i Svingning som et Pendul, og til samme Tid vil Traaden komme i 
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Sviagpaioger formedelst dens ElMtieitei. Disse samtidige Bevegelser beregnes, efler PoissoH^ saale« 
des. Det ophængte Legeme betragtes som et enkelt Pnnkt^ hvis Hasse B=sm, altsaa dets Vegt 
Pmsmg^ Ophengningspunktet vøre Begyndelsespunktet for de retrinklede Axer x, y, 2, af hvilke 
den fdrste er vertieal i Retningen af Tyngden, men Coordinaten x antages at svare til et vilkaar- 
llgt Pnnkt af Traaden i dens Ligevægtsstilling , medens x' er samme Punkts Coordinat efter x nesr 
Aze under Bevegelsen* Man betragter Snorens egen Ysgt som umærkelig, saa at Ligningerne for 
Bevægelsen af iP ere ' 



d^x '^T dx 


d*y T dy 


d^z 


T d» 


dt^ ^ m ds' 


di*'' m ds' 


dt» 


m ds' 



hvor T er Spændingen i det nederste Punkt, hvor P er befæstet* Ved at anvende samme Beteg- 
nelser som i Art. 2 haves 



X^=sx+ U, 



T=mg(l+r^), 



du dv dft 
altsaa, ved Bortkasteisen af Potentser og Produkter af — -, -f-, -7-^ 

dx dx dx 

d^u dm d^y dy d*» d% 

Disse Ligninger gjælde blot for det nederste Punkt d* e. for x==X, men hermed combineres Ug'- 
uingeme (S) gjældende for enhver Yærdie af x mellem O og X. Man kan her begynde med at 
sdge ti, hvoraf de longitudinale Svingninger afhænge. Den 1ste (5), hvor man sætte a*]^=c^, 
giver ved Integration 

ti =F(a? — Cl) + /(oj + cl), 

men man har ti es O for x=0, altsaa F(~cO+/(cl)=-0, gjældende for enhver positiv Yærdie 

af c i, altsaa ogsaa for l + ~ indsat for I, laa at FQ — ^— c 1)4-/(01; + cl) »D. Fdlgelig haves 

c 

ti=F(a? — cl)— F(— ar — Cl). (16) 

Dette indsættes, for x=^X, i den 1ste CIO9 som derefter kan skrives 

d^F{X — e t) d*F(—X — ci) gyT dFjX^ct) dFj—X — et) !^^ 
dis di^ e I då tfl J * 

Sættes for Kortheds Skyld ^ = 4=' «*» «'«=■«» <fF(A— cl) ^ ^^^^^ ^^^ ^^^^^ ^ Bestem- 

c* €1* ol 

melse af i/f (s) 



£^)_«MK^A)_,,j^(,^^^ jj^, (»6) 

as as 

som er em Ligning med blandede DifferenUer. Han kan sætte 

7p(9)^ AC08flS + B siUféSy (17) 

hvor j4j B, f» ore constaiile. Altsaa er 

^ (O — ^ («+ Si) »2 [-^ain^ (# + il) — Beo«/* (t+ X)] «i»/iA, 
^CO + V^ (# + 8A)=2[^cos/*0+i!)+ J? »in/i C* + >l)] CM^wA, 

saa at Ligningen OQ ®r tilfredsstillet, Ted Udtrykket C17)^ idet A o% B ere arbitrære men /» 

bestemt ved Ligningen 

/4 sin /iA — n' cos /i A e= O. (18) 

Da Ligning (16} er lineær, vil det fuldstændige Integral blive 

fl) (s) =^ 2A cos/«« + ^jffsin /i «, 
hvorved igjen haves 

dF(A— c Q 
dt 

som ved Integration giver 



^ZAcwfiet-k- SBnn/ACt, (19) 



F(A — cl)=-i2r — sin/écl— i-2~cos/*ci (20) 

e /u, ' c fjk 

med Udelukkelse af den arbitrære Constant, da deu alligevel vilde hæves i Udtrykket (15)* 
Summerne 2 blive at udstrække til alle Rdddeme /* i Ligning (18), af hvilke A og B ere ar- 
bitrære Fanctioner. Disse Rddder, som kun lade sig bestemme approzimativt , kunne ikke være 
imaginære, efterdi det vilde give exponenlielle Led i ti, som saaledes ikke kunde forblive meget 
lille, men vilde tilligeined I voze i det uendelige, hvad der vilde være umulig. Det namme 
félger af Ligningens Form, nemlig 



som ved at sætte /*=so+/JV^— 1 vilde give 

(a+ /J \/=l) "°«^ eo8(ffXy/^) + cosaX 8m(fiX\/^) _ ^^ 

oosaX cos (/i ;t\/^) — sinaA sin (fiX \/^) 
eller, ved Transformation af sin(/fA\/^) og cost/JAv/— 1)» 

(a +jgv^^) ""«^-(^^ + ^^)>^^ •*• co»aA>(e-/^-a<^) _ ^, 

cosaA . (e-^ + efi^) • \/~ 1 - sin aX.ie^fi^ — *»*) 
Multipliceres Brdken i Tæller og Nævner med 
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og fores derefter Nævneren over til hoire Side, saa vil hoire Side være reel positiv, medens ven- 
stre Side kan skrives 

(a+^V/^)[2sin2aA— (e-^^— a«/»^)V/^] 

eller ved at samle det reelle og det imaginære hvert for sig 

2 a sin 2 a A 4. /? (er-«/Ji— «2^A) + [2 ^ sin 2 c A — a («--2/»^ — e«/»i)] \/.^, 

M sin2ceA «-"'^^— e*<^^ 

hvor Coefficienten for \ — 1 maa være O eller — = —2 , hvorefter det reelle^ som 

a 2/7 

bliver tilbage, kan skrives 

Denne Stdrrelse sknlde være positiv, men dette er umuligt, efterdi den fdrste Factor er positiv 
eller negativ tilligemed /?, men den anden Factor omvendt. Fdlgelig er /t reel, men tillige ville 
Værdierne være to og to ligestore og med modsatte Fortegn« Det vil tillige indsees, at dlle Sum- 
merne ^ kunne antages alene at skulle udstrækkes til alle de positive Rodder. Naar nu i Udtryk- 

A + iC 

ket C203 for I indsættes 1 + , erholdes begge Functioneme, hvorved u er bestemt ifdlge 

c 

(15), altsaa 

f» = 2* — sin/i X COS/* C^f +A) 2 — sin/*a?sin^Cc« + A), (21) 



hvoraf igjen erholdes 

dy 
dx 



2 .2 \ . 

== ^^cos^a?cos^(c< + A3' 2BcQSfjbx$\fifji,(ct'k'X)^ I 

*. ' ' i ^^^ 

-- s= 2 2A sin/i X sin^ (cl + A) — 2 2B sin/i x cosfi (cl + A). I 

Da det Element af Traaden, hvortil x svarer, er i LigevægtsstilKngen dxy under Bevægelsen 

du du du 

^x-h — dxj saa vil -— være Maalet for dets Udstrækning. Derimod vil --- være den verticale 
dx dx ol 

Hastighed af det samme Element. Det staaer altsaa kun tilbage at bestemme CoefXicienteme ^ og JS^ 

du du « 

Man antage, at --- og -p- ere givne for Begyndelsen af Bevægelsen eller for issO ved 

dx dt 

du du 

- = 9C*), 5-,= V(*), (83) . 
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hvor 9^C^) og fpis) ere vilkaarligeD bestemte for Intenrtllet fra xaO til x«=A, men tillige 
^(0)aaO» Yed at tmtte 1=0 i Udtrykkene Q^S) maa man fdlgelig have 

^(x) = 2Ccoafix, ^Cx)=i2D$\m/åXy (24) 

ved nemlig at sette 



8^ 2j9 

— — eo«/iA— — sinnA, l>«"2^sini*A — 21lco«/ftA, 
c c 



(25) 



hvorved igjen haves 

^» — 1 (eCcos/* A — D sin/*A)9 B»— |(c Csin/*A <f D eos/» A> (26) 
Ere jU og /4^' to forskjellige positive R6dder i Ligning (IV), saa haves 

y^* t , unuuXco»uÅ-- iieoiiiXmuX 
eo8uaeo9uaéa=^^ — «- v-r — ' u ^— =^^ 
o A** — /** 

derimod for fé^^få 

y'^ . . 2/«A •^ sin 2 iiA 
o 4/* 

Altsaa er ifdlge den 1ste (24) / q>(a)coBfM* dw^ C^ — j ^ , hvoraf igjen ftndcs 



4/i 



4få/ 9(a)co3/M^da 



(«7) 



2^A + sin2^A 

Den 2den (24) giver il/ Qxy^^^SD ficos/axj saa atD^ erholdes paa samme Xaade som C, eller 
man har 



H» 



4/* il/(a)cosfM.da 



2/iA+sin2^A 
Udtrykket C^l) for » vil derefter,' formedelst (26), knnne fremstilles saaledes : 

II = j?— sin/MT cos/icl + j? r* »>/<« sin^l. 



(88) 



(») 



hvor man endnn knn har at indsmtte Udtrykkene (27) og (28) for C og D. For y og 2 erhol- 
des if6lge (5) og (14) lignende Udtryk som for ti ved blot at smtte /bbI eller forandre c til 0; 

ifff 
men tillige bemcrkes, at istedetfor — given ved den 1ste (28) vil det være y, og llgesaa z, 

dx ^ 

som ere givne , saa at man ved at gaae nd Ara ligningerne (7) for y , eller tilsvarende for s, 
maa i (27) forandre ffQa) til q>'Ca). — Naar Forholdet — aaA mellem fraadens og det op- 
hmngte Legems Vcgte er meget lille, saa vil Ligning (18) eller 
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give approximalivt som den mindste af de positive Rddder ^asiL., men de fdlgende ere — for 
t'asl, 2, 3,«,« Det Led i «, som er bestemt ved den mindste Bod, giver særskilt Oscillationer i 
en ^Tid ea — =291 I — 9 men de .andre Rddder give Oscillationer i den meget kortere Tid 

= —1 BS 2 1 -^ • Ligesaa med Hensyn til y og z ved Udeladelse af Factoren v* Det andet 

System af Oscillationer med Hensyn til ti, y, «, de som afhenge af A, bestemmer Tonen, der vil 
vsre en anden for Longitndinalsvingningerne (u) end for Transversalsvingningerne (y, 2). 

5. De almindelige Ligninger for Ligevægten af et fast elastisk Legeme, hvoraf igjen de 
for Bevægelsen udledes ifdlge d'AIemberts Princip, erholdes saaledes (f6rst fjremstillede ved iVaetør 
og aafhængigen af ham ved åJmé og Ckipejfron), Man kan betragte Legemet som en Samling af 
materielle Punkter, der ikke ere i nmiddeibar Berdring med hinanden, og som indvirke paa hin« 
anden gjensidigen ved Kræfter^ som efter Omstændighederne kunne bestaae enten i Tiltrækning eller 
i Frastddning. Naar Legemet forbliver i en uforandret Tilstand, maae alle disse moleculære Kræf^ 
ter antages at være i Ligevægt med ée Tryk eller Udspændinger, som virke paa Overfladen, og 
som derfra forplantes gjennem hele Hassen, saavelsom ogsaa med de ydre accelererende Kræfter, 
der kunne være applicerede paa alle enkelte Dele af Hassen. Yed en Forandring i de ydre Tryk 
eller Udspændinger kunne derefter de materielle Punkter bringes til at nærme sig til eller Qemes 
fra hinanden, hvorved der opstaaer en ny Tilstand af Ligevægt^ idet hvilkesomhel^t to Punkter 
komme til at tiltrække hinanden ved en Kraft, der er en Function af den oprindelige Afstand ^ og 
af Fjernelsen d. e. Afstandens Por6gelse //£;, men da denne sidste Stdrrelse er at ansee som me- 
get lille, saa at dens hdiere Potentser kunne bortkastes, vil Kraften blot være at fremstille ved 
FCS)*^9' Functionen FCD m>i^ være meget stærkt aftagende for ^ som voxende, og maa være 
at ansee som forsvindende for enhver kjendelig Værdie af f« Idet FCØ er positiv, vil Kraften 
være positiv eller negativ tilligemed /^f, det forste betegnende en filtrækning, det andet en Fra- 
stddning. For den oprindelige Ligevægtstilstand være i det retvinklede System Coordinateme til 
et vilkaarligt Punkt M af Legemet betegnede oi;, y, 2, og de til et nærliggende Punkt Å^ være 
x\ y , z. Ved den Forandring, som Legemet derefter antages at undergaae, blive JU ogåt ganske 
lidt forflyttede, til m og m', idet jp, y, z faae Tilvæxter ti, o, w, som ere Fnnctioner af Xy y, 2, 
og paa lige Maade x\ y\ % faae Tilvæxter u', f>\ ¥>\ Projectioneme paa Axerne af den oprin- 

41* 



824 

delige Afstand 113^*=^ ere x — ji, f—1f> »—*> Projeetionerae af mm=sl^ + JS ere 
s' — x + u — «, y — f + » — •', s' — s + »' — », saa at man har 

5+JS=' V^C^'-* +«—«)•+ (y'-y + •'— «)•+ (s'—» + •' — «.)» , 



altsaa, yed Bortkattelie af Potentserne af «' — «, •' — e, »' — », 

^f = C« -•) ^ + (•' - •) ''■^+ C»'- «>) *^.. (30) 

Linierne MJlf og mm kunne ansees som parallele; thi naar Vinklerne, som M3f danner med 
Axerne, betegnes a, fi, y, de, som mm' danner, betegnes k, fh V, aa& haves 



r 



coia=> — z — y cospssi '' , cosyi 



_, _^ — _, 

x' — æ-\ru — u X — X ti — tf 

idet tf' — « er forsvindende imod x -^x^ ligesom J^ imod ^y altsaa Xesa, og paa lige Haade 
^sss^, ^a;^, folgelig MM'^mm. Det samme er udtrykt i Formlen (SO), som kan skrives 

1 = cosA cosa + cos/i cos^ + cosv cosj^. 
Man sette 

X — ap = A, y — y«=»*, z — »«/, 
altsaa Ifdige Taylors Række 

, du , du , du , 

^ ax ay a% . 

og lignende haves for 9 — o og w — u>. Den accelererende Kraft, som m er underkastet heni- 

k 
mod m', giver som Composant efler x'nes Axe Fi0^i*-z ^ ®* 

[c«'- w) |- + («'- «) |- + («'- «) |] F(0 p 

idet Summen m-^m er indeholdt i FCO^ og lignende Udtryk haves for Composanteme efter de 

h k I 

andre Azer ved blot at forandre den sidste Factor -r- til -r- og -?• Antages et Punkt M. i Af- 

f f f 

standen C paa den anden Side af M i Forlængeisen af Linien Jf j/, saa vil herfra hidrdre en 

accelererende Kraft virkende paa in, og Composanten heraf efter x^nes Axe vil være 
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Og da ti^ — «, Vi*"'^) tPj— tp havef ved at foniidre h, ft, / til — A, — Jr, •—I i Udtrykkene 
for «'— f», •' — «, ip' — ip, saa erholde« 

K— A« — å« —I* g ^" fc/ d^« - . d*ii j, A ^ 
do?^ * d5f^ dx' dyds dxdz dxdy / ^ 

(—h2 ^*« ^11 ^£!Lkl 2-^*/ d«p \ fc 
\dx^ dy^ djs^ dydz drds dxdy / Q 

Detle Udtryk maltipHceres med SammeD af alle de materielle Punkter, som udgjOre det'Blement af 
Massen, hvortil if' hdrer^ nemlig, ved Polarcoordinater, 

C^fAnedtddåm, 

og man sætter A=3^cosØ, A=£;sinØcosa), /s=^sinØsinc9. Derefter integreres fra cdssO til 
o>==27V> fra 0=sO til O^^^^n^ og fra ^»»0 til ^s=oo, efterdi FCO ^ forsyindende for en- 
hver iagttagelig Værdie af ^. Bette giver den hele Composant efter x'nes Axe , og paa samme 

Maade bestemmes Composanteme efter de andre Axer^ idel^ den sidste Factor --• er forandret til 

k i 

— , — • Til enhver af disse Coroposanter fdies den accelererende Krafts Composant efter samme 

Axe^ JT, y, 2, hvorefter haves som Betingelse for Ligevegten enhver af de tre Summer liig Nol, 
altsaa 



• /du d© dw\ 
d«ii d«ti d^u ^ K^^d^'^dl/ X 



/du do dw\ I 



d«c d*f> d«« ^, 

dx* dy* d«* dy « * 



(dti do dio\ 
— h— + — I 
da? dy d«/ 



d*» dH? d*«) ^ Vdff'dy'd«/ 2 

7-^ + r-i+n+2 -2 +— «0, 

dx^ dy* dz^ d» e 

idet man for Kortheds Skyld har sat 

« = 4^/''s*nDC (32) 

16 *^ o 

som er en Constant, der for den samme homogene Masse er den samme i alle Punkter, men vil 
være forskjellig i Masser af forskjellig Nator* 



6. Den Udvidilse i Volnmen, som Legtnet uidergater i ei hvilketsonliebi Pnnkt Jf, idel 
CoopdiMterne x^ y^ » Tariere ved TilTextenie «, o, w, findes sealedes. Et nerliggeide Punkt 
åf være bestemt ved Coordinaterne x+kj y , %^ saa at Linien MIU( er parallel med x'aei Axe. 
Ved disse Punkters Forfiyttelse fil m og m\ hvis Coordinater ere ap+v, y+«9 2+1P9 for m, og 

åm dv dut 

djF ox ax 

for m', erholdes Linien mm', der kan betragtes som parallel med åfJt^y saa at denne Linie er ud- 
videt fra h til kil i- -^J* Ligesaa, naar åf' er et andet nærliggende Pnnkt bestemt ved Coor- 
dinaterne Xy y + k, %, saa vil Linien Må/' forblive parallel med y*nes Axe men udvides fra k til 

ikf I-f — -K Ligeledes være If"' bestemt ved Xy y, z+i, saa at MM^"=ly forblivende parallel 
\ dx/ 

med x^nes Axe, udvidestil '( 1 + j")* ^^^ uendelig lille retvinklede Parallelepipednm hki^ hvis 
Kanter ere parallele med de ooordinerte Axer, bliver fdlgelig udvidet til 



»•(-D(-S)(-S 



(du df> diD\ du dit diD 

1 + ^r + T + T~ I9 ^^d Bortkastelse af Produkterne af --, -p, -~ som forsvin- 
dx dy dx/ dx dy dz 

dende i Sammenligning med deres Sum« Legemets cubiske Udvidelse U^ elier Forholdet mellem 

Tilvæxten af Volumen og det oprindelige Volumen , er fdlgelig for et hvilketsomhelst Punkt My 

eller som Function af x, y, 2, bestemt ved 

IT— — f? ^^ r<ia^ 

dx dy dz 

De Dele af Legemet , i hvilke U er positiv, ere udvidede; men de, i hvilke U er negativ^ ere 
sammentrykkede, og de, sOm give lf:»0, ere forblevne uforandrede i Volumen. Formedelst Ud- 
trykket (33> kunne Ligningerne C31) fremstilles saaledes : 

^dU vS Æ?/ \dx dz) 'X 

3 — + ——2 ^ ^ + — =r o, 

dx dy dz 9 



./du de\ ^/^^ ^\ [ 

*V;ty~db/ '^\éi~di) Y ) (34) 



3- i- + — :— il + -=0, 

dy dx d» e 

I 

,/diD du\ -/^* ^\ 

dU \7^~TzJ \di~dZ) Z 

3t-+ -^--j 3 L-+-«o. 

az ax dy s 
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Ved «t diffarentiere den f&nte af disse med Hensyo Ul «, den andeii med Hedsyii til y^ den tre- 
die med Heasyii til %, og derefter addere dem, erholdes: 

1 ^dX 



d^U d^U ^U 
dx^^T^^d 



r* S)-«. 

dy dM 



(35) 



som tjener til direole at bestemme I/, naar Krmfteme X, Y, Z ere bd^endte. Ligningerne (31) 
kunne derefter fremstilles onder en lignende Form, nemlig ifOlge CS3): 



ififf d^u d»n dV X 
lix* dy^ å%^ dx 9 



dU d«e if*e ^dU Y 
ite* ay» dz* dy e 



O, 



(S6) 



^ ^ d^w dU £_ 
ddp* dy* dz^ da e ' 



tjenende til at bestemme ti, e, w, efterat fdrst U er fanden red Integration af Ligning (36}. 

7* For at bestemme de indvendige Tryk i Legemet antage man gjennem M et Flan lagt 
paraUelt med PI. y«^ og paa samme opreist en uendelig tynd Cylindw, parallel med og i modsat 
Retmng af x^nes Axe, med den uendelig lille Grundflade c», beliggende i det omtalte Plan og inde- 
holdende Punktet åf. Punktet Jll' beliggende paa den positive Side af Flanet forflyttes til m'f 
idet M forbyttes til m, hvorefter m virker paa m eller Retningen mm eller åfJt^ ved en Kraft, 
som formedelst de forhen brugte Betegnelser vil være fremstillet ved 

eller, formedelst Udtrykkene for tf'—-«, e — e, w — w, 

Kdm ^ du , du\ h /de ^ de ^ d» \ k /dw ^ dm , Ap A / 1 „.^ 

Coordinateme til M ere x, y, s, de til If" ere x + hy y-k-k, » + l Hvis nu p er af samme Orden 
som hy ft. I, saa vil et Punkt M^ af Cylindren, bestemt ved Coordinateme x — p, y, », paavirii^es 
af et Punkt Jif'i, hvis Coordinater ere x + h—p, yi-k^ s + 1, ved en Kraft efter Retningen 
JT^lf'i som er liig og parallel med den foregaaende Kraft, efter Retningen ifJU'. Multipliceres det 
ovenstaaende Udtryk for denne Kraft med Gylindrens Element udp og med Elementet, hvortil Jt^ 

h5rer, P »ind dtdd dm* derefter enten med -r- eller -r- eller -x-« saa erholdes ved Integra-^ 

S S C 

tioB med Hensyn til p fra p«« o til p«fcos(9, demøst med Hensyn til (, 0> » som forhen. 
Udtrykkene for Composanteme Po, Qa, Ra af det hele Tryk, som Cylindren er underkastet fra 
den Deel af Legemet, som ligger paa den anden Side af Flanet af Grundfladen «. For de til- 
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iivareiide Cylindre, stillede parallele med y^nes eller z'nes Axe, erholde« paa iigaende Haade de 

I 
analoge jP|, Q^^ R^y samt P,, Q^^ R^^ Disse ni StOrrelser lade ng fremstille saaledes, idet e 

er den samme som forhen, bestemt ved (32): 

(du dv dtD\ _ /du dt\ „ /du diD\ 

/du d9\ ^ /éu ^d9 dw\ „ /ito dii»\ I , ^ 

„ /dw ifip\ ^ /de dip\ „ /du dv ^dw\ 

Heraf kunne igjen Ligningerne (SV) ndledes, idet man s6ger Betingelserne for Ligevægten af et 
hvilketsomhelflt Element af Hassen betragtet som et retvinklet Parallelepipedum hkl^ hvis Kanter 
A, k, I ere parallele med Azerne, og hvis fdrste Hjdrne M er bestemt ved Coordinaterne x^ y, z. 
Sidefladen k I, hvortil M horer, er underkastet et Tryk hidrdrende fra den Deel af Legemet, som 
ligger paa den negaliYe Side af sammes Plan, og Gomposanteme hertil efter Axeme ere — Pkl, 
•^Qklj — RkL Den modstaaende Sideflade er trykket formedelst den Deel, som ligger paa den 
positive Side af samme, og Composanteme til dette Tryk ere 

(-£')H («*gOH («*£')" 

Paa samme Maade bestemmes Trykkene paa de andre Sideflader, hvorefter erholdes Bettngeiserue 
for Ligevægten af Parallelepipedet hk I som underkastet alle disse Tryk samt Composanteme af de 
ydre Kræfter hklX, hklY, hklZ, nemlig 

^ dPi dP, ^^ 

dx dy dz 

dQ dQ^ <*?• V « V 

dR dRj^ dR^ 7 — 
dx dy d% 

som, naar Udtrykkene C37) indsættes, blive identiske med (SV). 

8. De ni Sldrrelser bestemte ved (37) kunne henfdres deels til de tre Normaltryk 

deels til tre Tangentialtryk 

ri=«i = P«. Tt=R^P^, T, = Q:=Pi. (40) 

Retningenie af alle disse ere bestemte ved Axerne x, y, s. Omdre[ies Axerae red at sctte 



og de tilsvarende for o;', y', z ved o;, y, 2, ligeledes for u\ o', ir' ved «, o, ip C^. II, I, 6), 
sea erkoldes de til de nyeAxer svarende Nonnaltryk iV'|, V^, N'^ og Tangentialtryk T'i, T'f) ^s 
idet man bar ligesom for de forste Axer 

, / åu dft dw\ , /åd _ år! åix!\ , /du dv _ dw'\ 

^ /de drø\ » /dw' dio'\ ^ /du de'\ 

'^»'=Kd?^d7)' '^^^•fe^^)' '^»=*W-^d7> 

du du , dv „ du> du du dv 

Tillige er --7 =11-^ + « -rr + a :r7> 0^ P«a lignende Maade udtrykkes -~,, —.„ -—^ o. s. v., 
dx dx dx dx ^ * , dy dz dx 

du du du , du #r do dir dti 

desuden haves --, = --cr + ---a+— fl og de analoge for -t-t^ -t-7> r-7 o. s. v. Altsaa kunne 

dx dx dy 4* dx dx dy , 

^19 ^29 -^89 ^19 ^'s' ^8' a<ltrykkes ved Differentialcoerøclenteme af «, o, 10 tagne med Hen- 
syn til Xy y, 2, hvoraf fdlgende Relationer udkomme: 

^',=6«Jv, + 6'a^J + 6"aiV3+26X^^ +26y'ra+266'r„ \ (4i) 

y 3 = c«iVi + c^N^ + c" »AT, + 2 cV'Tj + 2c c"T, + 2 c c'r, ; J 
f^ = 6ciVi+ 6'cX ■»• ^"c"^8 + (^'c"+ 6V) Ti + (6 c"+ 6"c) r, + (6 c+b'c) r„ j 
r'a «= flciV,+ a c iV, + a"c '^, + (dc'+ ae) Ty + (a c"+ a"c) T, + (a c +ii'c) Tj, \ (42) 

Tillige findes ifdlge (ZZ) 

du dv du> du dv dm „ , ^ 

do; oy d% dx dy dz 

m 

elier den cubiske Udvidelse i et hvilketsomhelst Punkt er liig Summen af de lineære Udvidelser i 
samme Punkt bestemte for hvilkesomhelst tre paa hinanden perpendiculære Retninger, og ifdlge 
(41) haves 

iV'i+ya+y, = iVi + iV4 + iV,=6«r/, (44) 

eller Summen af Normaltrykkene i hvilkesomhelst tre paa hinanden perpendiculære Retninger er 
proportional med den cubiske Udvidelse. 

9. Naar Trykkene iV, , 7*3 9 T^ sammensæltet til et Tryk p^ , som har en shraa Stilling 
mod Flade-Elementet, hvorpaa det virker, d. e. mod PI, ys, og sammensættes ligesaa 73, N^^ T^ 
til pg, samt fj, 7j, N^ til p,, saa haves 
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p^ ^Nf + Ti + Jj«, vi = Ti +Ni + Ti, pi:==^ Ti + Ti + Ni, (45) 

og naar Vinklerne mod Axerne betegnes for P| ved a|, /?j, ;^|, de for p, ogp, ved Oj« /?s' 72 
samt Og, /?,, y^y saa er 



iVi=PiCosaj, 
Ts =P«cosaa, 



rg=p,cos/Si, 
^• = P«cos/J,, 
Ti^PsCOs/Sj, 



7«=PiC0syi, 
Ti =»PaC0sy3, 
^8 =P»cosy,» 



(46) 



Heraf fdlger 



f f » 



^1^8 + ^,78 + ^1 ^t^PiPa cos (pj.pj), 

^l ^a + ^1 ^8 +^8^« =PlP8 cos (Pi .p,), \ (47) 

^«^8+^2^1+^8^1=^2P8 C0S{P«-P8)- 

1 Systemet xyz være 9,, ^^^ ^8 ^® ■''cd P|, Pj^ p, analoge Tryk, altsaa ifdige (41) og (42) 

samt (46) 

f icoa (^1 .ar) = a y i + 6 r'j + c 1^4 = o i\\ + flT, + fl'Tj =Pi cos (p j .x'), j 
9iCOs(9| .y) = ii'A'| + ^Yj + c ^j — « ^8 + «^2 +fl'y, =p, cos (p^.a;'), V (48) 
y icos (ji .*) = a"y 1 + 6" 2^8 + c'Y, = a r^ + afj + a'N^ «= p, eos(p, . a?'). ) 

Ligesaa findes 

gaCOs(g^.x) = PiCps(Pi.y ), g2COs(q^.y) = p^cos(p^.y), q2C03(q^.z)^p^cos(p^.y% 1 

^,COs(9g.x)=:piCOs(p4*«'), 9^8^08(^8. y) = PaCOs(p,. 2'), ^8C0s(^8 •»)='P8COs(P8 • -')' J 

Altsaa haves 

gi*=Pi*COS»(p, .x') + Pt^C0S«(Pa.a?') + P8*C0S*(p8.iF'), \ 

gi = Pi*cos«(Pi .y) + picos^(P2 .y) + P8*co8«(p8 .y ), \ (50) 

qi=PiC08^(Pl.s) +Pi*C0S«(p8 .»') + P8*COS«(p8.»), J 

hvoraf fdlger 

qi + f 3* + ^8* « Pi* + P2* + Pa*- (61) 

Formlerne (48) vise^ at naar man gjennem et hvilketsombelst Pankt af ét fast homogent Legeme 
legger to forskjellige Flade -Elementer, saa ville Trykkene mod disse ^ som almindeligen have 
hver især en skraa Retning, give ligestore Composanter, enhver oplost efter Normalen til det an- 
det af Elementerne. Tillige sees, hvorledes de skraae Tryk pj, p^, p, mod tre retvinklede Flade- 
Elementer lagte gjennem et vilkaarligt Punkt if, bestemme Trykket q^ mod et hvilketsombelst fjerde 
Element lagt gjeonen samme Punkt, idel Compoianierne af de tre Tryk efter Normalen til dette fjerde 
Element afsatte paa Normalerne til de tre f&rste Elementer danne de tre retvinklede Composan- 
ter til q^. 



<, 
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10. Betegnes ved £9 9, f Composanterne af q^ efter Axerne 2?, y, «, saa hares ifdige 
C4B} ved Eiimination o, a, a* udtrykte ved £, 47, ^: 

«==yi£+«^a^?+Tjf, o'=»T8i + ^jt? + *i& a"=«^«l + Tiiy + y,fc (52) 

idet v^j p^j 1/3, T|, Vj, Vø ere bestemte ved 

^1 ^« ^8 '^1 ^4 ^8 

Man har o' + a^ + a • = 1, altsaa 

+ 2(T8Ta+ya^i+TiJ/0^i;f+2CyiT,+ T3Ti+T2i'a)f?+2(j/iT3+T8ra + TaTi)|i7 / 

Deone Ligning tilh6rer en Ellipsoide om det betragtede Pankt M som Centram. Denne Flade er 
dannet af Endepunkterne af alle de Linier dragne ud fra M, som fremstille Trykkene i alle Ret- 
ninger om M, Den stdrste og mindste Halvaxe i Ellipsoiden fremstille Maximnm og Minimum af 
Tryk/ Antages Axerne Xj y, » parallele med de tre Halvaxer, saa haves 

TjTji +yjTi+Tiyj — O, ^iTt + TøTi +^^^» = 0, ^iTg+Tjy^ + T^Ti =0, (66) 

og Ellipsens Ligning vil da reduceres til 

I* 77* P 

idet man sætter 

C/rf/i)«+(^T,)*+(^T,)*=l, (BT,)*+CBa/,)«+(i?Ti)*=l» CCt2)^+(Ct,)*+(C|/3)«=1. (57) 

De ved Halvaxeme A^ JS^ C bestemte Tryk^ Hovedtrykkene eller de principale Tryk for Punktet if, 
uddves imod Planer^ hvis Normaler danne Vinkler mod de samme Halvaxer, hvis Cosinusser være 
betegnede for det fdrste Plan ved h^ hy h'\ for det andet k^ k\ k'\ for det tredie I, f, t\ 
Udtrykkene C52) fremstille h^ h^ h y idet man sætter |»=>^, i/==0^ C==0, og paa lignende 
Naade erholdes de andre, nemlig 

h=»AV-^y h'cssAv^; A"ea:^Tj, j 

*=.J?^3, k'=Bv2, k"=BTi, \ (S8) 

/==Cr2, f^Cr^y t'^Cv^, ) 

Ligningerne C56) give altsaa 

k I + *7+ *' Y'= O, A I + aY+ *'Y'« o, a ft + Va'+ a"*"= o, 

eller de tre Flade-Elementer, hvorpaa Hovedtrykkene virke, ere perpendiculære paa hinanden. An- 
tages nu disse Elementer parallele med Planerne y%, x%, xy^ saa da de tilsvarende Tryk A, By C 
ere perpeidiculære paa hinanden, haves iflVlge (47} 

42* 



^ B j4 B A B ' A C A C A C ' B C B C B C ' ^ ' 
og tillige er ifAlge (46), idet p,, p„ p, forandres til A, B, C, 

©^e)H5)*-. (5)^©H5)'='. ©^G)'^©'-- 

(60) 
Af de (ex Ligniuger Qdff) og (60} r6lger (G. II, I, 6) 

(61) 
Af C60) og (61) fdlger, ved EHmin|ition af iV^, iVj, iV,, 

men de tre CoerQcieoter -^ — -^i, -jr — -—, --r -. , hvU Som er O, koone ikke 

C^ B* A^ C B^ yi^ 

have alle det samme Fortegn, saa at man nddvendigen maa have r^BaO, T^esO, 7, = O, 

hvoraf fdlger JV^as^, jV^=B, iVg=sC med Abstraction fra Fortegnet, altsaa ifolge (48) eller 

(52) a=s-^, a = ^, a'ss-^. Disse Resnltater konne udsiges saaledes (Lames og Clapeyrons 
jd B C 

Theorem): Et fast Legeme, oprindellgen homogent og underkastet hvilkesomhelst ydre Kræfter, har 
den Egenskab, at der gjennem hvert af dets Punkler M kan lægges tre Planer perpendiculære paa 
hinanden, som paavirkes af normale Tryk, og naar disse betragtes som de tre Halvaxer for en 
Ellipsoide om M som Centrum , vil enhver Halvdiameter i samme Ellipsoide fremstille det akraae 
Tryk imod et Flade-Element lagt igjennem M, saaledes stillet, at Normalen dertil danner Vinkler 
med ElHpsoidens Halvaxer, hvis Cosinusser ere lige med Halvdiamelrens Projeetioner paa de samme 
Halvaxer dividerede hver issr med den tilhdrende Halvaxc. — Antages, som forhen, Coordinatsy- 
stemet o; y s at have en vilkaarlig Stilling, erholdes for et hvilketsomhelst Punkt M de tre Hoved- 
tryk bestemte i St6rrelse og Retning, tilligemed den tilsvarende Ellipsoide bestemt i Figur og 
Stilling, idet man betjener sig af de almindelige Udtryk (41) og (42). Antages nemlig de sidste 
forsvindende, idet man sætter 

r'i-0, 2^,== o, r'.^o, (62) 

og combineres hermed de bekjendte sex Hovedrelationer mellem de ni Cosinusser a^ b, c, a, b\ c\ 
a", 6", c ' , saa blive disse derved bestemte , og ifolge (41) haves dernæst l/^ , i/^ ' ^z 9 *^^ 
ere Halvaxerne i Ellipsoiden. Ogsaa findes ved Elimination af de ni Cosinusser en cubisk Ligning 
med tre reelle R6dder, som ere i/j, i/j, i/g, (jvf. Q. II, I, Art. 17 og 18, hvor Udtrykkene 
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(100) Og ClOl)^ ledende til den cnbiske Ugmng C^O, ^ave ganske samme Form som her 
Udtrykkene (41) og t42)). Disse Halvaxer, som kanne være hver iser positiv elter negativ, give 
ifoJge det ovenstaaende Theorem eller ifdige (48) Trykket i enhver Retning om Af bestemt i Stdr- 
relse og Fortegn, hvorved maa iagttages, at dette Tryk i Virkelighed ki\n betragtes som Udspæn- 
ding, Traction, eller som en Sammentryknings eftersom det er positivt eller negativt 

11. Det elastiske Legems Vibrationer omkring Ligevægtsstillingen , som ville finde Sted, 
naar Betingelsesligningerne (31) for Ligevægten ikke ere opfyldte, maae være at bestemme 'if6lge 
d'^Ålemberts Princip, idet man i de anfdrte Ligninger istedetfor Xj 7, Z indsætter 

dl«' d<a' dt^' 

Composantcrne af den tabte Kraft efter Axeme. Herved haves de tre partielle Differentialligninger 

af 2den Orden for Bevægelsen, tjenende nemlig til at bestemme «, e, to hver især som Fnnction 

af Xj y^ z, t. De arbitrære Functioner, som ville indkomme ved Integrationerne, maae være at 

bestemme ved de oprindelige, til t=^0 svarende, Værdier af Fankternes Forflyttelser v, 9, to og af 

du dv dic _ 

Hastighederne ---, v-> 3-9 hver især bestemt som Fnnction af op, ^, «; men tillige maa Legemet 

ol dt dt 

være underkastet givne ydre Tryk paa ethvert Element af Overfladen, hvis Composanter være be- 
tegnede A|, Yj, Zj,'altsaa ifdige 08), idet a=oosA, a = cos/A, d'^=eo8V, hvor A, fi, v ere 
Normalens Vinkler mod Axerne: 



[(|+2)'''*^^( 



COSJ/1, 



r/ dn dx> dv\ ^ /du dt\ /du diu>\ 

^dr dxo\ 
3 -- + — - i cosii + 
dy dz/ 

r/du dtD\ . /dv dw\ /du dv dio\ 1 



du 
dx 



(^+5^)"*""']'/ («3) 



Er Legemet ikke paavirket af accelererende Kræfter, altsaa X=0^ y=0, 2<=aO, erholdes som 
de tre Grundligninger for Legemets Vibrationer, der alene skyldes Elasticiteten: 

d^u 

dt^' 

d^v 
di^' 



e 



/ dH 



dH d^v d^w d^u d^u 

dx^ dxdy dxdz dy^ dz^ 



dH ^ d«tt d*ir d«© d^v 

+2 +2 + + — 

dxdy dy dz dx* dz 



)■ 
i). 



(84) 



d'w 



=•( 



d*to 



d^u ^ d^v d«» d«u>\ 
3-T-^T2-7-r- + 2-r-^ + -T-^+ ^^ i. 



dl* " y' dz* dxdz dydz dx* dy*/ 
Ved at indfore Sldrrehen U bestemt ved (33), kunne disse Ligninger ogsaa fremstilles saaledes; 



SS4 



dH /d^v d*v d««\ ^ dU \ ,^^v 

dl« \jit« liyJ dsV dy f 

\dx* dy* d**/ ds / 






d^if d'o d<ic 
de samme, son haves iféln:« C36) ved for A, Y, Z al iodsctte — — j, — -—^ — — j. Diffe- 
rentieres deniæst C^5), den 1ste med Hensyn til jr, den 2deB med Hensyn til y, den 3die med 
Hensyn til s, og blive de derefter adderede^ erholdes ifdlge C^) 

d^V ^ /d^V d«lf ^IJ\ 

d*« \dx^ dy^ åA^/ ^ 

Sættes dernæst 

ffudt^=(p^ a««, +3e^, i> = f>, +3c?^, •p=»i+3ev^, (67) 
^^ ox- dy ds 

saa blive de tre Ligninger (66) transformerede til 



dl* 
og Ligning (33) transformeres til 



d<« V <ir* dy« "^ ds« /' 

dr« \ dx* dy« ds« /' 

d,trj^ /d«f^ d^Pj d^\ 

\ dar« dy* dz* V 



(68) 



dii- do. åwy ^ ,^^. 

ox dy ds • 



Ved at multiplicere begge Sider fif (66) med d/« og derefler integrere to Gange successive med 
Hensyn til f, vil det 9%t%^ at tp maa tilfredsstille en Ligning af samjne Form som (66). Det 
fuldstændige Integral af denne Ligning er (I>. II, V, (231)) 

J J fC^ + o^^^>*^9 y + atsiuasinfiy z-^atsinacosfi) t iina dfitd/i 

dtJ J ^^^'^^^^^^^t y + aisina sin/}, 2 + a<8ino cos/?) isina da d/f, 

idet a =s i/ 3 «, og hvor f og F betegne ariiitrærf FnDCtioner bestemte ved 9) » F (x , y , «) og 

do) 

^=/'(^» y^ O for <=0» Ligesaa integreres Ligningerne (68), idet for a indsættes )/€, men 
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tillige skal Ligning (60) Tære opfyldt, hvorfor man i ^i istedetfor åt to arbitrære Functioner f 

og F kan tage -fi, — J-, i »1 ligesaa —i, --2, 1 »^ derimod — —i — -!», — _i * 

dx dx dx dx dy dz dy di 

Ved dernæst at indsætte i (67) de fundne Udtryk for f, u^ i?|, to^, biive Uj », v, ip bestemte. 

12. En elastisk Stang, som ved Boining er bragt od fra Ligevægtsfiguren , vil komme i 
transversale Svingninger, nden at den bebdver, saaledes som en elastisk Traad, at være udspændt 
efter Længden. Den være oprindellgén en ret Cylinder med circulær Grundflade, og et vilkaarligt 
Punkt m i Axen være bestemt ved Coordinaten Xj som regnes efter denne Axe« Efter Botningen 
være Coordinaterne til m betegnede «+£, ^, f. Et andet Punkt M v^re oprindeligen bestemt ved 
Coordinateme x, y, 2, som efter Boiningen blive til x+u, y-f«, a+io* Tillige være den oprin- 
delige Afstand mM^r^ og man sætte y^rcosd, z^==r sinØ, Han antage fdrst, at Forandringen 
af Ligevægtsfiguren skeer uden Boining af Axen, altsaa ^=0 og (^«»0 for alle Punkter i Axen x. 
Tilvæxteme af r og d være r^p og ^, altsaa 

9^y(p — z% ios=y^ + z9>, (71) 

ved Bortkastelse af hoiere Potentser af g> og 'tf/. Disse to ubekjendte saavelsom u ere almindeli- 
gen Functioner af x, r, 6, men forudsættes her at være uafhængige af 0, saa at. alle de Punkter 
som oprindeligen h6rte til den samme Cirkelperipheri, der har sit Centrum i Axen og hvis Plan er per^ 
pendicniært paa Axen, undergaae de samme Forflyttelser baade i Retning af denne Peripherie og 
i Retningerne parallel med og perpendiculær paa Axen. Altsaa haves ^ 

du du y du du ii 

dy dr r di dr r 

dg> dcp dtp dip 
og ligesaa udtrykkes ~^ -f-, -7^9 ~. Herved blive Trykkene QB7} redueerede, nemlig ifOlge 

dy dz dy dz 

Betegnelserne (39) og (40) : 

(du 3y*+a* dcp 2yz d%fr\ „ /du , y*+3»« dg> 2yz dtlA 

Antages Overfladen intet Tryk underkastet, altsaa X^bb(^ Y^ksQ^ ^^saO, saa blive Ligningerne 
(63), idet cosA=0, eos^=seosd, cosi/«isinØ, reducerede til 

Tj cosfl + Tj sinØ «=» O , N^ tosS + Tj sm$ === O , f , coi(? + If^ sin(?= O , (74) 
altsaa ifdlge (73) 



da I du ^ dm ^ ^ dq> ' I d^ ^ ,^-x 

dx r dr dx ^ dr r dr 

gjttldeode for r = p, Radiiu af Cylindreo. I LigniD^erne (36) kunne Y og Z eller Normalkræf- 
terne opldses hver især i en Kraft efter Forlængelsen af r og en Kraft perpendiculær paa r vir- 
kende til at fordge 6. Herved erholdes istedetfor Y og Z Co andre Kræfter viriiende i de an* 
givne Retninger og forsvindende tilligemed r. Disse Kræfter være betegnede rø og rV^ saa at 
man har 

y = y4i_slp, Z = yyy+»$. (76) 

Ligningerne (36) transformeres da til (ifdige (73) og (38)) 

X ^d^u d*« 1 du dcp ^ d*q> 

e dx' dr* r dr dx drdx 

*+^^+li!!?.+ i^ + 3^=.Q ) (77) 

€ dx* r drdx r dr dr' ' 

V d'fb S dtl; d^tfj ^ 
— + — -^ + - + — j- =■ O. 

e dx* r dr dr' 

Da r kan antages meget lille, ville Xj ø, Wj der ligesom «, q), rit blot afhænge af x og r, kunne 
udvikles efter stigende Potentser af r, og if61ge (77) maae «, 9), t^ tilstæde Udviklinger at 
samme Form^ men tillige stts^ at Isle Potents af r i disse Udviklinger maa mangle* Altsaa sæl tes 

Antages dernæst, f«r fes O, at man har X'ssH, 4^=p» V=^qy saa erholdes ifdige (77) 

H d'É dir p d*f da ^ g d'h . , ^ 

-+3-4+4a+4^«0, r.+ -i+ 4 ;j55 +24/^=0, l. + _+8*Uo. (79) 
e dx* dx e dx* dx s dx' 

Ifdige (76), ved Indsætning af Udtrykkene (78) og ved Udelukkelse af de Led, som forsvinde 

tilligemed ^, haves 

df di 

-^ + 2a = 0, -•+4^=0, A'=0, (80) 

dx dx 

saa at man har 

Ved Bortkastelse af r* i Udtrykkene for «, ip, ^ erholdes 

«=5, , ig. ^^-Lf/,d.», (82) 

som saaledes ere de samme for alle Pnnkter af det samme Snit perpendiculært paa Axen og va- 
riere kun ved Overgangen fn et Snit til et fdlgende. Tillige er ifdige den 1ste og 3die (79) 
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ved at seUe ^ o^ t^ for g og h^ samt a'-r=s^e, c^sss«. Er A den oprindelige Løngde af 

StangeOy g dens Radins^ og antages disse forandrede til A(l+^ og gO — fi), saa er ifOlge 

den Sden C82) /?« ^åj saa at Stangens oprindelige Volnmen ng^X forandres til ngH (1 — låy^Ql-k-t) 

.eller ng^XCl+l^f), eller Tetheden formindskes i Forholdet I -i- lå til 1. Dette, som er bekræf- 

du d£ dv dw di 

tel ved Forsdg, folger ogsaa af (33) og (71), idet — = -r> ^-=-7-«=cp= — It"* altsaa 

dx dx dy as w 

d£ ' 

C/sa^T"* ^® ^^® T>7^9 psraUele med Axerne oe;, y, z, som virke imod et hvilketsomhelst Snit 
dx 

dg> 
perpendiculert paa Axen, ere ifolge (73} og (75), ved Bortiiastelse af H , altsaa af r -^ : 

dr 

N, = ie^, T, = -«,J?, T.^^A (84) 

ax ax ax 

d*£ d^t(/ 

13. I Tilfældet af Bevægelse maae i (83) H og ^ forandres til H—^ og W —-^ 

w* dt^ 

d^ t d««r; 

eller blot til — — - og -— — r-9 naar ingen aeeelererende Kræfter ere tilstede, altsaa 

di* ^ di* 

dt* dx*' ^ dt* dx* y J 

af samme Form som Ligningerne (5)* Den 1ste (85) maa combineres med Betingelserne for 

Endepunkterne af Stangen , nemlig for en fri Ende maa man have iV^ = O d« e. ifdlge den 1ste 

di 
(84) 3^=0, men for en fast Ende £ = 0. Sættes Stangens Længde =A, og antages derefter 
dx 

Endepnukterne at svare til x^O og Xf=»Xy saa haves i Tilfældet af begge Ender som faste I«: o 

for xtssO og x = Xy hvorved £ bliver bestemt ved et Udtryk af Formen C^), idet Fonctlonerne F 

og f blive bestemte ved (fi), (9), (10), saa at Stangens Lougitudinal-Svingninger, ligesom de 

2X 

fundne Svingninger af en elastisk Streng, blive tautochrone med en Oscillationstid >=— « Lige- 

a 

di 
saa, naar begge Ender ere frie, altsaa -- ss O for a[;=3 O og for d? = A, hvorved lignende Betingelser 

dx 

erholdes for Functioneme F^ og f som i fdrste Tilfælde for F og f^ men herved blive ogsaa disse sidste 

periodiske ligesom i fdrste Tilfælde. Er derimod den ene Ende fast, den anden fri, saa haves f. Ex. 

di 
£e=0 for æssO, men --es O for x«^A. Altsaa erholdes istedetfor den Sden (8) 

dx 

Ånalyiish Mechanik, 43 
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hvoraf ved Hultiplicatioo med d£ og Integration 

—FCX-D+ra+O^C, (86) 

tjenende til at bestemme /* fra ^»^A til ^<»2A. Forandres £ tii A + ^ og eliminere« Fi — 
▼ed den Iste CB}, erholdes 

rCD+rC2A+D = <^, (87) 

tjenende til at bestemme f fra ^<=2A til £^=Sk og derefter fra 3A til 4A. Forandres i denne 
sidste ^ til 2 A + ^, erholdes ved Elimination af fQ2 A + O 

/(4A + D=-A(D, (88) 

4A 

som træder istedetfor (,10)^ Oscillationstiden bliver fdlgelig — eller den dobbelte af hvad den 

a 

er i de foregaaende Tilfælde (eller den tilsvarende Tone vil være en Octav lavere). De longitu> 

dinale Svingninger ere ledsagede af normale Svingninger med* samme Oscillationstid , ifolge den 

2den (82). Hvor de lorste Svingninger have deres Maximum, ere de sidste derimod forsvindende, 

dl 
idet -y^^O giver q>'=iO. — Resultanten af Trykkene T, og T^ bestemte ved (84} er perpendi- 

cnlær paa r og kan fremstilles ved Pss^r-—. Summen af Momenterne med Hensyn til Axen af 

dx 

alle Kræfter P i det samme plane Snit perpendiculært paa Axen er 

/ic=2yr/^i>r«dr = ln«p4^. (89) 

^0 dx 

Naar en Kraft er anbragt paa en af Enderne af Stangen i et Flan perpendiculært paa Axen, maa, 
for at Ligevægt kan flnde Sted, Momentet deraf være liigt og modsat Momentet ^» i samme Ende ; 
men er denne Ende indfalset, saa vil Torsionen være forhindret, hvorved den nævnte Betingelse 
bortfalder og erstattes ved ^»0« Er f. Ex. den ene Ende indfalset , den anden paavirket af en 
Kraft virkende til Torsion om Axen med et Moment ===:£, saa haves Betingelserne 

^=0, i7F«p*^=:^, (90) 

den forste for x=^0, den anden for x^=X» Ved i den 2den (83) at sætte ^e=0 erholdes, ved 
Integration t^/^Cx+C', og ved at bestemme C og (f ifolge Betingelserne (90} 

2 Ex 

(91) 



Torsionsvinklen er altsaa i hvert Funkt proportional med Afstanden til den faste Ende, og i den 
anden Ende er* den proportional med Momentet af den Kraft, som frembringer Torsionen og med 
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Staugens Længde, men omvendt som fjerde Potents af dens Radius (hvilket ogsaa er bekræftet ved 

Forsog). Er Ligevægten ikke tilstede, ville Torsions-Svingningerne være bestemte ifdlge den 2den 

4X 
(853. Oscillationstiden af disse er — , naar den ene Ende er indfalset, den anden fri, saa at Forholdet 

c 

ék a 
heraf tii Oscillationstiden for Longitadinal^-Svingningerne elier — er -- = V| = 1,5811 (hvor- 

a c 

imod Savart fandt ved Forsdg 1^6668). 

14. Man antage dernæst, at Stangen er bragt nd af Ligevægtsstillingen ved Bdiiiing af 
Axen nden Forlængelse, saa at fj og ^ikke ere O, derimod u forsvindende tilligemed r eljer $<=0. 
Idet yssrcosd, 2=:rsind, haves 

^ = ^sin(? + ^— , ^=f^cos(?^^— , 
dz dr dO r ^ dy dr dd r ^ 

altsaa / ( -T^ + -r^ Irdr = / -^^-* — - — = rdr^l i-^coae -^ sin© 1 d r, men 

J o \ da dy / Jo dr J o \ dd dd ^ 

ved deelviis Integration 

J Q dr */ Q 

hvor det Led,' som er bragt ndenfor Integraltegnet og som svarer til r=Qy forsvinder formedelst 
den 2den (74)« Altsaa haves 

o/q Vd» ^ dy / ^Jq de 

Multipliceres begge Sider med dd, og integreres med Hensyn til d fra O til 2^, saa erholdes, 
da 7} og A^ ere de samme ved begge Grændser, 



/ / (— -* + — ^)rdtfdr«0. 
•-^ o »^ o >. o* dy / 



Ved at anvende dette paa den 2den (38), og ved at behandle den 3die C38) paa samme Maade, 
erholdes 

f Yrdddr+/ / ^rdedr=0, / f ZrdOdr + f f ^rdOdr^^O. (92) 
o«^o J o J o dx J o J o */o*^o»* 

Antages y = ir, Z»L for y^O og s=0, og udvikles Y og Z efter Fotentser af y og c, lige- 

dT dT 

saa — ^ og -7-^, saa erholdes ved Indsætning i (92) og ved at udfdre de antydede Integratio- 
dx dx 

ner, idet y = rcosd, s^sersinØ: 
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(93) 



hvor yesO Og « = tænkes indsatte efter Differentiationerne. Ligesaa udvikles den 1ste (74) 
indtil Q^ indclusive, hvorved erholdes syv Slags af Led med Hensyn til 9, nemlig sind, cosØ, 
sin'd, cos'Ø, sind cos d 9 sindcos*d, eosdsin'd 0^^^ ^^^ sætter sin'ds=sind — sindcos^d, 
60s'6=coBd — cosOsiik^ff). Disse Led maae særskilt være O, altsaa, ved at tage del Isle, 
2det, 6te og 7de Led, 



dy« ' dydz dy* d** ' ) 



d^T^ d^T^ d^T 
dy dz ds* 



dr- d r. 
idet allevegne y = og x=0. Den 1ste og 2den C04) give —-2. og — r^, son derved bort- 

dx ax 

skaffes af (93)> altsaa 



(d^Y d*K ^/d^Tm d«r, \ 



(95) 



T^aar den 1ste (38) differentieres deels med Hensyn til y deels med Hensyn lil z, og man derefter 
sætter y=0 og «=0, saa erholdes ifdlge den Sdie og 4de (94) 

åy dxdy \åy* dydz/ *\ås* dy*)' 

ds dcds \dy«U di* / * V dy* ds*/' 

sttin differentierede med Hensyn til x, derefter maltiplieerede med \ff* of adderede til den Isle 
og 2den (95) respectire, give 

***P'(dli^T»^«S;^/ + i*';Sid^='*'' 
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Ved Udvikling af de tre Ligninger C74) indtil q inclusive og ved at ordne som forhen efter 
sinØ og 0080, erholdes fjorten Ligninger 



dy 



dT^ dT. 

O, rg=o, rj«o, N^=o, iv,=o, ^=o, -^ 



d^t ^ dT. dT^ dT. dN 

dy dy dy dz ^ dz 



dN, 



(97) 



-'=0, ^» = 0, 



dy 



idet allevegne y^^O og s »o* Hertil svare »=0, v=i], ic««^, altsaa —-sO, — = -^ 

dx dx dæ 

Am dt 

— SS -£« Derfor^ naar Udirykkene (37} indsettes i Q^T), erholdes som svarende til yssQ og 
dx dx 

s = 0, if61ge den 1ste, 2den og 3die (97) 



du 
dz 



dx 



du 
dy 



dtj dv d» 

dx dz dy ' 



(98) 



df> dw do dw 

ifolge den 4de og 6te (97) 3—+ — «0, t-+3-7- = 0, altsaa 



diø 

— =0, 

dz 






(99) 



d^io d^9 ^ d*« d^tø 

Disse give -p— ^- = 0, -^— j-c=0, og ifolge den 3die (98) er -j-^-i- t-tt^^j altsaa formedelst 



dxd* ' dxdy 
den 6te, 9de og 12te (97) 

d*« 

dP" 

d«« 



ddfd« dxdy 



O, 



d^u 



d^n 
dyd« 



0. 



(100) 



Ifolge den 2den (98) er 



d^fj 



^ ^ =■ — •--4-, 8M at den 10de og 14de (97) give 
dx dy dx' 



d^V d*f> d^w d^fj d«c ^ d«» 

dr^ dy* dyd« dx^ dy* dy (is 



hvorved erholdes 



d^w ^ å^fj d*D 



d«iy 
da?«' 



(101) 



J)ea 7de (97) giver —- + ——»0, tltsaa ifdlge den Itte (101) 

Ab* ay<te 









(102) 
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d^u d^t d!^v d^w 

l.folge den Isle QW) cr t— r=""7-r» *«• ^^ ^®" ^^^ ^f^ ^^^^ (^7) give — -- og -r— r «na- 

CLco« cu;* d^dz dz* 

d^w 
loge med (101), hvorefter den Ilte (97) giver ---- analog med (102): 

dy« 

d*v d^ d^_ d^ d^ —1^ rioa^ 

Den 1ste C37) giver folgelig 

dl^ 



dy \ dxdy dy* dydzj '^ dx* f' 

da ^^\ didx^dn^'^d7^/'^~'^dx»' ) 

d'A', d*iV, 

hvoraf — r^ og . ^ erholdes^ saa at Ligningerne C96) blive disse : 
dx^dy dx^dz 



fl04) 



^^^^'\j?^dT^''^dnihi'''d^^ I 

^^*P^d?^57«^^d^)-=*P^^d7*- j 



(106) 



I Tilfældet af Ligevagt ere K og L givne Fnnctioner af x, samt JT, Y, Z givne Fnnctioner af 
X, y^ z; men i Tilfældet af Bevægelse maae istedetfor disse fem Fnnctioner indsættes de samme 
formindskede ved 2den DilTerentialcoefficient med Hensyn til Tiden tagen respective af 17, ^> ti, v, to, 
eller man sætter, naar ingen accelererende Kræfter ere tilstede, 

d*^ d«f d^u d»f> d*w 

^^ d*»' ^"""575' ^""~dl«' ^"""d*^' 57^' 

folgelig formedelst (O83, ClOl), (102^, (103) 

d^ d«y o^^X^_ d^V d^ d^Z d^X d^^ 

dy^'^dz*^ dxdy'^^dx^dt*' 1^^^ dz^^^ dx dz~^ dx^di^" 

som indsatte i (105) give 

Disse Udtryk indsatte i h6ire Side give Led multiplicerede med q*, son Itanne borlicastes, saa 
at man har, idet mao setter h^^=^Q^e, 



'-^■^•■S-». ^f^"^5-o (.«•) 
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15. For Punktet M er oprindeligen 

r= v/y*n«, d= arc {\g= -Y 

men ved Bdiningen forandres disse til T-^tfp og 0-^% som erholdes idet y og z^ der bestandi- 
gen regnes fra m, forandres til yH-v — fj og 2 + tø — ^* Altsaa ved Udvikling og ved Bortka- 
stetse af Leddene af 2den Grad med Hensyn til 9— tj og tø — ^: 

r^«(t) — i|^)cosd + C«' — OsinØy r^^szQw — ^)cosØ — (v — iy) sin{?. 
Udvikles igjen 9 og 10 efter Potentser af y og «, eller rcosd og rsinØ, erholdes 




(df> dw\ 



tC08^6 + i •:-+ t- i cos© sind + — sin^d 




cos»e + (2--— +-— )cosa<?8ine+(— r + 2-— )cosesin«e+ 
2 Uy* V dyrf^ dy*/ \d»« dydz/ da* 

-- cos«(? + ( — I cos^ sind — — sin«(? 

dy Vds dy/ dz 

Bortkaster man r* og ^^, kunne Formlerne (OB}'Cl^D anvendes, altsaa 

diø r /d^r . ^ d*f .\ ^ ^^^^^ 

^ dy 8 Vda?* du« / 

Heraf sees, at den normale Udvidelse, som skyldes Bdiningen, er meget lille, og at den principale 

dio ^ 

Deel af Torsionen, --, er uafhængig af r og d, eller alene Function af x, men denne, som forhen 

dy 

du> 
er andersogt, kan her udelukkes. Altsaa sættes — s=.o, saa at ifolge (98) — QOS) de femten 

dy 

partielle Differentialcoefficienter af 11, t?, tø af 1ste og 2den Orden, tagne med Hensyn til y og z, 
ere bekjendte for y=0 og i^s^O, saa at ti, 9, tø kunne udvikles efter Potentser af y og s ind- 
til Leddene af 2den Grad inclusive. Ved at bortkaste Leddene af 2den Grad erholdes 

Den 1ste af disse viser, at enhver Linie som mJf, der oprinddigen er perpendiculær paa Azeu, 
vii ogsaa efter Bdiningen beholde perpendiculær Stilling mod den krummede Axe. For den longi- 
tudinale Udvidelse i M erholdes 
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der ligesom 9 og ^ er proportional med r. I elhvert Plan lagt gjennem Axen t Ex. PL xy vil 

denne Udvidelse være omvendt som Krumningsradius f idet »esQ og (j^) bortkastes K og den 

forandrer Fortegn tilligemed Afstanden til Axen, saa at Fibrene paa den ene Side af Axen ere 
forlængede, paa den anden lige meget forkortede* 

16. Antages, at i C37) P^ Qj R svare til det vilkaarlige Pnnkt M ndenfor Axen, men 
at iVj, Tj, 7, betegne de samme Stdrrelser for det tilsvarende Pnnkt m i Axen, saa haves ved 
Udvikling 

^ „ dT. dT, , d»T, . i*T, , d*T, , 

<^-^'*W^*lt'^'^-d^'**di^^'*^l^''^--' 

„ „ dr, dT^ .d*T^ . d*T. .d»T. . 
Altsaa, ved Bortkastelse af Leddene af 2den Grad, haves ifdige (37} 



-i'(^'*^'> '■"» 



Summen af alle Krefterne P i et Plan perpendiculært paa Axen er 0^ eller de give ingen enkelt Be- 
snitant, men Summerne af deres Momenter med Hensyn til Axer dragne gjennem m parallele med 
Axeme « og y ere 

/*=/./ Pyrdrddy /i = / / P^rdtdO, 

•^0*^0 •/q */© 

altsaa, idet nQ^ = w er Arealet af Snittet perpendiculært paa Axen, 

t, — f«e««0, /»'=-f«e''£|. (111) 

For Q og il erholdes, ifdige den 1ste og 2den (04), ved at medtage Leddene af 2den Grad, 



(112) 

n I*'*'',. , ,- d«r, , d«r, . ' 



ifdige (37) findes 
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dy' \dg*dz *d«»/' éyét \dydx* 'dW' 



•Itsaa 



d«T 






Den 1ste CS8) og (104) giyt 

— ^l ^ €ll ^ — n ^^ « £!£ ^^ f!Ia_ 

dy ** d**"*" dy^ **"dyd."" ' dz~** dx»"*" dy d«"*" dz« "^^^ 

og af disse fire sidste tilligemed den 3die og 4de (94) adledes 

dy«"" *d«'*^**dx»' ds« "" *d*"''**da:»' dyds * dy"*"'^ da:«' 

d** ~ *dy***da?«' dy^ *dy^*V»' dyds * dz^^"^ dæ*' 



(113) 



som indsættes i (IIS). ResaltaBten af Krmfterne Q for alle Punkter i Smttel være Q\ den af 
Krefleme il være ^, altaaa 

Q'^ff Qrdrde, R'^ f* / ^ Rr dr ddy 

folgelig formedelst (112) 

eller ifdlge (113) 

Summen af Momenterne af Kræfterne Q og il med Hensyn til Axen x er / f (yil -^ zQ') r dr dØ ss o. 

17. Man vil nu let kmine danne de Ligninger, der have Hensyn paa Endepnakteme af 
Stangen. Da Summen af Kræfterne P for alle Punkter af enhver af Grundfladerne er O, ligeledes 
Summen af Momenterne af Kræfterne Q og il med Hensyn til Axen, saa maae de givne Kræfter 
virkende ved Endente af Stangen falde i Planer perpendieulæare paa Axen, og deres Retninger 
maae skjære Axea. Idet ^rnO og a»«»Jl svare il den lérste og den anden Ende af Slangen, 
saa være ved den fdrste Ende i det Pankt af Axeo, som er bealemt ved xw/; en Erall applioe- 

AnalffHåk Meckønilu 44 
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ret perpendiculttr paa Axeo, og denne Krafts Composanter efter Axeme y og 2 rmre F og F'. 
Ligesaa vsre ved den anden Ende givne x^sA — g og Krefteme O og G^, Man maa fdlgelig 
have for x = 

F+p'=:0, f'+A'^O, Ff+/i^O, ff^fJt^O, (116) 

og for a?a=A 

(?_p'=0, Cf—R'^0, Cf<jf+^ = 0, Cfg + fi^O, (116) 

idet Udtrykkene (111) for ^ og /li og (114) for ^ og jR' indsættes, nemlig i (116) Ysrdierne 
af disse Udtryk for ^«:0, i (116) deres Værdier for x=X. Naar Axens ene Endepunkt er fast, 
saa bortfalde de to fdrste af Ligningerne , der gjælde for denne Ende af Stangen, men i deres 
Sted maa man have 

,=0, f=a (117) 

Er Grundfladen slottet saaledes, at intet Punkt af samme kan forflyttes i Axens Retning, saa ville 
de to andre Ligninger bortfalde, men man maa da have u =sO for alle Værdier af y og »» altsaa 
ifolge den Isle (108) 



ax 



dx 



(118) 



Er den samme Ende af Stangen underkastet begge Befæstelser d. e. er den indfalset , saa træde 
alle fire Ligninger (117) og (118) istedetfor de fire Ligninger (116) eller (116). I alle Tilfælde 
haves otte Ligninger for de to Ender, saa at de otte arbitrære Constanter, som indkomme ved 
Integrationen af Ligningerne (105), herved kunne bestemmes. 

18. Ligningerne (115) og (116) gjælde baade for Ligevægt og for Bevægelse, men i 

det sidste Tilfælde sættes X= ved at antage, at ingen accelererende Kræfter ere tilstede, 

og til samme Tid bortfalde F, F^ ^ (?, G\ forsaavidt den samme Antagelse gjælder om Enderne. 
Folgelig formedelst den 1ste (108) samt (106) 

dX^ d»ti ^ d^Tj __ d^fj dX_ d'ii 

dtj^ dt^dy"^ di^dx'^ dx** dz 



dt'dz dl>dx dx^ 



men diMe blive at bortkaste i (114), efterdi b' indeholder q*. *om Factor. Altsaa reduceres 
(115) Ul 



dx* 



O, 



*2I 

de* 



= 0, 






d^ 
dx* 



= 0, 



(119) 



for x««0; men disse Betingelser gjælde for denne Ende af Stangen som fri, hvorimod de efter 
Omstændighederne blive at ombytte, de to fyrste af disse Ligninger med (117), de to sidste med 
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(118). Ligesii for den inden Bnde eOer rc^A. Di Ligningerne (106) og de tilhdrende Be- 
tingelser (119), ligesom ogsii (117) ogr (118}^ ere de senune for ^ som for C i vil det yære 
nok at bestemme den ene af disse, f. Ex. ^. Tillige kan Uttders6gelsen indskrænkes til det Til- 
fælde, kyor Stangen er fri i begge Ender, og det, hvor den er fri i den ene Ende og indfalset 
med den anden; thi de andre Tilfælde kunne derefter let behandles. I det fdrste af de nævnte 
Tilfælde haves 



?5-0. €% = (120) 



for xssO og for xt^X, men i det andet gjælde disse blot for xc^A, hvorimod for den indfal- 
sede Ende, o; »O, haves 

^«0, ^=0. (121) 

ax 



^=F(«), (128) 



Til Isa O maae svare de givne Fnnctioner 

som kun mnae tilfredsstille Betingelserne for Endepnnkteme, men iOvrigt ere vilkaarlige 

19. Den 1ste (106) er tilfredssUllet ved 

^ = p sin mHt + q cos •••6/, 
idet m er en arbitrær Constant, og p og 9 Funclioner af x bestemte ved 

— - « m«p , — - ^m*q, 
am* dx* 

altsaa ved Integration 

p»^sinnia?+^cosiii« + ll«**+JB'e-**, q^Cainmx + (feoamx + Di^+D\ 

Det almindelige Udtryk for if^, formedelst den lineære Form af (106), er 

^^Sp sin m*bi i- ÉqcoB m*bi, (123) 

idet S betegner Sammen tagen med Hensyn til hvilkesomhelst reelle og imaginære Værdier af m 

og af de otte Constanter ^, ^, H, S^, C, c/, Z>, D'. Ere begge Ender af Stangen frie, saa 

haves if5lge (120), som ere gjældende for enhver Værdie af t, 

!!!? = ©, ^=0, ^^0, ^=.0, 

dx^ dx^ dx* dx* 

baade for ^saO og for x^^kj altsaa j 

— j^+B+Bf'^O, —A'¥B—Sl=0^ — C'+Z> + l/=0, — C+D — D'«=0, 

— ^sinmA— ^cosmA + lle«*+JB^ér^=:0, — ^cosmA+^sinmA+Be«*— -B^r-**==0, 

— Csinna —dcwmX + De«*+ D'e-"^« O, — Ceos«iA+ C'sinmA +D^— l/r-^«0- 

44* 
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Diise giye, ved at lade « og /? betegoe to arbitrøre Constaster, 

^«ll— JEl'«-o(«^ + e"-"«i— ScoffirXX -^'=*B+B'«a(2suiJiii— e-l+^-^^X j 
C=aD_/)'=^(a«a+e-«i— acowA), C7'«iI>+DW/J(28iB»iX — e^+r-^), f 
og demdea til Bestemmeise af m den traascendeiite Ligniog 

(a^+e-^)coami — ««:0, (1«4) 

Indflettes derncst Værdierne af A^ ^', JB, JB^, C^ d^ D, D' i Udtrykkene for p og 9, og ind- 
sættes disse igjen i (123), saa erholdes 

f]^2X(a sin mHt + fi cos fli*60> (125) 

idet X er bestemt som Function af x saaledes.* 



sininx + f | 

+ (2sinmA— e"^ + e-»') I cosma? + j . 1 

Sammen S udstrækker sig til hviikesomhelst Værdier af a 0^ fi y men alene til de Værdier af 
m, som ere bestemte ved Ligning (124). For alle disse Værdier haves 

baade naar 2:2=0 og naar «=»A. Tillige haves som en identisk Ligning 



dx^ 



= m^X. (128) 



Formlerne (126) og (127) gjælde for det Tilfældej, hvor begge Ender af Stangen ere frie. Er 
den forste Ende indfalset, den anden fri, saa at Ligningerne (121) skulle være opfyldte for x^sO, 
(1^) for a;eaZ, maa endnu Formlen (125) være gjældende, men saaledes at man har istedetfor 
(124) til Bestemmelse af m 

(e«i+r-^)cosmA+2«0, (129) 

og istedetfor (196) til Beølemmelse af X 

(e^+e-«^ +2 cosniA) ^sinma? II?—-^ ^ 

X=-( ^ ._ \ (130) 



cosmfl? I . 



Dette Udtryk gjdr nemlig (128) identisk og det tilfredsstiller de f re ligninger 
de to ftetle for'd^ssaO, de to aidstc for »»I. 
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20. Ligniagerne Cl^) og (1S9) (s. A* F. IH, 81 , 5? og 6? ) ere niadinne, at naar 

fli er en Bod, saa ville — m, my — 1, — «i\/ — I, ogsaa være Rddder, men ved disses Ind- 

sætning i (126) og (130) vil X blot blive forandret i Portegn eller vil erholde Factoren ^ — i, 
saa at Leddene af 2^ i (125), son svare til disse fire R6dder, knnne samles til eet Led. hvorefter 
JT blot udstrækkes til de positive Rddder eller til de toledede imaginære, hvis saadanne findes, i 
hvilke den reelle Deel er positiv. Naar derefter m og fi ere to R6dder, som bruges, vil m være 
forskjellig fra jLm og nl^ forskjeUig fra jL«^. -^ Af den lile (106) f61ger ved M aUplieation 

med ATdx og Integration fra O til A 

.1 



'-^4^'*"/>s5''=»- 



o 
men ved deelviis Integration haves 

*^ ax* aw* axdx* dx* dx ax^ */ dx* 

tf 

hvor den Deel, som er bragt udenfor Integraltegnet, forsvinder ved begge Grcndaerne O og jl 
ifolge Betingelserne C120) eller 021) i Forbindelse med (1S7) eller (131), alttaa formedelst (ISS) 

d'.f Xi]ix ^ 
^5 +«**«/^J:?-— O. 

Det fuldstændige Integral af denne Ligning af 2den Orden er 

r X^dx^jieoBmHt+Bnum^bt, 

hvor de arbitrære Constanter ^ og H maae bestemmes ved Udtrykkene (122) for 17 og ^ svab- 
rende til <eO, f6lgelig 

f X^dx=:(^^ XfCx:)dx\eo8m^bi+^^fXFix}dx^nnmHi. (132) 



ladsæltei i venalra Side heraf Udtrykket <I25)>* aaa da li6rre Sde fam indeholder cosni*6/ 
og fdim'ål, maae alle de Led af veastre Side borlftilde, som afhænge af en hviHcensomhelst 
Rod m saadaa at m og m^ ere forsbjtllfge fra ±.«i og ±.ir*, eller man maa have 

yXX'dx^O, (133) 

o 

idel X' er det, som A^ bMvet lU véA far as at aælla as'. TWge fNgt r af (132)^ far ritfet- 
dei V""^ 
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« f JPd«— \i f XF{x) d«, S f X*ix=> f Xf{é) åx, 

hvorved a og fi bestemmes, hvorefter (125) giver 

yZ ^^ {ff^XrC^:)dx^co8n^bt+'\^(^f^XFCx)dxy8inmnt\ (134) 

yX^dx 
o 

Denoe ligning fremstiller Opl6sningen af. Problemet, idet den bestemmer fj og derred -p, og gi- 

d i 

ver derfor til en hvilkensombelst Tid Forflyttelsen og Hastigheden af ethvert Punkt af Stangens 

dfj 
Axe» Hvis man i « og -p- sætter t=*Oy saa haves 

ét 

y Xr(x)dx f XFQx^dx 
ACa?)«2:jr-5_ , Fix^'^HX^^—^ , (136) 

f X^dx f X^dx 

*/ o */ o 

^om begge ndvise det samme^ nemlig Udviklingen af en hvilkensombelst Fnnction f(9)y continnert eller 
discontinnert, men som knn er given i Intervallet fra a; = til x^=*Xj og det saaledes at Udvik- 
lingen kun er gyldig for selve Grøndseme, hvis f{jai) opfylder de derfor gjeldende Betingelser 

XUx kan erholdes under endelig Form, naar Udtrykket (126) eller (130) for 
o 

A' er indsat. 

21. Ifdlge (133) ville Ligningerne (124) og (129) ingen imaginiBre ROdder kunne til- 
stede af Formen p-^q \/.— 1, hvor f og g ere reelle forskjellige fra O, thi til de to R6dder af 
samme Paf, pjL gV^— 1, maatte svare X^P + Q^ — 1, ^ = P — g V'—Ij •***" 

men heraf maatte folge P«o og ^==0 for alle Værdier af x mellem O og A, hvilket er umu- 
ligt, eftersom det vilde lade p og 9 bUve afhængige af x. Udtrykkel (134) kan altsaa ikke in- 
deholde noget exponentielt Led med Hensyn til #» Derimod vil m^sO være Rod i (124), hvor- 
ved C134) vilde komme tU at indeholde to Led af Formen A-¥Bt^ hvor ^ og ll» ved Beaton- 
melse af Formen g, vilde være lineære med Hensyn til x. Dette vilde for Tilfældet af en fri 
Stang blot give en Forflyttelse af Axen i Rummet uden Krumning, men denne Bevægelse kan man 
ndtfukke/saa at den Rod «i»0 ikke medtages i SuMien 2. Alle Leddene i Udtrykket C134) 
ville da blive periodiske med Hensyn til f ; men da de forskjellige Værdier af « ere ineoBMnen* 
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sarable, saa ville alle Punkterne af Asten' ikke samtidigen komme tilbage til deres oprindelige 

Stillinger 9 saa at den elastiske Stang almindeligen ikke, saaledes som en udspændt Streng, vil 

kunne give isochrone Svingninger. For at saadanne kunde blive mulige, maatte Udtrykket (134) 

formedekt den oprindelige Tilstand af Stangen reduceres til et enkelt Led eller til Formen 

ifl=XiA cos mHt-^B sin m«60» (186) 

Man sette i (184) mX^=^fi^ i 089) mX^=fjb\ tillige vøi'e t og % Tiderne for en heel Sving- 

5tnX^ ,. 2yrA*. 
umg, altsaaT >=> — ^rr-. t ^ s= — ,— - d, e. 



_AnX* (2 '_4.nX^ (2 , . 



Disse vise, al for to Stænger af samme Stof, og hvis Ender ere underkastede de samme Betingel- 
ser, ville Tonerne (maalte ved Svingningernes Antal i Tidsenheden) forholde sig ligefrem som 
Diametrene men omvendt som Længdernes Qvadrater, idet disse Toner forudsættes at være af samme 
Rang d. e. at svare til den samme Rod fé eller /Li. — Man sætte 

hvor f er O, 1, 2, 3,.*», altsaa sin <f «« , »Ina -= — ; — ^^. Størrelserne c? og ^ ligge 

ti* + c f* €^ 4* tf f* 

beg-ge i fdrste Qvadraiit, de have hver kun een Værdie for enhver Vædie af t, og de blive stedse 
mindre eftersom i voxer, saa at ^e og fi begge nærme sig til Leddene i Talrækken ^tt, ^n, 
f TT, •••9 eller Tonerne danne en Række, hvis Led stedse mere nærme sig til at forholde sig son 
Q vadraterne af 3, 5, 7>«*«« Den mindste Rod /tv (næstefter ^bsO svarende til t'saO^ å^^a) er 
den for 

t == 1, ^ == 0,01766201, ^e = § yF + J == 4,73004099, 

hvorved den dybeste Tone bestemmes for den frie Stang« Den mindste Rod /lv haves for 

t » O, ^=» 0^30430769, ^'» 1 9r + <^» 1,87510402, 

hvortil svarer den dybeste Tone af Stangen, hvis ene Ende er indfalset, den anden fri. Forholdet 

mellem disse to dybeste Toner er (^) <= 0,167152. Det kan endnu bemærkes, at Knuderne 

eller Hvilepunkterne af Stangen, naar Svingningerne finde Sted i Overeensstemmelse med (18^)9 
maae bestemmes ved Ligningen A'eaO, opldst med Hensyn til x. 

Afuiu Denne Undersøgelse af den elastiske Stangs Ligevægt og af dens Svingninger (fremstillet 
efter FaiåMon) ^ener tU at vise Anvendelsen af den fdrangaaende almindelige Theorie (Art« 5 -11), og 
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tjener til« hvad Ligevøgten angaaer« ål fnldatvndiggjOra del i Slaliken udviklede (I, V, 17). Ligeledei 
har man anrendt den almindelige Theorie paa Undendgelien af elasliske Membraner og elastiske Plader, 
tom her forbigaaea *)» 

22. Natr et hvilketeomhelst Syslen af Puokter kun er i BevøgcUe ved meget snaa 
Forflyttelier, saa blive disse almindeligen bestemte approximalivt ved et System af lineøre Lignin- 
ger* Heraf udledes visae Love gjmldeode overhoved for de smaa ofcillatoriske feeva»gelser, hvilke 
forekomme ved mange Naturphænomener, men fornemmelig ved elastiske Legemera Bevægelse, der- 
for ogsaa ved Lydens og ved Lysets Forplantelse. Man antage et System af« Punkter, mi, m,, * * * ai«, 
som i Henseende til deres Stillinger i Rummet e're underkastede et Antal af r Betingelser udtrykte 
ved Ligninger mellem deres Coordiøaler (U, C^}), saa at r Coordinater kunne udtrykkes ved de 
andre Sn — ^*=P9 eller alle Sn Coordinater kunne udtrykkes ved p Uafhængige. Disse Uafben- 
giges oprindelige Værdier være a, fi, /y -*•} og deres Værdier efter Tiden t være a+n, /?+v, 
j^+ »,•«•• Storrelseme «, v, ip,»*« ere meget smaa, og alle Coordinateme ere givne Functioner 
af a + ii, /ff + Vy j' + w, »•«, hvori tillige I kunde indgaae ezplicite, hvis den var indeholdt explicile 
i de r Betingelsesligninger. Coordinateme x, y, x for et hvilketsomhelst af Punkterne udvikles 
efter Potentser af fi, e, v^ » • • i en convergent Række, altsaa 

a;c=B|+<ifi + ^o-f cæ+««, + |etf*-f ^fe* + 4^æ^+Atfe + ikffw + /ew-l-.*., 
ligesaa for y og s* I Tilfældet af en for alle Punkter fælleds Translations- eller Rotalioas^Bevæ- 
gelse kunne de dertil svarende Led samles med i det fdrste Led £, men man abstraherer her fra 
disse Bevægelser^ og antager dernæst, at £ samt o, 6, c, e, f,*** ere alle constante, ved nemlig 
at forudsætte, at I ikke indgaaer ezplioite i Betingelsesligningerne. Kræfterne være givne som 
Functioner af Coordinateme, saa at Composanten efter x'nes Axe for et hvilketsomhelst af Punkterne 
ved Udvikling i en convergent Række er 

ligesaa for de andre Composanter Y, 2. Man vil da have P, j4j B, C,.«« som Functioner af 
I, a, by c,»** og af de hermed analoge^ og tillige kunde I indgaae, hvis den fandtes eiqplicite 
i Udtrykkene for Kræfteroe, men her foradsættes disse kun at afhænge af Coordinateme, saa s( 
P, j4^ B, C,^.^ ere constante* Man vil af Rækkerne for Coordinateme kunue udlede deres Va- 
riationer udtrykte ved Variationeme af de Uafhængige, nemlig 

Og de dermed analoge, ligesaa åy^ dz og deres analoge« Uélge U, (3) haves derefter 



*) S. Poissons Afhandling, JféaMire mr VifmUhrt et k momtw^mf dei oarps éloHiquu (i Mém. de Tacad. 
des se, T. VIII) 
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» 

som deler sig i p Ligninger ved at sætte Coefficienterne for åu, å^^ dw, «*« hver iser =0. 
Ved Bortkaslelse af Leddene af 2den Grad med Hensyn til u, v, tr, « • « og deres Differentialcoef- 
ficienter vil enhver af disse p Ligninger blive af Formen 

d^u dH d^w 

dt* dt* dt^ XV/ 

med constante Coefficienter. Man kan antage ^ = eller regne a, /Jj /,*•« som tilhorende ^ 
Ligevsgtsstilling, thi Leddet Q kan bortskaffes ved Sobstitntion, idet «, v, tf^«., alle fordges hver 
ved sin constante Tilvæxl^ og disse p Tilvæxter kunne let bestemmes« Man vil dernæst tilfredsstille 
Systemet af de p Differentialligninger af 2den Orden ved 

u=RN8inityQ—0, c=^AiV'sinOye — r), r = A iV"sin 0\/p — r), . . . , (139) 

hvor A og r ere arbitrære Constanter^ men iV, V, iv",,«« og q Constanter bestemte ved 

(Div+^iv'+FJv"+..oe==<?^+i5fiv'+isriv".... (uo) 

Disse Ligninger i Antal p give ved Elimination af de p — 1 Forholde—, — ,•«« en Endeligoing 

for Q af Graden p, idet de p — 1 Forholde bestemte ved de f6rste p — ] Ligninger • indsættes i 
den pte Ligning, n', iv",««« blive altsaa udtrykte vbd Brdker, hvis Tællere og hvis fælleds Næv- 
ner ere hele Polynomier i q af Graden p — 1, disse Brdker alle multiplicerede med iV, som for- 
bliver arbitrær. Da nu allerede R er arbitrær, kan man sætte N Hig den fælleds Nævner, hvor- 
ved Ny n'j V,«.* alle blive hele Polynomier i q af Graden p — 1. Ligningen for q bestemmer 
p R6dder, som kunne betegnes ^, Qy^ (^j) » * m ^^^ ^^ enhver af disse giver ifolge il^&i et Sy* 
stem af particulære Integraler, hvorefter de fuldstændige Integraler kunne sammensættes formedelst 
den lineære Form af Differentialligningerne, nemlig 

u=^RN%vik{i\/ q — T\ c = 2:/i^'sin(<\/p— r), ir = j:iliV"sin(iyp — r),. . ., (141) 

hvor ^ er Summen udstrakt til alle Rodder-^, ^|, Q%^***y hvortil svare R^ Ri, A^, •••, r, r^^, 
r^, •••, sum ere de arbitrære Constanter, i Antal 2p* 

23» Man bestemmer Asinr, R^ sinr^, *••,/? cosr, R^ cosr^, , . • ved Værdierne af ti^ o, w* * • 

du dv dw . , ,. ,T ,. .1. n n 

og af —5 — , -7-9«.. for /(sO; og da disse Værdier maae antages meget smaa, blive /f, /f^, 
di dt dt 

Analytisk Mechanih, ^^ 



♦ • ♦ 
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lilteledes meget smaa. Ere Rddderne q, g^, ift**** ^^^^ positivey erholdei lutter periodiske Led i 
(141), som forblive meget smaa, og fremstille f61gelig Oscillationer om en stabel Ligevegtsstilling. 
Derimod, hvis der gives negative eller imaginøre R&dder, erholdes exponentielle Led, som Toxe 
tilligemed /, hvoraf fdlger, at den Ligevægtsstilling, man er gaaet ud fra, er instabel, medmindre 
den oprindelige Afvigning fra samme er saadan, at i2, R^*** ere O i alle de ikkeperiodiske Led, 
— Naar A^, R29*** ^re alle O og ^ positiv, saa haves ved Udvikling af Coordinateme , idet 
Leddene at 2den Grad med Hensyn til «, 0, lø,«*« bortkastes, 

» 
og paa samme llaade for alle de andre Coordinater , hvor den sidste Factor A sin (< \/ ^ — r) 

overalt er den samme. Den hele Bevægelse er altsaa tautochron, idet Svingningstiden —:r- ^r uaf- 

Vq 

hængig af Amplituden, dejr for de forslgellige Punkter og efter de forskjellige Retninger er for- 
skjellig, men for hvert enkelt Punkt og hver Retning er proportional med A, den arbitrære Con* 
stant* Alle Punkter fOres ogsaa samlidigen til de Stillinger, der svare til hele Systemets Ligevægt, 
for hvilken 11 =3 O, o = 0, 10 = 0, •••, og hertil hOre de æqvidistante Tidsmomenter 



r 27r + r 4n + r 6n; + r 



Ve* Vq' yq' Vq 



>• ♦ 



• • 



Systemet tilstæder p saadanne enkelte Bevægelser, svarende til de forskjellige Rddder p, q^, ^^v 
Naar flere af Stdrrelserne A, Ag, A^,.«* ikke ere O, erholdes x — £ som en Sum af de perio- 
diske Led svarende til de enkelte Bevægelser, og paa lige Maade for alle Coordinaterne. Den 
sammensatte Oscillation er fdlgelig at betragte som en Sum af de enkelte Oscillationer, hvis Tider 

2n ^71 ^n 
ere r-r- , r-^ — 9 T^ — , * • • Naar disse ere commensUrable med hinanden, vil Systemets Bevægelse 

Vq VQx Vq^ 

endnu være oscilalorisk , og Oscillationstiden være den, som er mindste fælleds delelige for de 
fdrste Tider, Heri bestaaer Principet for Coextstentsen af tmaa Oscillationer^ 

24» Naar de oprindelige, til f=0 svarende. Værdier 

CL I at at 

give til en hvilkensomhelst Tid t 



855 

saa at fortkjellige Systemer af Bevegelser haves herved frerastiltey eftersom ft«!, 2, 3, •.., saa 
maae for de oprindelige Værdier 

at at at 

erholdes til TideD < 

idet Sammen 2 er tagen for alle Værdierne ft ■" 1 , % 3, • » « Dette folger ligefrem af at disse 
Udtryk for 1=0 reduceres til de opgivne, og af at de desuden tilfredsstille DifTerentialligningerne 
af 2den Orden, idet de ere sammensatte ved blot Addition af de samme Ligningers particulære 
Integraler* Heri bestaaer Principet for Superposilionen af smaa Bevægelser, som gjælder uafhæn- 
gigt af de særskilte Love for de smaa Bevægelser, som betragtes, og folger blot af at alle Pun- 
kternes Forflyttelser og Hastigheder ere meget smaa Sldrrelser, hvis Potentser hdiere end den før- 
ste kunne bortkastes. Dette Princip tjener til i Pbysiken at forklare visse Phænomener ved Bdlge- 
bevægelser og. ved Lysets Interferentser. — Naar de smaa Bevægelser foregaae i et Medium, som 
udover en Modstand proportional med Hastigheden, saa maae dertil svare i JIT, Y, Z lineære Led med 

du d>9 dw 
Hensyn til --, -r-, j~>***' '*'* ^^ Ligningerne (138) ville erholde Formen 

^d^u d^9 'd*w ^ • ,, ^,du >dv ^d» ^^ ^«x 

hvor CoefBcienteme alle ere constante, og tillige D\ É ^ jP', * « • som afhængige af Modstandens In- 
tensitet almindeligen meget smaa i Sammenligning med Coefflcienteme i venstre Side» Ligningerne 
(142) tilfredsstilles ved Udtryk af Formen (139) multiplicerede med Exponentieller: 

ll = i?^sin(/yp— 0*«-^, c = /J^'sin(lyp—^) *«-/*'*, iri=iriV"sin(iyp—r). «-/*"',♦•• (143) 

hvor ^, //, /u",«** ere Constanter, der ligesom D\ Bf^ /^,*** hore til de meget smaa Stdrrel- 
ser, hvis Potentser overstigeode den fdrste bortkastes. Da Ligningerne (142) for hoire Side =0 
ere tilfredsstillede ved (143) idet /«, /i', t^'\* * ^ ®re 0^ saa haves blot 

2Z> iV ;i +2 Elffi-^ 2 Flf'tA"'¥ •♦•+!)> + Élf-k- 1^^"+ • * * = O, 

og af disse Ligninger i Antal p udledes Værdierne af de p Stdrrelser' fi , /e', ^",***« Disse 
maae være positive, efterdi Modstanden maa virke til bestandigen at formindske Amplituderne af 
Oscillationerne. Denne Formindskelse vil være mere eller mindre hurtig for de forskjellige Uaf- 
hængige ti^ V, ir^ * « • , og da den tillige afhænger af p, ville ogsaa de forskjellige enkelte Oscil- 

46* 
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lalioner, som Systemet tiUtæder, aftage med forskjeUig Hartigfaed. Derimod har Modstanden ingea 

Indflydelse paa Oscillationstiderne« Ogsaa erholdes som forhen de fuldstændige Udtryk for «, o, tr,* • . 

ved at tage Sammeme af de enkelte Udtryk (143) svarende til Roddeme ^, ^|, ^s'*** ^^^ ^^^ 

endnn bemærkeS| at en Modstand af Mediet proportional med Qvadratet eller hdiere Potentser af 

Hastigheden vilde blive uden mærkelig Indflydelse paa de smaa Oscillationer, som her afhandles, 

thi der vilde derved blot bringes Led ind i Diff^erentialligningerne , som vilde være af 2den eller 

* du dv dw 

h6iere Grad med Hensyn til 3-9 —» -r-, * *m fOlgelig Led af samme Orden som de, der ere 

di dt dt 

blevne bortkastede ved den anvendte Approximatiom 



TREDIE DEEL. 

HYDROSTATIK OG H11>R0DY1NAMIK. 



FORSTE CAPITEL. 

Hydrostatik. 



fOrste afsnit. 



Almmddig Theorie af (tydende Massers lÅgevægi. 

1. Ifin flydende Masse, el Fluidam, ktn betragtes som ea Samling af materielle Punkter, 
der ikke ere anderledes forbmidne med hinanden, end at selv de mindste indvirkende Kræfter knnne 
bringe dem til at skilles ad og beveges i hvilkesomhelst Retninger. Denne Delenes fuldkomne 
Bevægelighed i alle Retninger ndgi6r Characteren af et fuldkomment Finidum; men den flydende 
Hasse kan enten være draabefiydende, en VædshCj eller luftformig, en Gas. Den fdrste Slags 
kan formedelst Delenes Sammenhængskraft skilles ad i Draaber, medens dog det hele Volumen er 
at betragte som uforanderligt under en constant Temperator. Derimod vil en Luftmasse indslnttet 
et fast Kar ved Sammentrykning kunne bringes til et hvilkelsomhelst mindre Volumen, ligesom 
den ogsaa, naar den ydre Sammentrykning formindskes, ved sin egen Elasticitet vil kunne udvides 
til et hvilketsomhelst storre Volumen. Duse Grundegenskaber ved de to Arter af Fluider gjælde 
dog kun med en vis Indskrænkning, men hvortil man i de sædvanlige Tilfælde ikke vil beh6ve at 
tage Hensyn* Flere af Vædskeme besidde en lille Grad af Sammentrykkelighed, som ved tilstræk- 
keligt store Kræfter kan gjdres Igendelig (f. Ez. Vandets Volumen vil for hver Atmosphæres Tryk 
formindskes 0,000047, regnet af det Volumen, som det har naar det ikke er underkastet noget 
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Tryk, medens QviksdlveU Sammenlrykninif kan er 0,0000085 ifolge Regnault)* Atmosphæren 
maa antages i sit dverste Lag, ved en yderlig Grad af Fortyndelse, ikke lenger at besidde, nogfen 
Udvidekraft, da den ellers ikke kunde være begrændset, saaledes som visse Iagttagelser lere« 
Dampene have de samme mechaniske Egenskaber som Gasserne, kun med den Forskjel, at et gi- 
vet Rum kan kun indeholde en bestemt Mengde af Damp til en vis Temperatur, sat at naar Dam- 
pen har naaet denne Grændse og man nok saa lidt enten lader Temperaturen synke eller formind- 
sker Rummet ved Sammentrykning, vil en Deel af Dampen gaae over til draabeflydende Tilstand 
(fordraabes eller fortættes). Dette Maiimnm af Damp er, ved lige Temperatur, det samme i et 
lufttomt Rum og i et Rum fyldt med Luft af hvilkensomhelst Tsthed. Nogle Gasser kunne lige- 
som Dampene gjores draabeflydende ved en meget stærk Sammentrykning saavelsom ved en meget 
stor Kuldegrad; men, da de under de sædvanlige Omstændigheder ere luftformige, henregnes de 
dog ikke til Dampe. 

2. Naar en Vædske indslnttet i ét fast Kar ingen accelererende Kræfter er underkastet, 
og et ydre Tryk P formedelst et bevægeligt Stempel udoves paa et plant Areal d af Vædskens 
Overflade, der dækkes af den plane Grundflade af Stemplet , saa vil dette Tryk forplante sig ufor- 
andret i alle Retninger gjennem hele Massen« Heri bestaaer Principet for TrykkeU Ugestorked i 

« 

alle Retninger, som er en nodvendig Fdlgé af den fuldkomne Bevægelighed af alle enkelte Dele 
af Massen. Ethvert plant Areal =:a af Karrets indre Sideflade vil da være trykket af Vædsken 

perpendiculært ved en Kraft =P^ som er fordeelt ligeligen paa alle Elementer af delte Areal, 

p 

saa at Trykket paa hvert Element (a er liigt p co, idet p ^s _, som kaldes Trykket reduceret Hl ' 

a 

Enhed af Overflade. Trykket paa en hvilkensomhelst begrændset plan eller kmm Flade, afskaaren 
af den indre Overflade af Karret, vil være bestemt ved Sammensætning af Trykkene pw efter 
Normalerne til alle de enkelte plane Elementer m, hvori Fladen kan tænkes decomponéret. Lige- 
ledes, naar et fast Legeroe er nedsænket i Vædsken, vil Trykket paa en hvilkensomhelst Deel af 
dets Overflade være bestemt efter samme Lov. Trykkene paa alle Elementer af hele Overfladen af 
et nedsænket Legeme, der paa alle Sider er omgivet af Vædsken, ere i Ligevægt med hinanden, 
saa at de ikke kunne sætte Legemet i Bevægelse, men virke kun til en Sammentrykning, der kan 
ansees som ophævet ved Reactionen, naar Legemet er fuldkomment fast. Denne Ligevægt finder 
nemlig Sted for Composanterne efter enhver af de retvinklede Axer, f. Ex« x'nen Axe, af Tryk- 
kene paa de Elementer o) , w , an" .... af Overfladen , som have fælleds Projection paa PL y ». 
Dis«e Elementer i lige Antal, omskrevne af en Cylinder, hvis Generatrix eir parallel med x'nts Axe, 
ere nnderkastede Tryk ndenfra indad efter Normalerne ^ pm^ pm'j p m\ .*., og GomposanUme 
hertil efter d?*nes Axe ere pwcos«, pa)'coso', prø"cofa", ... , hvor «> a , a',... ere Norma« 
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lernes Vinkler mod drones Aze, øtn tt co co8a> w'coBa\ m'eosa\ • « * med Abstreotion fra Forteg- 
net folde sammen med disse Elementers Mleds Projection paa PI. yz. De nevnte Composanter, 
ved at tage Hensyn til deres Retninger, komme saaledes til at hæve hinanden Xo og to. Det 
samme yil vere Tiifeldet med det hele Syåtem af Composanter efter x'nes Axe, og ligesaa efter 
de to andre Axer« Ligeledes ville alle Trykkene paa Elementerne af Karrets indre OverOade, di- 
rigerede efter Normalerne indenfra udad, vere i Ligevægt. — Naar forskjellige plane Arealer od- 
skaarne af Karrets indre Overflade gjOres til Grundflader for bevægelige Stempler , saa maae alle 
disse Stempler, for at knnoe være i Ligevægt med hinanden, underkastes ydre Tryk perpendicnlære 
paa Grundfladerne og proportionale med disses Arealer. Dersom et saadant Tryk appUceredes 
paa et enkelt Punkt af Grundfladen , maatte det være sammes Tyngdepunkt. For et System af 
Stempler være Grundfladernes Arealer betegnede a, a', d\ •.«, og ved en samtidig Bevægelse af 
alle Stemplerne antages disse Grandflader at forskydes efter deres Normaler de Stykker A, A', hl\ * . . , 
som kunne regnes positive eller negative, eftersom Bevægelsen skeer indad mod Vædsken eller 
udad. Da det hele Volumen af Vædsken ikke herved kan forandres, maa man have 



r ,1 . *t,n 



folgelig ogsaa , naar Trykkene virkende paa de samme Stempler, P, P\ P'\ . . . , ere i Ligevægt, 

P P P" 

efterdi p«^ — «s— y = --,^«. , . Dette er i Overeensstemmelse med de vittuelle Hastigheders Princip. 
a a a 



8. En homogen Luftmasse indsluttet i et fast Kar og ikke underkastet nogen accelererende 
Kraft vil formedelst sin Elasticitet have i hvert Punkt det samme Tryk reduceret til Enhed af 
Overflade, p, hvorved Trykket paa en fest Flade, som er i Berdring med Luften, bestemmes lige- 
som for en' Vædske. Storrelsen p, der er Maalet for Elasticiteten, kan findes ved at lade et be- 
vøgeligt Stempel, h\is Grundflade er a, træde istedetfor en Deel af Karrets indre Flade, og ved 
et udvendigt Tryk P lade dette Stempel være i Ligevægt mod den indsluttede Lufts Tryk, thi 

p 

man vil da have p=— • Erfaring lærer, at denne Stdrrelse er den samme, paa hvilketsomhebt 

a 

Sted af Karret end Stemplet anbringes, saa at forslijellige Stempler, som underkastes ydre Tryk 

proportionale med deres Grundflader, alle ere i Ligevægt med hinanden indbyrdes eller med den 

indesluttede Lufts Elasticitet. Naar ved Sammentrykning af Luftmassen dens Tæthed q voxer, saa 

vil Elasticiteten p voxc i samme Forhold, forudsat at Temperaturen forbliver uforandret, eller For- 

holdet ^ kan kan afhænge af Temperaturen og i6vrigt variere ved Overgangen fra en Luftart til 
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en tilden QMarioiies Lov)« Ere V^ og V Yolomina af den samme LnftmaMe ved TemperatnrerBe 
O og (efter Hundredegrads-Therroometret), saa haves ifdige Loven for den eensformige Udvidelse 
under el constant Tryk (fiay-låuiaa Lov) 

K«Koa + «^, (1) 

hvor a, Coefficienten for Udvidelsen ved Varmen, er den samme for alle Lnflarter, og maa O^^^'S^ 
Regnanll) ansættes til . 

0=0,003666. (2) 

Betegnes Tæthedeme ved samme Tryk pø, men for Temperatnreme O og Oy ved ^^ og q^^ den 
uforandrede Masse ved M^ saa haves M=QQVQf=^Q^ V ^ altsaa ifdlge Cl) 

»■-rib- <»' 

Forandres dernest ved Sammentrykning p^ til p og ^^ ^1 9? u<^^ Forandring af TempmtnreD 

P Q 

6, saa haves if61ge Mariottes Lov ^e=-S.^ altsaa 

Po Pi 

p=kQil+ae^ (4) 

ved at setle ^-^=ik. 

Qo 

4» Betingelserne for Ligevsgten af en flydende Masse, en Vsdske eller en Gas, nnderkastet 
ac€(élererende Krefler, findes saaledes. Tætheden ^ er bestemt for ethvert Pnnkt i Massen, i den 
homogene Masse som constant, i den heterogene som Fanction af de tre retvinklede Coordinater 
Xj y, s, svarende til et fast System af Axen Elementet af Masse er dm^=Qdxdydzy og den 
accelererende Krafts Composanter efter Axerne ere ^, Y, 2. Elementet dm, betragtet som et 
retvinklet Farallelepipedum, hvis Kanter ere parallele med Axerne, er nnderkastet Tryk fra den 
omgivende Masse perpendiculære paa Sidefladerne, og naar p er Trykket, reduceret til Enhed af 

Overflade, imod Sidefladen dydz (bestemt ved x, y, z), altsaa p-i-^dx Trykket paa den mod- 

staaende Sideflade, saa maae disse to Tryk, efter den positive og negative Retning af x*nes Axe^ 
være i Ligevægt med Composanten Xdrn^ d. e. 



pdydz — (p+ j^dxJdydz-k-Xdm^^O 



dv 
eller -ps^X Betegnes ved 9 og r Trykkene, reducerede til Enhed af Overflade, efter Retnin- 
dx 

do dr 

gerne af y^nes og s^nes Axer, maa man paa lige Maade have --Hs^py, -pcspZ. Ere disse 

dy o« 
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tre Betingelser opfyldte for ethvert Blenent dm, vil der vere Ugevegt i hele Htssen, efterdi in- 
tet enkelt Element kan komme i Bevægelse i nogen Retning; men if&lge Principet for Trykkets 
Ugestorhed i elle Retninger maa man have pe>f c=sr, hvorved den flydende Hasse er forskjellig 
fra enhver fast Masse, thi i denne knnne Elementerne være underkastede forskjellige Tryk i de 
forslqeliige Retninger. Det indsees f. Ex.^ at Trykket p^dz paa Sidefladen dydz forplantet til 
Sidefladen dxdy giver et Tryk indenfra ndad, som er pdxdy, men den samme Sideflade er 
trykket ndenfra indad ved rdxdy, saa at Ligevægten efler x'nes Axe udkræver, at 

pdxdy=rdxdy + Zdm 
d. e. p'B»r-t-QZdZf altsaa P'^r, eftersom gZ maa forudsættes endelig. Det samme maa gjæide 
for Elementet dm betragtet som et hviiketsomhelst Poiyeder, hvis Dimensioner ere uendelig smaa, 
nemlig det ydre Tryk perpendlcnlært paa en hvilkensomhelst af dets Sideflader er proportionalt 
med dennes Areal og uafhængigt af den bevægende Kraft af Polyedret. For et hviiketsomhelst 
Pnnkt i Massen er Trykket p bestemt, saa at ethvert Element af Areal m, lagt igjennem dette 
Punkt, er underkastet et perpendiculært Tryk pæ, hvilken Retning man end vilde give Planet af 
dette Element. De almindelige Ligninger for Ligevægten^ de tre Grundligninger i Hydrostatiken, 
«re f&lgeiig: 

t-n^, 2-^^' S=^^- <«) 

5« For at Ligevægten kan være mulig for den flydende Masse under Indvirkning af Kræf- 
terne Xj Y, 2, maae disse tilligemed Tætheden q være saaledes givne som Fuuctioner af x, y, s, 
at jnan er istand til at tilfredsstille de tre Ligninger (6) ved Bestemmelse af p som Function af 
JT, jf, 2, eller, hvad der er det samme, Udtrykket 

dp^QiXdx^Ydy^Ydz) (6) 

maa være et exact Differentiel. Man vil da heraf ved Integration finde p saaledes bestemt, at de 
tre Ligninger (6} ere opfyldte. Dersom de accelererende Kræfter blot bestaae i Tiltrækninger 
til faste Centrer, hvortil ogsaa hdrer Tyngden som en constant Kraft efler parallele Retninger, kan 
man sætte 

Xdx-^Ydy-hZdft^^dtp, (7) 

hvor q> er en bestemt Function af oc, y, s (I, V, 10), altsaa if6lge (6) 

p^/qdtp, (8) 

saa at der til Ligevægtens Mulighed nOdvendigen udkræves, at g enten er constant eller en hvilkensom- 
helst Function af ip. Er Fluidet iadslnttet i et fast Kar, vil dette i ethvert Punkt af den indre 
Overflade reagere imod Trykket p, BMn en Vædske hehéver ikke at være heelt indsluttet, idet den 
Aiudiyiuk Meckamk. ^^ 
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kan vøre htgrmnåae^ deeU af KarreU indre Flade, hvormed den er i Berdrin;, deeU o^saa af et 
Ni/team eller en fri (herflade. Denne maa da, for at Ligevægten kan vere virkelig, have en vis 
geometrisk Figur, Ligeeægts/lguren^ som er bestemt derved, at man i alle dens Punkter har p = 0, 
forudsat at intet ydre Tryk finder Sted. Er den frie Overflade af Yædsken i Beroring med den 
omgivende Luftmasse, som har en constant Elasticitet m i alle Punkter, maa man have p = iBF for 
elhvert Punkt af den frie Overflade. 1 begge Tilfælde er denne bestemt ved dpasO, altsaa ved 

Xdx^Ydy-hZdi^O, (9) 

hvis Integral er ifdige (7) 

9,= C, (10) 

hvor C er en arbitrær Constant, saa at denne Ligning bestemmer den frie Overflades Figur. Havde 
den omgivende Luftmasse en forskjellig Elasticitet i de forskjellige Punkter, saa at ø var en gi- 
ven Function af o; , y , z ^ maatte den frie Overflade udtrykkes ved pts^Wy idet p bestemtes ved 
Ligning <8), men saadanne Tilfælde kunne som ganske usædvanlige her udelukkes« Maar Con- 
stanten C continuerligen gjennemldber alle reelle Værdier fra — od til +oo, vil Ligning CiQI} 
fremstille et System af consecutive Flader, Nweau-FladenM ^ som hver især vil kunne være fri 
Overflade af Yædsken, hvilket blot beroer paa Storreisen af den hele Masse, hvilken kunde tænkes 
fordget elier formindsket. Sættes nemlig denne Masse M Hig med den, som ifdige Beregning 
(I, III, (3)) er bestemt som begrændset af den indre Flade i Karret i Forbindelse med den frie 
Overflade CIO), erholdes Ligningen mellem C og M^ Constanten indeholdt i (8) bestemmes der- 
næst ved p = m for 9) = C. Alle de Punkter i Yædsken, som ligge i den samme Niveau-Flade, 
og som allsaa svare til den samme Yærdie af Functionen ^, maae tillige ifdige (di) have den 
samme Tæthed og det samme Tryk^ idet ^ og p ere Functioner af (p. Yed de consecutive I)(i- 
veau-Flader deles altsaa Yædsken i uendelig tynde Lag , hvert Lag indsluttet af to paa hinanden 
følgende Flader svarende til C og C+dC, og ethvert saadant Lag er homogent og har i alle 
Punkter det samme Tryk, idet baade ^ og p kun variere ved Overgangen fra et Lag til et fol- 
gende. Det kan tillige bemærkes, at Normalerne til Niveau-Fladerne angive Retningerne af den 
accelererende Kraft; thi naar for et vilkaarligt Punkt i en Niveau-Flade Normalens Yinkier mod 
x'nesy y^nes, Ji^nes Axe betegnes ved a, fi, y^ saa haves ifdige (10) (G. II, 11^ (9)) cosa, cos^, 

cosv proportionale med ^, ^, ^ eller ifdige (7) med AT, y, Z, saa at man har 

dx dy dz 

X Y Z 

coso=. — , cos/?==— , cosy=— , 

hvor R := v JT^-f y*+ Z*, men disse Formler ere de samme, som bestemme Retningen af Resultan- 
ten R Cjvf. I, lY, I}, «— - Ligning (6) anvendes ogsaa paa Gasser, men i> disse ere p og p nod- 
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V 

vendisren forbundne med hinanden ved Ligning (A'), saa at man har iféige (7') og ved Elimina- 
tion af Q 

p kCl+aff)' ^"^ 

saa at Temperaturen maa enten v«re constant i hele Massen eller være en Function af (p. Ved 
Integ^ration erholdes derefter p, og ifolge (4) Q, nemlig 

hvor m er en arbitrær Constant, bestemt ved Værdien af p i et givet Pnnkt. ligning O^) b®" 
stemmer ogsaa her Niveau-Flffderne, hvorved den betragtede Luftmasse kan tænkes, deelt i succes- 
sive uendelig' tynde Lag, der hvert for sig- er homogent og har samme Temperatur og Tryk i alle 
Punkter. Det maa endnu bemærkes, at hvad enten Fluidet* er en Vædske eller en Gas, maa p 
ifolge sin Natur ikke blive negativt i noget Punkt af Massen , thi det vilde lade Delene Qerne 
sig* fra hinanden, og Lig-evægten vilde da oph6re. Tillige kan i en Gas p intetsteds være O, for- 
saavidt Mariottes Lov antages gjældende uden nogen Indskrænkning. Det maa desuden forudsættes^ 
at Niveau-Fladerne ikke skjære hinanden, hvorved de fundne Resultater vilde blive ugyldige, eller 
man maa antage , at Functionen (p er en saadan , som kun har een bestemt Værdie for ethvert 
System af Værdier af or, y^ s. 

6. Som Exempel antage man en Vædske underkastet Tiltrækning til et fast Centrum efter 
en hvilkensomhelst Lov som Function af Afstanden r, almindeligen fremstillet ved f(r)* Man har 
da ifolge (jS) 

dp = — Qfir)dr, 
saa at Niveau-Fladernes Ligning er res C, eller disse Flader ere concentriske Kugleflader om 
Attraetionscentret^ og man maa have q enten constant elier blot liig en Function af r. Er Vædsken 
begrændset af en heel fri Overflade, bestemt ved rt=a, og er m det constaute ydre Tryk paa 
denne Overflade, saa erholdes for et hviiketsomhelst Punkt i Vædsken 

p = fflr+/ Qf(r)dr, (13) 

Denne Storrelse er ifolge sin Form positiv, thi Kraften er en Tiltrækning, altsaa fir) positiv. Var 
Kraften derimod en Frastddning, saå vilde f(f) være negativ, saa at m maatte have en vis Stør- 
relse for at ikke p nogetsteds skulde blive negativ. ^ Istedetfor et Attractionscentruni kunde man 
antage en attraherende fsst og homogen Kugle, og man kunde ogsaa lade Vædsken selv, som 
vilde danne en Kugleskal om den indre Kugle, være attraherende; thi man maatte d^ blot be- 

46* 



864 

stenne Fanolionen fCO'^^^^^^ Theorien af Knglerø Attraction (I, IV, 5). F. Eju naar Vndsken 

danner en heel Kagle, og den blot er underkastet dens egen Tiltrnkning af Delene indbyrdes ef- 

r 
ter den Newtonske Lov, samt o forudsættes constant, saa haves f(r)^=g^y ved at sætte /'(r}s=p 

a 

eller Tyngden for rs=a, hvilket giver 

a* — r» 

p=:ar+^p— - — • (14) 

Det sees overhoved, at m, det ydre Tryk, i Overeensstemnelse ned Principet for Trykkets Lige- 
storhed i alle Retninger, altid forplanter sig fra Ovrrfladen gjennen hele Massen og i hvert Fnnkt 
blot bliver at fdie til den variable Deel af Trykket, son skyldes de aecelererende Kæfter. ' Denne 
sidste Deel af ^rykket er i det her brugte Ezenpel storst for ra»0 d. e. i Centran ^ hvor det 
sees, at et plant Areal vilde være trykket af en Kraft Hig Vægten af en vertical Colonne af 
Vædsken, hvis Grundflade er det samne Areal og hvis H6ide er ^a. For r&^a — A, idet k er 

a* — r* 

meget lille i Sammenligning med a, er Colonnens H6ide paa det nærmeste liig A, nemlig =A 

2a 

ved Bortkastelse af A^. 

ANDET AFSNIT. 

Flydende Masser underkastede Tyngden; nedsænkede Legemers UgecægtssHUinger. 

7. Er alene Tyngden den accelererende Kraft, saa haves, ved at regue z'nes Axe verti- 
calt nedad, A'==0, y=0, Zs=^, saa at Ligning (10) for Niveau-Fladerne er »=C, eller disse 
Flader ere de horizontale Planer. For en Vædske indsluttet i et Kar haves, ved at tage den frie 

Overflade som PI. xy og ved Udelukkelse af det eonstanle ydre Tryk, 

^ o« 
p^gi Qdz, (16) 

-'o 

hvor Q kan være en hvilkensomhelst Fauction af z, eller de uendelig tynde horizontale Lag naae 
'væfe homogene. Denne Formel viser, at et hvilketsomhelst plaut og horizontalt Areal nedsænket 
i Vædsken bærer et Tryk saa stort som Vægten af den ovenstaaende verticale Colonne af Vædsken, 
der danner en ret Cylinder, hvis nederste Grundflade er det omhandlede Areal og hvis Overste 
Gcundflade ligger i det f^ie Niveau. F. Ex. hele Trykket, son Vædsken udover paa Karrets 
Bund forudsat horizontalt, er herved bestemt, saa at dette Tryk er uafhængigt af Karrets Figur. 
Tætheden q kan være en discontinuert Function af 2, varierende i forslyellige Intervaller efter for<- 
skjellige Love, saa at den fra oven^nedad er successive ^|, q^^ Qz>***- Betegnes de verticale 
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Hdider af dLise saceessive Lag ved h^y A^, ^s'**** ^9 antages f. Ex. «=»Ai+Aj»»«Am'— 1.+ ^9 
svarende til et Punkt i det mte Lag, altsaa ^Klhm^ saa har man 



P^Oi / ei^*+/ e,rf»»..*+/ pmda . (16) 

L^ O ^ Al *^ *i + A,...A.k-i J 

# 

F. Ex. naar de saccessive Lag ere homogene^ altsaa p|, Q^y*** ^^'^ constante, erholdes 

I alle Tilfelde af beterogene Yødsker vil Ligevægtens Stabilitet udkræve, at Tyngdepunktet ligger 
saa lavt som muligt (Df, II, 11) , altsaa at bestandigen de tættere Lag ligge under de tyndere, 
eller at q intetsteds aflager idet s voxer* Bestemmelsen af p og p som svarende uforandrede ti! 
alle de Punkter, der ligge i det samme horizontale Gjennemsnit, forudsætter^ at disse Punkter ikke 
ved faste Skillevægge ere saaledes afsondrede, at Yædskens Continuitet er afbrudt i det samme 
NiveauTPlan; thi i dette Tilfælde, om end den hele Masse er sammenhængende, kunne p og p 
folge forslgellige Love i de saaledes afsondrede Dele. Er t Ex. Karret sammensat af to verti- 
oale Rdr (Fig. 51} I EF og KGH, forbundne ved. en horizonlal Canal AB CD, og Vædaken 
naaer op over Canalens dverste Flade CD i b^gge Murene, saa ville de to Dele af Yædsken, som 
ligge under Niveau-Pianet aABh, der :^æ|[.kM . Canalens nederste Flade, hver for sig være i Lige« 
vægt, idet ^ og p i Rdret Al ere s«|M|Pf,{ra9^ som Fnnctioner af 2, ligesaa særskilt i BK, 
Det samme vil gjælde i de Dele, sont ii|t9^ i de .samme R6r over Miveau-PIanet cCDd, som 
dækker Canalens dverste Flade. Derimo^'^f den* Deel hdDCeaAB, hvor Continuiteten i hori- 
zontal Retning ikke er afbrudt, maae q A^^tpfrntt bestemte for det hele horizontale Gjennemsnit, 
hvorfor ogsaa Yædskerne i Rdrene cEFC i^g dOHD maaé uddve samme Tryk paa deres neder- 

j 

ste Grundflader c C og dP. Naar altsaa i det fdrste af disse Ror Tætheden g er bestemt som 
Function af z regnet fra det frie Niveau indtil Grundfladen c C gjennem den verticale Hoide k, 
ligesaa Tætheden o i det andet Rdr som Function af 2 regnet fra det frie Niveau i dette andet 
Ror gjennem Hdiden ky saa maa man have som Tryk i det horizontale Snit cCDd: 

p=^g / Qdz=^g I adz. (18) 

» 

Er ^ eller o discontinuert, maa Integralet bestemmes som ovenfor viist ved (16) og (17). Ere 
de begge constante, erholdes 

L^Qb^ak, (19) 

9 

eller Hoiderne af Yædskerne i de to Rdr maae forholde sig omvendt som Tæthedeme. For Q = a 
haves fts=fc, d. e., naar Yædskerne have den samme Tæthed, maae de staae i begge Rdrene til 
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iige Hdide^ eller i detle Tilfælde ere Q og p eens bestemte for begge Rdrene, som om Contiauite- 
ten i horizontal Retning ikke havde været afbradt. 

8. Barometret er almindeligen et Bor ABECF (Fig* 52), saalcdes bolet, at det beslaaer 
af (o verticale Grene, en længere, der er lukket i den dverste Ende A^ en kort, der er aaben i 
den dverste Ende F, En Qviksolvmasse, som heri er indflattet, vil være i Ligevægt, idel den 
frie Overflade D i det lakkede Ror staaer i en vis Hoide over den frie Overflade C i det aabne 
Ror, og til samme Tid Rummet ÅD tt lufttomt, altsaa^den fdrste Overflade Z> intet ydre Tryk er 
underkastet, medens den anden C er underkastet den atmosphæriske Lufts Tryk« Den Deel BEC^ 
som ligger under det horizonlale Plan CB, er i Ligevægt alene ved sin egen Vægt, men deu 
verticale Colonue BD, hvis Hoide sA, er i Ligevægt med det constante Lufttryk ø, som fra C 
forplanter sig gjennem hele Massen C EB. Altsaa, ved at sætte Qviksolvets Tæthed —/i, haves 

liigh = m, (20) 

For fjb og g som uforandrede vil h blot .være smaa Forandringer underkastet, som svare til 
Forandringerne i Lufttrykket or, men Hiddelhoiden er paa hvert Sted bestemt ved Iagttagelser. 
For Paris er funden i Metre A=0,76. — Det aabne Rdr kan tænkes forlænget verticalt til 
Atmosphærens dverste Grændse, hvorved haves den verticale Luftcolonne, som er i Ligevægt med 
Qviksolvcolonnen i det lukkede Ror. Antages z i denne Luftcelonne regnet verticalt opad fra 
den nederste Grundflade C, saa haves i (7) X=0, ¥=0, 7== — g\ nemlig ved at tage Hensyn 
til Tyngdens Variation i vertical Retning 



idet r betegner Jordens Radius. Altsaa formedelst C^^)? "^^^ ^^ antage O constant og p=eø 

for «:i=0, 

• gT% grz 



*(1 + «©). 

I 

Vægten af en hvilkensomhelst Deel af Luftcolonnen, paa Enhed af Grundflade og begrændset mel- 

gg ds, som naar Integrationen udfdres, efterat Udtrykkene for q og 

g ere indsatte, findes at være den samme som Forskjellen mellem Værdierne af p for s«=/9 og 
z = y, F. Ex« for den hele Luftcolonne vilde man finde 
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Den sande Lov for p og q med Hensyn til store Holder i Atmosphæren kan ikke fremstilles, et- 
lerdi den Lov, efter hvilken Temperaturen d aftager med den voxende Hoide z er ubékjendt, og 
desuden Mariottes Lov, soni er lagt til Grund, ikke kan antages gjældende ved en stor Grad af 
FoTtyndelse og en meget lav Temperatur« Ogsaa maatte man tage Hensyn til Tyngdens Formind- 
skelse formedelst Centrifugalkraften^ der skyldes den daglige Rotation. Alligevel kunne Formlerne 
(21) anvendes for de mindre Holder , og navnlig dem , som ere tilgjængelige , folgelig lægges til 
Grand for Hoidemaalinger* Denne »vigtige Anvendelse af Formlen (21) for p bestaaer i, at man 
maaler w og p ved de tilsvarende Barometerhoider h og A\ idet man har 

altsaa ifolge Udtrykket for g 

,A f + g grz 



Heraf folger 



z 



=la,„^3[,A^2/(i^4-)](i+±), 



(22) 



eller man erholder som den forste Approximation, ved Bortkastelse af den meget lille Størrelse ~, 

r 



g A 



(23) 



som kan indsættes i hoire Side af C22), hvorved den noiagtigere .Værdie af z vil erholdes, men 
Udtrykket (23) vil allerede i de sædvanlige Tilfælde være tilstrækkelig^ Ved i (20) for h at 
sætte 0,76 eller Barometrets Hiddelhdide i Paris, og for g at sætte G, som betegner Tyngden 
sammesteds iG^%W^%^'^^ haves for Temperaturen 0=0 ifolge (4) 

^6«0,76s=:A9, 
men ved denne .Temperatur er Forholdet mellem Tæthederue af Qviksdlvet og af tdr atmosphæ- 
risk Luft . 

f^L ^ 10462, 



folgelig ft» 7951,12« G. Ved at indsætte dette i C23) og ved at multiplicere med /JO = 2,302585 
erholdes i Metre 



s =18308,13.- O + ctØ} log -7, 

g h 



(24) 



hvor log. betegner den briggiske Logarithme. For indsættes den halve Sum af de iagttagne 
Temperaturer af Luften, som finde Sted i. del nederste og dvcrste Punkt af den verticale Hoide z. 



Desaden naar Qviks6lvet8 Temperakorer i de samme Pankter ere i og t\ saa maae de observerede 
Barometerhdider H og JS' reduceres til de saade h og h\ d. e. som vilde svare til Temperatareo 0^ 

1 ^ ^ 

hvilket skeer ifolge Qviksdlvets bekjendte Udvidelse ved Varmen, som er ——- for hver Grad, altsaa 

5550 

t' 



\ 6650/' V 5550/ 

i 



som give —fzss-^ eller biot^ ved Bortkastelse af Qvadratet og hdiere Potentser af , 

ha t 5550 

1 + 

5550 

h H 



som er det^ der maa indsettes i 0^4). Da den vozende Temperatar af Luften fordger Damp- 
mængden *og derved formindsker Tætheden , har man fundet det rigtigt i Formlen (24) for a at 

4 

tage , som lidet overstiger den sande Yerdie (2). Tillige maa man formedelst Bortkasteisen 

1000 



af — tage den forste CoefBci'ent i Formlen lidt stOrre, og ifdlge Sammenligninger med Resultaterne 
r 

af de, trigonometriske Maalinger har man fundet 18393 som den Coefficient, der maa vere at ind- 
sætte istedetfor 18308,13 * —y Stedets Bredegrad forudsat at falde i Nærheden af 45^ Q^liÅge 

Aoffiond)* 

9. Theorien af Ligevægten af Fluider underkastede Tyngdekraften finder mange andre 
vigtige Anvendelser (f» Ex. NiveUerinstrumentel , Hæverten, Vandtrykpressen, Pompen), hvorom 
Oplysning maa sdges i de physiske Skrifter. Derimod maa her endnu undersøges Bestenunelsen 
for det hele Tryk, som en homogen tung Vædske udover mod en hvilkensomhelst plan Figur, der 
kan hdre enten til den indre Overflade af Karret eller til Overfladen af et nedsænket fast Legeme. 
Arealet A af de/iae Figur være decomponeret i Elementer doø, som ere underkastede perpendicn- 
lære Tryk bestemte ifdlge (15), pdæ^^gg^dæ, hvor » er Elementets Afstand fra det frie Niveau 
eller PL xy* Ved Sammensætning af alle Trykkene paa de enkelte Elementer erholdes, ifdlge 
Theorien af parallele Kræfter, det hele Tryk 

99f%dm^Q§Ai, (25) 



del C er Coordmalen efter 2*aef Axe lil Tyigdøpnnktet i Arealel. Dette Tryk bliver uforandret, 
medens Arealet omdreies i en hvilkensomheUt Stilling om Tyngdepunktet som et fast Pnnkt. Ap- 
plications-Ponktet for det hele Tryk, Trykkets Centrum, være bestemt ved Coordinaterae x^, y|, z^, 
som erholdes ifdige Sætningen om Momenterne af de paralleie Kræfter, nemlig 

fxzåm _ fyzdm Jz^dm . . 

Det kan bemærkes, at da Trykkene paa de ligestore Elementer ere voxende tilligemed z, maa 
Trykkets Centrum nddveudigen ligge lavere end Tyngdepunktet, uden netop naar Arealet er hori- 
zontdilt, hvorved disse to Punkter bringes til at falde sammen, som ogsaa sees af (26)^ der for 
» = f give apj8=|, yj = i7, «i=f (!•» ni, C'))- — Som Ezempel antag, at A er en Cirkel. 
Trykkets Centrum maa da ligge i den Diameter, som er perpendiculær paa den horizontale Diameter, 
thi den halverer alle de Elementer af Arealet, som begrændses af de consecutive horizontale Chor- 
der. Er c Afstanden til Niveauet fra det overste Endepunkt af denne Diameter, y Cirklens Held* 
ning mod Niveauets Plan, u Afstanden fra et vilkaarligt Punkt i Diametren til dens dverste Ende- 
punkt og a Cirklens Radius, saa haves 

jiaac + ttsinj^, iio»s=2V^2aii — n^ dn^ 
altsaa ifdige den 3die (26) 

f 2(c+iisinv)* v/2att — II« du ..^ 

•/o a*sin*y 

2| » — : — = c+asiny+7-- ? — -. 

^fl^Cc + asiny) 4(c + asinyj 

Sættes dernæst z^=^c+u^i\uy, erholdes u^ eller Værdien af « svarende til Trykkets Centrum: 

a*sin y. 

«. r=a+ ^ — . • 

4(c + asin;^) 

F. Ex, for p^ssO reduceres if| til a eller Trykkets Centrum falder sammen med Tyngdepunktet; 
for c BS O, d, e. naar det Overste Punkt af Cirklen ligger i Neveauet, haves ifi={a, altsaa uaf- 
hængig af Y> Naar overhoved Figuren A har en Diameter, som under en Yinkel a skjærer Sy* 
stemet af de med hinanden paralleie og horizontalt stillede Chorder i deres Midtpunkter, saa være 
« regnet henad denhe Diameter fra dens Overste Punkt, Chorden være = f(u)^ tillige være c og p' 
de samme som for Cirklen, og h være hele Diametrens Længde i den givne Figur. Man vil da have 

s = c + «sinasin;^, dco «= sin a «/*(«) d«, j4^==8ina. / !if(u)duy 

altsaa ifdige den 3die (26) 

,h 
(c + « siha sinyy^f (u) dm t 

1- =s c + tf 1 sina siny, 

(c + « sina sinj^) /*(«} du 



f 



/ 
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Analytisk JUechaniL ^7 
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som tjener til al fiode tfi. Værdien af u svarende til Trykkel« Centmm« ^, Ex. for ^=0 erhol- 

ufin) du 

des fij t=s -—- d, e. Trykkels Centrum falder sammen med Tyngdepunktet. For c = O 

f(jt)du 
o 

erholdes 11^ = — j ,'8om er uafhen^gt af y, og som viser, at Trykkets Centrum falder 

/ ufiu-ydu 
^ o 

sammen med Tyngdepunktet i el andet Areal beskrevet om den samme Diameter ved Forandring 
af Chordeme /*(«) lii uf(u). 






10. liaar et fast Legeme befinder sig i en homogen Vedske, enten heelt nedsænket, eller 
med en Deel nedsænket^ idet den anden Deel er hævet over Niveanet, saa vil det hele Tryk, som 
Vædsken nddver paa den nedsænkede Overflade, findes saaledes« Alle de Elementer dm tf denne 
Overflade, som svare til den samme Coordinat ;s, indslnttede nemlig af to eonsecntive Niveau-Pla- 
ner, bestemte ved z og z + dzy ere underkastede normale Tryk pdco, for hvilke p*=Qgz har den 
samme Værdie. De horizontale Composanter af disse Tryk, nemlig efter Axerne x og y, komme 
altsaa til at hæve hinanden C-^rt. 2), hvorved de verticale Composanter blive tilbage, 
pdm cosf=Q g z dxdy y den samme som Vægten af en verticai Colonne af Vædsken paa Grund- 
fladen dxdy og med Hoiden z. Naar to modstaaende Elementer dco af den nedsænkede Over- 
flade, svarende til z og Z|, have fælleds Projection dxdy^ saa ville de tilsvarende verticale Tryk 
være dirigerede mod hinanden^ og ville, idet z^z^^ kunne sammensættes til et eneste opad- 
gaaende Tryk 

Q9(z'-^{)dxdy, 

som er liigt Væglen af den verticale Colonne af Vædsken, hvis Volumen er liigt det af den ver- 
ticale Cylinder i del nedsænkede Legeme, som er indslulte't mellem de to Elementer dm. De- 
eomponeres hele del nedsænkede Volumen i Elementer, som ere verticale Cylindre omskrevne om 
Flade-Elementerne dm af den nedsænkede Overflade, saa ville alle de opadgaaende Tryk, som 
disse Cylindre ere underkastede , ved Sammensætning give det hele Tryk liigt Væglen af den 
Masse af Vædske, hvis Volumen er del samme som del nedsænkede Volumen, dette Tryk dirigeret 
verlicalt opad og appliceret paa Tyngdepunktet af samme nedsænkede Volumen. Delte gjælder 
ogsaa om en helerogen Vædske, som er i Ligevægt, hvor p bestemmes ved (15), og det gjælder 
om en Gas. Desuden vil Tyngden g kunne antages variabel ligesom p, Funclion af z. Over- 
hoved vil et i et Fluidum nedsænket Legeme tabe i Vægt saa meget som den Deel af Fiaidet 
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veier, hvis Plads Legemets nedsæokede Deel indtager. Denne Sætning, fdrst fremsat af i4rcA«medes, 
indsees ogsaa deraf, at Ligeymglen af et Flnidam underkastet Tyngden ikke kunde forstyrres, idet 
en hvilkensomhelsl Deel deraf blev fast, hvoraf slnttes, at det hele Tryk, som en hvilken- 
somhelst Deel af Fluidet er underkastet, netop er liigt og modsat denne Deels Vmgt; men 
dette Tryk maa dernæst blive uforandret. Om den samme Deel af Fluidet blev ombyttet med 
et hvilketsomhelst fast Legeme af samme Form. — For et Legeme, hvis Middeltæthed =^ og 
hvis Volumen »» K, er Vægten i det tomme Rum bestemt ved H^^gVj (I, III, 1), men for det 
samme Legeme heelt nedsænket i et homogent Fluidum, hvis Tæthed <»p, vil Vægten blive 

P=^gV(^J — p). Altsaa haves — ^==r= , saa at Forholdet — vil være bekjendt, naar ved 

Q II — P Q 

Veining de to Vægte II og P ere fundne. Den accelererende Kraft, som Legemet, heelt ned- 
sienket i Fluidet, er underkastet formedelst Tyngden^ er -^-j=ag(l — -^V som er den Størrelse, 

der maa tages istedetfor g ved Unders6gelsen af Legemers Bevægelse, naar denne ikke foregaaer 
i det tomme Rum men i et Medium, hvis Tæthed -sp, hvorimod g betegner Tyngdekraftens Stdr- 
relse i det tomme Rum. Denne Correction maa altsaa blandt andet foretages ved Bestemmelsen af 
Pendulets Oscillationer, forsaavidt disse antages at foregaae i et MeiUum,, som gjdr Modstand 
(f. Ex. i Formlen for Oscillationstiden II, I, (190}). Mnar QK.jd, bliver blot g formindsket, 
men dens Retning uforandret. For q^=^A forsvinder Kraften, og for p>^ er den negativ, saa 
at et Legeme heelt nedsænket i et Fluidum, hvis Tæthed er storre end Legemets Middeltæthed, 

bliver bevæget verticalt opad ved en constant accelererende Kraft B^f -^ — iV Denne Kraft 



er 



mindre end, Hig med eller stdrre end Tyngden, eftersom ~<2, «»2, >2« Ved Beregningen / 

af den opadgaaende Bevægelse af en Luftballon maa man i Udtrykket for den accelererende Kraft, 
som skyldes deels Tyngden deels Luftens , Modstand , tage Hensyn til Variationen af q (Art. 8), 
ligesom ogsaa i Tilfæfdet af meget store Hoider til Variationen af g, 

11. Naar en Vædske er i Ligevægt, og et fast Legeme, som har en mindre Middeltæthed 
end Vædsken, nedsænkes deri^ vil dette Legeme almindeligen kunne komme i Ligevægt i forskjel- 
lige Stillinger, saaledes at en Deel af Legemet er nedsænket, en Deel hævet over Niveauet Be- 
tingelsen for denne Ligevægt er, at Legemets Vægt og den Vædskes Vægt, hvis Plads indtages af 
Legemets nedsænkede Deel , ere ligestore, samt at Tyngdepunktet af Legemet og al den omtalte 
Vædske ligge i den snmme Vertical. Er alene den fdrste Betingelse opfyldt, men ikke den anden, 
ville de to Kræfter med hinanden danne en Svingkraft, som nddrendigen maa bringe Legemet i 

47* 
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Ondreining. Br alene den anden Belingelse opfyldt, ril Legemel beveges Teiiiotll ved tX aynke 
eller heves, eftersom enten Legemets eller Yedskens Vegt er den overveiende. Naar ingen af 
Betingelserne er opfyldt, ville begge Slags af Bevegelser finde Sted. Er Vedsken homogen saa- 
velsom Legemet, der flyder paa dens Overflade, ville Tyngdepnnkterne af den nedsenkede Deel og 
af Yedsken, hvis Plads den Indtager, falde sammen i eet Pankt For da at bestemme Legemels 
Ligevegtsstillinger, maa man gjennemskjere det ved et Plan, saaledes at Volnmen af den ene Deel 
foriiolder sig til Yokmen af det hele Legeme som Legemets Ti^ed til Vedskens Tetbed , og al 
den rette Unie, som forbinder Tyngdepunkterne af den samme Deel og af det bele Legeme, er 
perpendiculer paa det skj erende Plan. — Som Exempel i>etragtes et ret tresidet Prisme med 
Kanterne stillede borizontalt. Det kan i Ligevegtsstillingen have enten en enkelt Kant eller lo 
Kanter senkede under Niveanet Det fSrste af disse Tilfelde betragtes forst. Da Prismets II6ide 
ingen Indflydelse har paa Ligevegtsstillingen, og da ethvert Plan parallelt med Kanterne deler Vo- 
lumen i samme Forhold som Grundfladen, vil det vere tilstrekkeligt at betragte denne sidste, 
nemlig A-^BC (Fig. 63). ED vere Nweaulmien d. e. Skjeringslinlen med Niveanet, saa at 
det nedsenkede Triangel er C DB. Tillige vere M o% N Midtpunkterne uf ^B o^ DEy saa at 
Tyngdepunkterne i A^BC og i /^CDE ligge i CM og CN^ som derved deles i samme Forhold 
2:1, hvoraf fdlger, at Linien gjennem Tyngdepunkterne er parallel med MN. Han skal følgelig 
have MN-^DE eller MD^saME. Betegnes Trianglets Sider ved a^ hy c^ modstaaende til Vink- 

/\CDE XV 

lerne ^,ir, C, og settes CD=Xy CE=y, folgelig ;, = ^> «e«es tillige Cifc=A, mCB^=^:Kiy 

A j4DC a b 

^MCj4^=fi^ og betegnes ved r Forholdet mellem Legemets og Vedskens Tetheder, saa erholdes 

til Bestemmelse af x og 3r: 

xy^^rab, æ* — 2Ai;oosa«»y' — 2kyeosp. (27) 

Ved Elimination af y udkommer 

x* — 2Ai;'eosa +2ra6Aa;C08/? — r«a*6* = 0» (28) 

Denne Ligning vil ifSlge Leddenes Fortegn have en negativ Rod, en positiv Rod, desuden to Rdd- 

der, tom enten ville vere positive eller imaginere; men man kan alene betjene sig af en positiv 

rab 
Rod a? < a og som tillige gjdr y < * d. e. < *, eller man maa have 

X 

r a < a? < fl. 

Det stdrste Antal af Ligevegtsstillinger for en enkelt nedøenket Kant er f6lgelig tre, hvilket gi- 
ver ink ni Ligevegtsstillinger i det hdieste, idet man har ligninger nnaloge HMd (SS) for de 
andre Kanter B og A, Naar to Kanler, jé og B^ skalle vere begge nedsenkede, kan maa an- 
tage Fiirkanten AB DE nedøenket, men ACDB over Nivennet, saa at den 2dei Betingelae (27) 
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endnu maa være opfyldt, men tillige — -—- = r eller 7-^^= 1 — *"> nvilkel giver den 1ste 

/SABC /\ABC 

Beliiigeltt (27) Ted blot Forandriag af r lit 1 — r. Herred erholdes ogaaa Ligning Qtff) ved 

samme Fofaadriag af r til 1 — r, hvoraf i|jen udledfes i det hOieste Ire Ligevægtsstillinger, idet 

man kan betjener sig af de positive Rodder o?, som konde falde i Intervallet fra (1 — r)a til a. 

Ligesaa for de andre Kanter, B eller A^ hævet enkelt over Niveauet, saa at det hdieste Antal af 

Ligevægtsstillinger af det tresidede Prisma med horisontale Kanter vil være atten. Naar specielt 

A^BC er ligebenet, haves 

ffe=6, COS a = 608^=3—, Å«=a^ — Jc*, 

hvorved Ligningerne OtT) reduceres til 

xy = ra'^y x^ — y* Qx — y) = 0. (29) 

• tf 

Heraf fdlger strax den Opldsning 

x»y = aV/r, (30) 

saa at det nedsænkede Triangel ogsaa er ligebenet Ved at udskyde Faetoren x — y af den 2den 

Ligning C^) erholdes dernæst Betingelserne 

2&ft 

xy^ra^f x + y^ , 

a 

hvoraf en anden Opldsning udledes svarende til o; og y som Rddder i Ligninger 

«•— «+ra*s=0. 

a 

For at disse Rddder^ 2 &=> — (h^ sL yh^ — r a^), kunne være positive mellem O og a , maa man 
have <»'<-i eller 

f!i^<.<:C^4f!2!. (81) 

For Kanten C hævet over NiVeauet haves altsaa, ved Forandring af r til 1 — r, 

ap = y = «\/l — r, (32) 

og desuden to andre Ugevægtsstittinger, hvor ACDE er uligebencl, men hertil udkræves, at 

e^ (a;^-£c^ (33) 

2«* 2«* 
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Naar r falder sammcu ned den hoiere Grcndåc C^l), eller den lavere Grendse (33), blive Red- 
derne s ligeslore^ hvorved den anden Oplosning bliver identisk med den f6rste, (30) eller (32). 
De lo Ligevægtsstillinger , som den anden Oplåsning beslemmer, ere symnetriske med hinanden, 
svarende til blot Ombytning af o; og y. I Tilføidet a ee 6 ^ c redneeres Betingelserne C31) til 

« 

12. Rette Prismer og Cylindre, som ere homogene^ have stedse Ligevægtsstillinger, i 
hvilke Grundfladerne ere horizontale, thi den nedsænkede Deels og det hele Legems Tyngdepunkter 
ville da ligge i den samme Vertical, og dennes hele Længde mellem Grundfladerne deles ved Ni- 
veaaets Plan, saaledes at det nedsænkede Stykke og den hele ere i samme Forhold som det ned- 
sænkede Volumen til det hele Volumen. Dette Forhold maa da blot bestemmes som liigt .med det 
givne Forhold af Legemets og Vædskens Tætheder. Disse LigevægtssUllingcr ere dobbelte for 
hvert Legeme, da enten den ene eller den anden Grundflade kan nedsænkes. Ligeledes vil et- 
hvert Revolutions-Legeme, og almindeligen ethvert Legeme^ som er symmetrisk med Hensyn til en 
Axe, tilstæde to Ligevægtsstillinger, i hvilke Azen er vertical, efterdi denne Aze vil indeholde 
baade hele Legemets og den nedsænkede' Deels Tyngdepunkter. F. Bx. for en homogen BUipsoide 
med ulige Axer, udtrykt ved 

X* y* »* 

være z^nes Axe vertical, og ti være Centrets Afstand fra Niveanet, regnet positiv eller negativ 
eftersom Centrum er over eller under samme. Z være Arealet af det elliptiske Snit perpendicu- 
lært paa z*nes Axe^ samt r, som forhen, Forholdet mellem Tæthederne af Legemet og Væd- 
sken, altsaa 

O 
men Z^=^nahi\ — ^K saa at Ligningen til Bestemmelse af ti er 

II« — 3c«fi — 2(2r — l)c» = 0. 
Denne Ligning har tre reelle Rddder, nemlig 

2 c cos^ e, —2c cos (60® — \0), — 2 c cos (60® + \ (?), 

idet cosØ = 2r— 1. Da \0 ligger mellem O og 60^, maa den fdrste Rod forkasies som be- 
liggende mellem 2 c og c, ligeledes den anden beliggende mellem —c og — 2c, hvorimod den 
tredie er gjældende, idet den stedse falder mellem JLc. F. Ex« for r^sO, |>, 1 erholdes respec- 
tive fi >= c , O, — c. — Det kan bemærkes , at et hvilketsomhelst symmetrisk Legeme, enten homo- 
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%tnX eller blol besUaende af komogeiie Lag perpendicoløre paa Axen, nedsunket i forskjellige 
Vedsker med Axen stillet vertiealt og bestandigen i samme Retiiing, vil synke til forskjellige 
Dybder, idet de nedsenkede Volamina stedte maae forholde sig omvendt som Vædskemes Tøthe- 
der. Herpaa er Arøometret grondet, tjenende til at bestemme Forholdene mellem Tethedeme af 
homogene Yædsker» 

13. Det vil ofte vøre af Vigtighed at slgelne mellem Stabilitet og Instabilitet af Lige- 
vægtsstill ingen af det nedsænkede Legeme. For et Prisma med horizontale Kanter maae de stable 
og instable Stillinger fdlge paa hinanden afvexleude. Naar det nemlig Qernes fra en stabel Lige- 
vægtsstillittg for at nærmes til en fdlgende stabel Stilling , yH det stræbe at vende tilbage Hil den 
fdrste , saalænge det ikke er Qemet ndovei^ en vis Grændse , hvor det maa gaae over imod den 
fdlgende Stilling. Der maa altsaa være en mellemliggende instabel LIgevægtsstilling. Den almin- 
delige Betingelse for Stabilitet (11^ 11, 11) anvendes paa nedsænkede Legemer saaledes. Et fast 
Legeme, enten homogent eller heterogent, være nedsænket i en homogen Vædske, som er i Lige- 
vægt. Tilfældet af en heterogen Vædske vilde være at nndersOge paa ganske lignende Maade. 
AN BI (Tig. 54) være Niveaulinien i Legemets Ligevægtsstilling, Arealet indslnttet af samme være =3^^, 
Tyngdepunktet i dette Areal være C« Tyngdepunktet i Legemet være 6, Tyngdepunktet i den 
uddrevne Vædske i Ligevægtsstillingen O, saa at Linien GO ^?l. AN Bly tillige være GO^Bsa, 
regnet positiv eller negativ eftersom O ligger over eller under G. Vædskens Tæthed være Qy 
Volumen af den uddrevne Vædske ANBD^=^Y^ Legemets Masse ifosp K Idet Legemet forflyttes 
uendelig lidt ud fra Ligevægtsstillingen, kan man antage, at det sænkes dybere, hvorved LQM 
bliver Niveaulinie, og tillige Linien GO bringes til at helde under en Vinkel O mod den verticale 
Retning GF. Gjennem C lægge man et horizontalt Plan, som skjærer Legemets Overflade efter 
Linien L'NM'ly og NCI være Skjæringsllnien for Planerne AN BI og llNUtL De samme Planers 
Heldning er liig Oy og man antage y = CK^ ?\,LQM, Idet Vædskens Niveau tages som PL rry, 
og s^nes Axe er vertical i Tyngdens Retning, haves ifolge Formlen for den levende Kraft (II, II, (17)) 

2mv^ =22mfZdz + C, (34) 

hvor 2 i hoire Side maa udstrækkes deels til alle Masse - Elementer m af Legemet, idet tillige 
Z=^gy deels til alle Masse-Elementer m af den uddrevne Vædske LQMD, idet Zs= — g. Det 
fdrste giver 2gfzdm^2gM^y idet f er Afstanden fra G til Niveanet Den anden Deel af 2y 
hidrdrende fra Vædskens Tryk, beregnes særskilt for den Deel LQMllNUt y indsluttet mellem de 
to horizontale Planer LQM og L'Nåt, og særskilt for L'NStDy som ligger under Fl. L'NJn\ 
Istedetfor denne sidste Deel tages igjen ADB eller det Volumen V, som ligger under PI. AN Bly 
og som er ligestort med L'NBfDy efterdi C er Tyngdepunktet i Arealet y^ og Heldnipgen d mellem de 
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to Plaser AN BI og LNM'I er uendelig lille, saa al den meileailiggende Deel af Legemete Over- 
flade kan betragtes som cylindrisk (I, III, 4)* Derefter maa endim S beslemmes for de lo lige- 
store Segmenter NlitB og NIAL\ den fdrste af disse Dele af 2 adderet 10 det. foregaaende, 
den anden snbtraheret« For disse forskjellige Dele af 2 haves ^Smfzdi^^^^QgJ zém^ 
idet dia betegner Elementet af Volumen. Nu findes 1? for den uendelig lille Cylinder, som de 
to horizontale Planer LQM og llNåt indslutte, dm^Adz^ altsaa f%dm^Afzdz=\Ay^^ 

der er den samme hvad enten y er positiv eller negativ (vLtmM^ I zdz^= — f %dz=*^y*j 

d. e* hvad enten Legemet er bragt ud af Ligevægtsstillingen ved en dybere Nedsankning (som i Fig.} 
eller ved en Hævelse. 2* For ADB^V haves /sd««= KCf — acos^. 3? Fra et vilkaar- 
ligt Punkt B i Arealet NBI drages en Vertical AT* tit del horizontale PU ifH'/, man nedfelde 
ii»li5J./W, og man drage 57, saa at ^A5 7«0. Er nn <iA et Flade-Element af Arealet 
NBf^ hvortil det vilkaariige Punkt B hdrer, saa haves dw som den rette Cylinder med Hdiden 
BTaaz u sind og Grundflade = dX cosØ, f61gelig dw « udX sind cosØ. Momentet heraf er iy + ^BT) dor, 
saa at det hele Segment NlitB giver 

J^zdw =y"(y + i « sind) udX sind cosd, (36) 

Integralet udstrakt til alle Elementer d A af Arealet NB I. 4? Ligesaa erholdes for Segmea- 
tct NI AL' 

f%dw ^Jiy — i « sind)« dA sind eosd, (36> 

Integralet udstrakt til alle Elementer dA af Arealet NAL Da Udtrykket (36) skal trekkes fra 
(35), kunne begge disse Integraler samles til det ene (35) ved at regne u som positiv eller 
negativ, eftersom den falder paa den ene eller den anden Side af iV/, hvorefter Integralet bliver 
at udstrække til alle Elementerne dX af hele Arealet ANBL Man har /«dA=0, efterdi Area- 
lets Tyngdepunkt C ligger i Axen iV/, saa at Integralet (35) udstrakt ^1 det hele Areal giver 

idet Ah^z^^u^dX er Inertiens Moment af Arealet A med Hensyn til Axen NL Ved nu at 
samle alle Delene af 2 i h6ire Side af (34) erholdes 

2m9^ =—QgA y* '^2Qg Va cosd — Q g nin^deoad . Ak^ + C 
eller ved Bortkastelse af d*, d^,... og Forandring af ConsUnten C 

^^mv««- ^ir>^y^— p^(Fa + >^A«)d* + C, (37) 



Betingelsen for Stabilitet er, al dette Udtryk betragtet som Fanotion af ;^ og bar sit Maximum 
for /eaO og d=^Q, bvortil udkrsves^ at CoefBcienterne for y^ og 6* maaevære begge negative, 

altsaa at a maa enten Y»re positiv eller ogsaa falde i Intervallet fra O til * Legemets 

■ 

Tyngdepunkt G maa altsaa enten falde under den uddrevne Yædskes Tyngdepunkt O, eller G maa 

ikke falde over O i en stOrre HOide end , idet V er den uddrevne Yædskes Volumen og 

for jih* tages det mindste Inertiens Moment af Arealet ué i Legemet, begrændset af Niveaulinien, 
dette Moment taget med Hensyn til h\ilkesomhelst Axer dragne i Planet af samme Areal jé gjen- 
nem dets Tyngdepunkt* Det Punkt beliggende over O i Verticalen G O, som angiver det overste 
Sted , ' over hvilket G ikke maatte falde , dersom Ligevægten skulde være stabel , har man kaldt 
Meiacenlrum, saa at Betingelsen for Stabilitet sædvanligen udtrykkes derved, at Legemets Tyngde- 
punkt G ikke maa ligge over Metacentrum*}* 

14* Kl Legeme, som er symmetrisk i Henseende til Figur og Tæthed med Hensyn til et 
Plan, vil nedsænket i en homogen Yædske, hvis Tæthed q overstiger Legemets Middeltæthed, have 
Ligevægtsstillinger , i hvilke Symmetrie - Planet er verticalt. Bringes det ganske lidt ud fra en 
stabel Ligevægtsstilling af denne Slags, saaledes at Symmetrie-Planet har beholdt sin verticale 
Stilling, og man antager, at der er ingen Begyndelseshastighed , saa vil Legemet komme i smaa 
Oscillationer, ved hvilke* Symmetriep-Planet nddvendigen maa vedligeholde sin verticale Stilling. 
Disse Oscillationer bestemmes saaledes. Fig. 65 fremstiller Legemets Stilling til en hvilkensomhelst 
Tid, idet Figurens Plan falder sammen med Symmetrie-Planet, og Betegnelserne idvrigt ere de 
samme som i Fig. 64, kun at H betegner Skjæringspunktet af Axen GO med PI« ABy og man 
sætte GH^sq^ CH^^p, altsaa ^^^qcosd'—paind-^y eller 

S-^q+r-pe. (38) 

Ifolge Prinoipet for Yedligeholdelsen af Tyngdepunktets Bevægelse (II, II, 5} maa G bevæges 
verticalt som et frit Punkt underkastet deels Kraften Mg i Tyngdens Retning, deels Trykket af 
Yædsken i modsat Retning af Tyngden, dette Tryk bestemt ved Yægten af den uddrevne Yædske 
LDMf hvis Yolumen, formedelst Ligestorheden af Segmenterne BC3/ og ACL\ er Vi-yéy^ altsaa 



*) Den Betragtning, som man tidligere har lagt til Gmnd for Undersøgelsen af nedsænkede Legemers 
Stabilitet og Bestemmelsen af * Metacentmm , og som vel endnu hyppigen bruges i elementære 
Lærebøger (oprindeligen efter Bouguer), maa forkastes som vildledende og indeholdende Urime- 
ligheder , hvoipaa Duhamel har gjort opmærksom (s. Jouinal de Técole roy. poljrt, 24b< cah., 
Pag* 12—16). 
AnayiUk JfscAma. 48 
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eller ifélf c (38), og formedelst if «= g V, 

d^y d*d gJ ^ ,„^. 

d$^ " dt^ y^ ^ ^ 

Tillige vil Legemet rotere om G betragtet som et fast Punkt, saa at Legemets Vegt ikke herved 
kommer i Betragtning, men alene Vædskens Tryk, og denne Rotation maa bestandigen foregaae 
om den samme horizontale Axe gjennem G perpendiculsr paa Symmetrie-Planet. Momentet af 
LML'St, regnet positivt naar det virker til at formindske 0, er 

p ^ -^y C^ sin 5 + p cos 6) 
eller blot QgApy* ^^^ ADB^=sV haves Momentet gg VaØj thi denne Masse af Vædsken har 
sit Tyngdepunkt i O. Derefter sdges Momentet af JUfCB, decomponeret i Elementer som forhen, 
og Momentet af ACL' fradrages. For Elementet af SfCB findes Momentet 

QgOudX.[g$ind + (p + u)coa$] 
eller blot ggOulp-i-uJidX. Ved at regne u positiv eller negativ som forhen erholdes for de 
to Segmenter 

ggOjuCp+vOdXy 

Integralet udstrakt til alle Elementer dX af Arealet ^, altsaa ' som forhen J*u dX^^O ogj^u^é X^^jéh*^ 
saa at man erholder blot ggO^h^* Ved at samle alle de fnndne Momenter erholdes (11, 111, (6)) 

d^Ø 
— Mk^—^Qg^py-^ggiVa-hAk^ie, 

idet Mh^ betegner Inertiens Moment af hele Legemet med Hensyn til Rotationsaxen, folgelig 

d*9 g^P giVa+Ah^:i 

5ii-+7iFy+ v9 — ^^^' ^^^> 

d^O 
Denne Ligning i Forbindelse med (39) tjener til at bestemme y og 0* Ved at eliminere -— og 

ved at sætte 

Vk* * . '^^ Vk> ' ^ Vk*' ^"^ 

I 

erkttldec 






(42) 



Han sette 



379 

Y^fie^x^ (43) 

idet /( er en Constant bestemt ved P(jp+fi) — Qjy+iuQ^fi = eller 

?^* + (iV — P)^ — Pp = 0, (44) 

saa at Ligningerne (42) ^ive denne enkelte Ligning til at bestemme x: 

dfix 

^ + (i\r+^Øx«o. (45) 

Integralet herafer x=Cco8CviV + /e Q, idet til 1=0 skal svare t-*='0, efterdi der er ingen 

Begyndelseshastigbed. Betegnes ved /li^ ^S Mi ^^S^S® Redderne i Ligning (44}, erholdes ifolge 
(43) Systemet af to primitive Ligninger 

y^fi^e = Ccos I v/iV + ^j^, Y + fx^d = C'cos t \/n+ ^,^, \M) 

hvor Constanterne C og d maae bestemmes af de oprindelige Værdier af j^ og 6 svarende til 
t = 0. Formen af Ligning (44) viser, at naar p ikke er O og P er positiv, blive ^^ og fjL% 
reelle, den ene positiv, den anden negativ. Sarttes na 

og elimineres ved Hjælp heraf /i af Ligning (44), erholdes 

hvis R6dder ere reelle (efterdi ^| og ^, ere reelle), altsaa positive. Formlerne (46) fremstille 

altsaa Oscillationer, ved hvilke y og forblive meget smaa. Det samme vil ogsaa være Tilfældet, 

iV 
naar P = 0, hvilket giver ^ftj=0^ i«*«= r? ^lMsm 

N 
Y^^CcosiYNj — fl«=Ccosl/7V — C'. (47) 

Derimod, naar P er negativ, bliver den ene Bod y negativ, hvoraf folger, at j^ og maae udtrykkes 
ved Exponentieller , saa at Legemet fjernes fra Ligevægtsstillingen , eller denne er instabel. Da 
Fortegnet af P er det samme som af Va+h^, saa erholdes herved atter den forhen fundne Be- 
tingelse for Stabilitet, nemlig at Punktet G ikke maa falde over Hetacentret *). Endnu kan be- 
mærkes,' at naar fra C afsættes hénad Linien AB Længderne fii og /li^j til den ene og den an- 



*) De 5 som anvende Boaguer's Hethodey antage Ligevægtens Tilstand at være ligegyldig, naar G 
falder i selve Metacentret , kvilket er urigtigt ; thi endou i dette Tilfælde vil der være Stabilitet, 
hvilket ogsaa Udtrukket (3r) viser. 

48» 
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den Side efter Fortegnene, erholdes to Pnnkter, hvis Afstande fra Niveanet netop ere bestemte ved 
Udtrykkene C46), saa at den verticale Bevægebe af ethvert af disse Punkter er den samme som 
Oscillationen af det enkelte Pendul i meget smaa Buer. I Tilfældet p^=0, som finder Sted, naar 
Legemet ogsaa er symmetrisk deelt ved et andet verlicalt Plan perpendicuiært paa det fOrste, saa 
ville de to Ligninger (30) og (40) (eller Ligningerne (42)) kunne særskilt integreres, nemlig 



y=-Cco«< ( ?—, tf=CiCosiyp, 



(48) 



hvoraf atter Betingelsen for Stabilitet kan udiedes. Naar i dette Tilfælde oprindeligen /:=0, saa 
haves Cs=0, saa at y maa vedblive at være O, altsaa ifolge (38) f =»9 d. e. Tyngdepunktet er 
ubevægeligt, og Legemets Bevægelse bestaaer alene i Rotationen. Ligeledes, naar oprindeligen 
=s O , vil man have C| =» O , hvorved Rotationen bortfalder , og Bevægelse finder alene Sled i 
vertical Retning. — Som Exempel kan bemærkes den homogene Ellipsoide. Ifdlge Betegnelserne 
i ArU 12 haves 

nab 



^f Zd»=^^(c^tt)(2c« — c« — ««), 

J n 3C* ^ ^ ^ 



nab 



•^Ya^l Z%åz^ — ^(c 
•/ » 4 c* 



% - ti«)«. 



dr« v^ 
For Ellipsen , bestemt ved -~ + ^ = 1 , er Inertiens Moment med Hensyn til den store Axe eller 

a* 6« 

jp'nes Axe saaledes bestemt: 

r.« 

O 

6« C ti* 

idet y« a=a -_ (a« — x«)!. Indsættes nu for a og 6 Halvaxeme \'A^ nemlig «J 1 og 

tf ^ c« 






i'-i' 



erholdes 



91 tf 6' 

4 c* 



Betingelsen for Stabilitet, --aV ikke storre end Ah"^, vil dernæst give c <^ 6, og ifolge den fore- 

gaaende Antagelse var igjen b'^a, I Tilfældet af ulige Axer maa fdlgelig den mindste Axe 

være verticaU Oscillationerne om x^nes eller y^ats Axe ere bestemte ifdige (48), idet k^ =^i (6«+ c*) 
eller *««i(a* + c*) (U, II, 17, H). 
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ligecægtsfigurer af Vædsker roterende om en Aoce. 

15« Ea Vædsk« underkastel accelererende Kræfter og eensformigen roterende om en 
uroranderlig Axe vil under visse Betingelser knnne komme i Ligevægt ved at antage en bestemt 
Figur, saa at Rotationen derefter er ganske den samme, som hvis hele Hassen havde været fast. 
Ifolge d^Alemberts Princip maa der være Ligevægt mellem de givne accelererende Kræfter og 
Kræfter lige med dem , som vilde frembringe d^en Bevægelse , som Systemet i Virkelighed har, 
disse Kræfter tagne i modsat Retning. Man maa altsaa knnne anvende Ligning (6) ved blot til 
Kræfterne Jf, Y, Z at fdie Composanteme af Centrifugalkraften, som skyldes Rotationen. Antages 
«'nes Axe som Rotationsaxe, og er den constante Rotationshastighed bbcø, haves 

dp^Q^Xåx-k-Y dy '^Zdz-^eflxdx'^^'^ydyy (40) 

For den frie Overflade erholdes, istedetfor CIO), 

9)+i«^(a:«+y«)=C, (60) 

hvor C bliver at bestemme som forhen. F. Ex. for en homogen Vædske roterende om en vertical 
Axe og alene underkastet Tyngden haves X^^-O, y^sO^ Z= — g^ idet s'nes Axe er regnet positiv 
opad, altsaa 

2^C» — O = «•(«* +y«), 
saa at den frie Overflade er en Revolutions-Paraboloide om ft'nes Axe* Den indre Overflade af 
Karret være en ret Cylinder, hvis Axe falder sammen med z'nes Axe og hvis Grundflade er i 
PI. xy. Radius af denne Grundflade være ø, ogVædskens Hdide, naar den er i Ligevægt i Karret 
uden Rotation, være A, fdlgeiig det hele Volumen 



ne!^h^=^2n f »rdr^ 



m 



idet r«==x« + y«, altsaa z==c+—r^. Ved at indsætte dette og integrere erholdes 

2g 



w 



A«=c+ — a«, 
Ag 

hvor^'ed c bestemmes, hvorefter Ligningen for den frie Overflade kan fremstilles saaledes: 



CD 



*_A«_(r*_4a«). 



(51) 



Til r«« og til r«asO svare de yderste Værdier af «, d. c. Vædskens Hdide ved Beroringen med 



(O 



den indre Overflade af Karret og densH6ide i Midten af Karret eller i Axen, nemlig z^^hjL — a^. 

Ag 
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Naar Værdien svarende til nederste Fortegn er negativ, kommer Toppunktet af Paraboloiden til at 
falde under PI. xy, eller en Deel af Grundfladen er ubedækket af Vædsken. Denne Deel er en 
Cirkel concentrisk med Grundfladen, og dens Radius er den til ^^=0 svarende Værdie af r i 
Ligning C^l). For Trykket p erholdes ifolge (49) 

hvor Constanten c bestemmes ved det ydre Tryk paa den frie Overflade, nemlig p^^w idet z ad- 
trykkes ved (51), altsaa 

f «=W+pp(A — »)+Jp««C»^— i«*). (62) 

Dette Udtryk er bestandigen positivt og voxende for de successive Niveauiag regnede fra den frie 
Overflade; thi disse Lag maae bestemmes ved til hdire Side af (51) at f&ieen negativ Conslant — «, 
hvis numeriske Værdie vo.ter continuerligen , eftersom Lagene Qeme sig fra Overfladen. For en 
hvilkensomhelst Niveau-Flade erholdes almindeligen 

5 — A = _ (r« — » a«) — a, p^Wi^gga. (53) 

Ligesaa kan man bestemme Ligevægtsfiguren af en homogen Vædske og Trykket paa ethvert Sted 
i samme, naar den roterer eensformigen om en uforanderlig Axe og alle dens Elementer tiltrækkes 
til hvilkesomhelst faste Centrer, eller frastødes af samme, efter givne Love, udtrykte ved Functio- 
ner af Afstandene. 

16* En Vædske roterende om en uforanderlig Axe , s^^nes Axe , være underkastet de 
gjensidige Tiltrækninger« som alle Elementerne af Hassen uddve paa hinanden efter en given Lov, 
udtrykt ved ^C^), en Function af Afstanden ti. Naar Vædsken har antagen en vis LigevægCsflgnr, 
som vedligeholder sig uforandret under Rotationen, der finder Sted ganske som hvis hele Massen 
var fast, saa maa denne Figur selv i ' Forbindelse med Loven for Tætheden q bestemme Compo- 
santerne Xj Y, Z for et hvilketsomhelst Punkt. Ere ^, ^, ^ Coordinalerne til et vilkaarligt Punkt 

ilT AT 

i Hassen eller paa den frie Overflade, og betegner T det tilsvarende Potential, saa «t , , 

rf| drj 

dT 
— — ere de tre Composanter efter de positive Axer (I , IV , 1) , saa haves ifdlge C^O) til Be- 

9 

stemmelse af den frie Overflades Ligning mellem ^, tj, ^ 

d r — O)« CSrff + ^7 rf^) = O, (54) 

idet dT er det totale Differential af T med Hensyn til jf, ^^ i, forsaavidt disse indgaae under 
Tegnet Jjy\ men uden Hensyn til Integrationsgrændsernes Afhængighed af |, fj, ^. Ved Integra- 
tion af Ligning C54) erholdes Niveau-Fladernes Ligning« som maa stemme overeens med den an- 
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agne Ligevægtsfigur, med Hensyn til hvilken Tiltrækningens Composanter ere bestemte. Man kan 
derfor alene indirecte eller forsogsviis bestemme Ligevægtsfigaren, idet den gjensidige Afhængighed 
af denne Figurs primitive Ligning og dens Differentialligning gj6r en directe Frengangsmaade 
uanvendelig. Tillige maa det bemærkes, at da ethvert Punkt P i Massen er underkastet Tiltræknin- 
ger til alle Elementerne af de omgivende Niveau-Lag , hvilke Tiltrækninger almindeligen ikke ere 
i Ligevægt,, saa vil den Niveau-Flade, hvortil P horer, ikke blive fri Overflade, naar disse Lag 
borttages, saaledes som det maatte finde Sted, hvis Massen kun var underkastet Tiltrækninger til faste 
Centrer, saa at de accelererende Kræfter, som P er underkastet, vilde forblive de samme ved de 
ydre Niveau-Lags Borttagelse. I specielle Tilfælde kunne de ydre Lags Tiltrækninger ophæve 
hinanden (f. Ex. for den Newtonske Tiltrækning og Tilfældet af homothetiskc Ellipsoidelag, 
s. I, IV, 15 , 2? } , hvorved den indre Niveaa-FIade kan uforandret blive til en fri Overflade.. 1 
alle Tilfælde maa p saavelsom q være constant*! hele Udstrækningen af det samme Lag, og Kraf- 
tens Retning maa i ethvert Punkt være normal til Niveau-Fladen i samme Punkt, idet denne Kraft 
er sammensat af Tiltrækningen til den hele Masse og Centrifugalkraften. — Er Tiltrækningen 
proportional med Afstanden d. e* f(u)'=fiu, saa vil Ligning (pi') give (I, IV, (9)) 

hvor M betyder hele Massen, f^, ^|, (^ Coordinateme til dens Tyngdepunkt. Man vil kunne 
tilfredsstille denne Ligning ved at antage Tyngdepunktet beliggende i Rotationsaxen, thi det kan 
da tages som Begyndelsespunkt, saa at man har |^c=0, ^|C=sO, ^jc=30, hvorefter ved Integra- 
tion erholdes 



(i--^)a»+ 17') +?'=«*. (56) 



Naar m*<ifiM, ere Nivean-FIademe concentruke , homothetiske, flad« Bevolations-Bllip«oider om 
;:^'nes Axe. Volumen F, indsluttet af den vilkaarlige til a svarende Ellipsoideflade, er 

8 



F=47r 



a* 



• CO* 

1 Hi 

/LlJU 

saa at a = c svarende til den frie Overflade maa bestemmes ved 

^ o ^ da (0*^ o 

hvor Q maa være en given Fuuction af a* Betegner som forhen m det eonstante ydre Tryk, er- 
holdes ogsaa p som Function af tt: 
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p=^tB^ (aM f Qada. 



F. fix* for en komoffen Vedske erholdes 



w^ 






CO* 



Heraf sees, at — er Hig den Masse af Vedsken, som ligger udenom Ellipsoidens indskrevne Kugle, 

og som forsvinder tilligemed co, hvorved EUipsoideme reduceres til concentriske Kugler* Over- 
hoved ville i Tilfeldet a)=0 og for en hvilkensomhelst Tiltrekningslov Niveau-Fladerne kunne blive 
concentriske Kugler eller Kuglefladen vere Ligevegtsflgur, idet C54) for 01«= O giver Potentialet 7 
liig en Constant, hvor T almindeligen er bestemt for en tiltrekkende Kugle, homogen eller sam- 
mensat af homogene concentriske Lag, som Funclion af det tiltrukne Punkts Afstand til Kuglens 
Centrum (I, IV, (16))* 

17. Ogsaa for Tiltrekningsloven fOO^^^ og for en homogen Vedske vil der gives 

ellipsoidiske Llgevegtsfigurer, og Niveau-Fladerne ville blive homothetiske. Man antage her.i;'oes 
Axe som Rotationsaxe, saa at man har 

hvor Ay By C ere Fnnctioner af den frie Overflades Halvaxer ø, 6, c, nemlig (I, IV, C^) og (56)) 

^3^ /^i x^dx 

«y o v^[oa+ (6«— a») x«] [a*+ Ce*—a^) x^] ' 
/^l x^dx 

%/ o \/[a*+ (6«— a«) ar«]»[a«+ (c«— ««) x»] 
/M x*dx 

Differentialligningen for den fne Overflade er. 

som skal vere identisk med Ligning (57). Betingelsen herfor er 



(58) 



ctt* a* _ fl* 



= B — -ry^=C ^A (59) 



d. e. ifdige Udtrykkene (58) 






(60) 



Heraf sees, al man nddvendlg-en maa have a < 6 og a<Zc^ altsaa at det er den mindste af de tre 
Axer i EUipaoiden, som falder sammen med Rotationsaxen. Excentriciteterne i de to elliptiske 
flovedanit YCd Planerne xy og xz yøre betegnede e og e, altsaa 



5^ — 0« 



/« 



-— . 



Tillige være A*« — , A'*«a r — , og O og 6^ være to tilsvarende Vinkler i Isle Qva- 



drant bestemte ved 



hvorved ogsaa haves 



e«8infl, A — tgfl, e»sin^, A'^tgC', 



(61) 



a «a 6 cos BS coos ^. 

.8 



Man har EUipsoidens Yolomen Vs^inabc=^tn — r r?« altsaa 

' ■ OOSØCOSØ^ 



j tkcos^cow . g r 



'i 



De givne Stdrrelser ere ^^ <», V, p, hvorved ogsaa haves ifssFp. Heraf skalle a, bj c sdges. 
Det kommer altsaa kun an paa at flnde de to Vinkler 6 og & eller deres Tangenter A og X\ 
Ifolge (60), ved at sammendrage begge Integralerne til et enkelt Integral, haves 






(63) 



hvormed combineres 



O)' 



sin^Ø 



4nfiQ cosØcos 
eller som eensgjældende hermed 

»« sin«^?' 






(64) 



æ' 






a?*0-^**)<'^ 



47r^p cosecosffjo \/(i+A««a)Cl + A'*x«)« 



(66) 



iliwtlyfuk JfecAontL 
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Desuden heves ifdige Cbif) — ;;a>-77 r- , altsaa ifdige den Sden og 3die (58) 

/LiM o* — c* 



æ« 



1 />» c»(l-.')d^ . (^, 



Dette udkommer ogsaa^ naar Integralet i venstre Side af (63) multipliceret med — ^ eller — -- 



cosO .. cos^ 

C08( 

adderes til bdire Side af (64) eller (65), hvorfor ogsaa (66) er ugyldig i Tilfældet X^X'^ eller 
b=s:c, medmindre til samme Tid Integralet indeholdt i (63) er O. Almindeligen ere O og 

bestemte alene ved — formedelst (63) eoad>ineret med en af de tre med hinanden eensgja^l- 

dende, (64), (65), (66) , hvorefter ø, 6, c bestemmes ifdige (68) som afhængige af og Ø' i 

§ 
Forbindelse med V, 

18. Ligning (63) giver en dobbelt Opldsning. Den fdrste er AaA', altsaa d^^Cfj b=Cy 
hvortil svarer en Revolutions-Ellipsoide som Ligevægtsflgur CMacUmrms Theorem), idet O bestem- 
mes ved (64) e\ler (65), som for d=& reduceres til 

4nféQ Jo O+A*^^)* ' ^^ 

at sætte 

«, (68) 



erholdes 

Denne Ligning kan ikke almindeligen opldses med Hensyn til X, men det sees af Udtrykket (67), 

at ti er O baade for X^=0 og for A=c» d« e* for = og 0=00^, samt at den for enhver 

Vinkel i Iste Qvadrant vil være positiv* For at finde ^ hvorledes u er beskaffen som vozende 

eller aftagende, idet O continuerligen gjennemldber Værdierne fira O til 00^ eller X Værdierne 

du 
fra O til oo, kan man 86ge — ifdige (69)> nemlig 

dX 

^ A(9+7;i»)- (9 4-A^)a+A«)arc(tg=»A) (9 + A^) 
dX^ A*(l + A») " A* ^ 



989 



""''' ^-C?715KrrXr)-"<'Clg-A), .Ib.. _«__L_^. For ;, »ege. hUe 



n 



, altsaa negativ. 



haves ved Rækkeadvikling P=^~^X^y altsaa positiv, for >l«soo er Pcs 

135 2 

Tillige sees, at — er positiv fra AbO til A^\/3, meo for >l>y3 bestandigen negativ. 

du 
Folgelig har Pas O kim een positiv Rod, hvor P vil gaae over fra positiv til negativ, og da — 

stedse har samme Fortegn som P, saa fdlger, at tf kun har et enkelt Maximum, svarende til den 
positive Bod i Pas o, men intet Minimum* Denne Rod X maa v»re >\/^ ^'^^^ svare til 0>60^« 
Ved umiddelbare Substitutioner af Værdier for d i hele Secunder findes disse tre paa hinanden 
folgende Systemer af Værdier af 0, e, A, ti: 



e 


e 


X 


tf 


68«25'38" 
68025'39" 
68025'40" 


0,929951 
0,929953 
0,929955 


2,529222 
2,529258 
2,529294 


0,2246656 
0,2246657 
0,2246656 



Det andet af disse tre Systemer maa aabenbart falde meget nær ved det sdgte Maximnm af u, 
Naar u overstiger dette Maximum, vil ingen Revolutions-Ellipsoide kunne vedligeholde sig som Li- 
gevægtsfigur; er tf liig det samme Maximum, er netop en enkelt Revolutions^Ellipsoide mulig med 
den angivne Excentricitet; falder derimod tf under denne Værdie, ere stedse to Revolutions - filli- 
psoider mulige, af hvilke den ene, naar u nærmer sig til O, stedse mere nærmer sig til Kuglen 
(ØssO), medens den anden stedse mere flad eller skiveformig nærmer sig til Flanet (d=s90^}. 

19. Den aoden Opldsning, som udledes af (63), giver en Ellipsoide med ulige Axer 
(forst bemærket af Jacobt) , idet X og X' ere bestemte ifdlge C83} og (66) ved Systemet af de 
to Ligninger: 

'« «* (1 —X«) Cl — A*A'»a!») 



"/: 



dx = 0, 






(70) 



v/(i+A*««)»a+ii'«*')» 



= 0. 



Han sBtte 



49* 



og ma« tiHMformere begge lateginleine C7Q) ved «t sætte jr=-Cl+9D~*> og tillige T«re 

iy=— i\/a7F. (72) 

Man vil da erholde som eensgj ældende med Systemet (70) 

o 15 "V„ 

ydff 



-"— «r'^-"/;'-^-» 



(73) 



' — 2. , 

O O + ^yDd+^y)« 

hvor for Kortheds Skyld 

R = V^Cl +y)Cl + oy)Cl +»y). (74) 

Ligningerne (73) kunne aabenbart ogsaa skrives saaledes: 



-^0 11* •'0 (l + ay)(l + T|f)« ^ 



(75) 



idet denne Ligning F=bO gjdr dette Udtryk for u eensgj ældende med det foregaaende« Ved 
Transformationen af (flé") og (65) erholdes desuden 

t 

Ligningerne (78) kunne nu vodersdges saaledes Cutter C. O. Me^ørX Ved Differentiation findes: 

dF dF , V 

— «— ^0— -'i^j -«— ^^ — ^^a, (77) 



idet 






(78) 



M,„ hM d, y' 2y+|(8+o^^T)y«-gTy»-fgry* vdlntegr.- 



tion fin O til QQ 



0=/*^^^^i^[2+i(S + ff + T)y-ffTy«-iaTy«]dy, 



(79) 



ton trukket fra dea l<te (78]) giver 

o A* 



2^- 



»/: 



1 



(BO) 






dr 



(81) 



Den 2den (78) Ulligemed C80) giver 

•/o 
Skrives nn Ligningerne (77]) paa fdlgende Maade: 

^= — ^^(1— |t) — ^(2^0+8-^0^. ^=— ^•(1— fa)— te2^o + 3-^i)a, 

saa vil det sees, at begge disse ere negative; tlii den fdrste C73]) viser, at 1 — o — t aldrig 
bliver negativ, saa at Udtrykkene (to) og (81) maae være positive. F er fdlgelig en aftagende 
PonctioD baade af a og af t« Endvidere haves 

OQ av da éf 



altsaa ved Elimination af dv 



4« = 



og ifdlge den 2den (7B') er 



iIk 



dFéu dF^ 
å^ da da é€ 

du 



do. 



(82) 



--t=B^T + jjj(T— ia)T, — c=5oa + -Bi(o — jT)a, 



Ar 



lir 



(83) 



idet man har 



"o=nA 



_/«Sf(l+j^r9_ 



C2-OTy»)'»!f, «!=/ 
o « ■ ♦' o 



• y*(l + y)« 



il» 



dy. (84) 



(86) 



Ugniaff (79) subtraheret fra den 1ste (84) ^er 

**•"*/* ?lili^Ci-o-«+a»y')rfy, 

SU at Ba saayelsom J?i er poaitir. Af (77) og (SS) fftlger 

dFdw tf <Ih 

^jj-— 5-^=(o— «)[^oJ'o + Co+0^oJ'i+l<'*^i*J 



som er positivt, forsaavidt man vedtager a>v eiler 0<i6f, som er tilladt, efterdi Planerne xy 
0% xz kanne ombyttes. Formlen (82} udviser fdlgelig, at du og da have modsat Fortegn^ altsaa 
at u er en aftagende Function af a, idet denne Størrelse betragtes som indgatende i ti ikke blot 
explicite, men ogsaa implicite derved at % er en Foaction af ø. Denne sidste Fanction er ogsaa 
aftagende, bvilket Formlen 

dF 

d% 

adviser, og som ogsaa er indlysende derved, at naar den forste (73), Fes O, er tilfredsstillet ved 

en vis Værdie af c og tilsvarende af t, saa hvis disse to Størrelser enten samtidigen voxede eller 

samtidigen aftoge, vilde F i det fOrste Tilfælde aftage, i det andet voze, men Ligningen Fa=0 

vilde da ophore at være tilfredsstillet. — Til en given Værdie af a svarer stedse en Værdie af 

r>co y^dy 
t; thi for T 8=1 er F negativ, hvorimod t=0 gjdr F positiv, idet øv/ ^— -i forsvinder til- 

*/ o ^ 

ligemed t, efterdi 

/ 00 y^dy f*^ dy 

folgelig Q% I ^— z^<aVv/ =— -7- = 2Vt. Da F hestandigen voxer, naar % afta- 

*/o n? *^o (1+oy)« 

ger, indsees tillige, at kun en enkelt Værdie af % kan svare til en opgiven Værdie af a* Til 
enhver Værdie af « kan der heller ikke svare mere end eet System af sammenhorende Værdier 
af a og T, efterdi ti vilde hestandigen voxe naar a aftog, aftage naar a voxede, idet tillige % 
varierede som en aftagende Function af a* For ethvert System af Værdier af a og t er ti be- 
stemt ifdlge den 2den (73) (eller den 2den (76) eller (76)), men derimod vflde a og t blive 
umulige, hvis ti var opgiven aaalédes at den faldt udenfor dens to yderste Grændser* Dens Mini- 
mum er ti=-0, svarende til de yderste Værdier af o og t, som ere (ifdlge Antagelsen af 
o>t)o = 1, t = 0, d. e, d=0, ^ = 90^. Man har nemlig 

(l + ay)a + ^Sr)A>(l + ay)lyiC^y)*«/TCl+ay)iy, 

altsaa ifdlge den 2den (73) ti<crl/T f^ ?L_e-2yT, som forsvinder tilligemed t. EI- 

*/o (1+ay)" 

lipsoiden er herved reduceret til en uendelig tynd Cylinder (ifdlge (62) haves a=0, h^=% e»oo), 
men naar dernæst a aftager fra 1, 7 voxer fra O, d« e. voxer fra 0^ ^ aftager fra 00®, vil 
ti stadigen voxe, indtil den naaer sit Maximum, som opnaaes, saasnart o og t, eller og ^, mo- 
des, hvilket maa Bnde St^d i den anden Halvdeel af Qvadranten, efterdi a+T<l d, e. 
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0+d^>900 Cimdlafen netop o +«=>!, 0*6^'^90^, for a=l, c=0). Den fclled« Grcndse- 
Tcrdie ^==0' beitemmes ved i den 1ste (70) at sætte A=A', hvilket giver 



Vo — ii+x*^y ''*=•'' 



altsaa, efter udfdrl InCegration, 



3A + 13A' 



arc(lg = A)«0. 



S+14A* + 3A* 

Hertil svarer Mlge den 2clen (70) det sd^rt« Maximam ti=Cf^ oemlig 

^^ "■* Vo (i+A*^*)» — ^ ns 

eller simplere, ved at eliminere arc(tg«aA) formedelst C86)> 

4A^ 



(86) 



£^«2 



cr = 



3 + 14A«+3A* 



(87) 



Det samme udkommer ved i (69) at indsette Udtrykket for are(tgs:A) ifdige (86), hvilket er 
^n nddvendig Fdlge af at Ellipsoiden i dette Tilfælde er en Revolations-Ellipsoide. Ligning (86) 
oploses tilnærmelsesviis, hvorved X og derved og e erholdes, samt U ifdlge (87)^ nemlig 

A= 1,3946, (?=54»21'27", «« 0,81267, t/= 0,18711. (88) 

Det sees na overhoved, at for de meget smaa Verdier af u ere tre Ligevægtsfigorer af ellipsoidisk 
Form mulige^ nemlig to RevoIotions-EUipsoider, en kugleformig og en skiveformig, nærmende sig, 
naar u aftager til O, til Kuglen og Flanet, og en Ellipsoide med ulige Axer, naaleformig, nær- 
mende sig en ret Linie* Ved «>» 0,18711 falder den naaleformige sammen med den kugleformige, 
saaledes at over denne Grændse ere begge RevQlutions-EUipsoideme alene mulige , nærmende sig 
hinanden stedse mere eftersom ti voxer, indtil de for «:== 0,22467 falde sammen, hvorefter de 
ellipsoidiske Ligevægtsfigurer ophdre at være mulige. 

20* De forskjellige Ligevægtsfigurer, som for den samme Masse kunkie svare til den 
samme Rotationshastighed, forudsætte forslgellige Kræfter, ved hvilke Massen oprindeligen er bleven 
sat i Bevægelse, hvorved det Spdrgsmaal opstaaer, hvorledes låiase Kræfter eller den oprindelige 
dertil svarende Bevægelse bestemmer den endelige Rotation og Ligevægtsflgur. Dette er undersøgt 
af Laplace med Hensyn til Revolutions-EUipsoider og af Liawriile med Hensyn til Eilipsoider med 
tre ulige Axer. Da Massen kun er underkastet Delenes gjensidige Tiltrækninger , efterat de Kræf- 
ter ere oph6rte, som oprindeligen kunne have sat den i Bevægelse, saa kan Tyngdepunktet be- 
tragtes som fast, og tillige vil Principet for det invariable Plan være gjældende« Under den hele 
Række af uregelmæssige Bevægelser omkring Tyngdepunktet vil der være et vist gjennem dette 
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Punkt gaa€Dde Plan , paa hvilket Sanmen af Arealerne beskreyne i Tidselenentet d I af de proji- 
cerede Radii vectorea fra Tyngdepunktet til alle Hasse-Elementerne og ndtipUeerede med diaae 
sidste er et Mazimum. Dette Plau er uforanderligt saavelfom det nævnte Maximnm CH 9 U, 6). 
Naar altsaa Berægelsen ender med en uforanderlig Rotation , saa vil Rotationsaxeu blive den Linie 
gjennem Tyngdepunktet, som staaer perpendiculær paa det invariable Plan; og betegnes Rotations- 
Hastigheden ved O), Inertiens Moment med Hensyn til Rotationaaxen ved N, vil man have ^Nwdt 
som Værdien af det uforanderlige Mazimum. For EUipaoiden med tre ulige Halvaxer a, 6^ c, af 
hvilke den forste falder sammen med Rotationsazen, haves 

09 ifdlge den 1ste C68) er a>=^^ Cot)1, albaa if6l(e (68) 

Folgelig, ved for Kortheds Skyld at sætte 

i yA vi 



60/4 V 



f o 



(89) 



vil man have 



9»— —-u {90) 

C<f»)» 

som en Storrelse, der alene afhænger, ifdlge Udtrykket CB9); af de givne Constanter Jlf, q^ jli, 
samt af Nw^ altsaa af det oprindelige Stdd, som har sat Hassen i Bevægelse. Revolutions-Elli-^ 

psoiden giver ø«r=- — r^, hvorved (90) reduceres til 

^=4C1 + A«3lii, (91) 

og naar « bestemt herved indsættes i Ligning (09) for Ligevægtaftgnreme ved Revolntions-Ellipsoi- 
der, eilioldes 

V^^ 8+1« arcCtg = 2)«=0* (92) 

Denne Ligning giver stedse en enkelt poaitiv Værd^e af X for en hvilkcæaomhelst positiv Vssrdie 

1 

titq, hvilket bevises saaledes. For X meget lille positiv erholdes ved Rækkeudvikling V^=='-^qX^, 

ff * 

som er positivt, hvorimod A=cx) giver ^»s , som er negativt. Tillige findes 



"{[sr.4]«-[n'"-^^<'^HI 



dtff 

som er positiv for de meget smaa Værdier af i, men som for A voxende vil komme til> for en vis 
Vørdie af A, al gaae over fra positiv til negativ^ hvorefter den maa forblive negativ, efterdi i Tællerens 
anden Factor det positive Led er aftagende, det negative voxende* Altsaa kan Ligning (92) kun have en 
ejikelt positiv Rod, hvoraf sluttes, at Yædsken kun kan komme i Ligevegt ved en eneste Figur ^f 
Revolutions-Ellipsbider, som er bestemt ved det oprindelige Stdd, der har sat den i Bevægelse, 
og at denne Figur altid vil være mulig, hvilket end dette Stdd har været {Laplaces Theorev). — 
Ellipsoiden med ulige Axer forudsætter derimod en vis Betingelse med Hensyn til det oprindelige 
Stdd* Udtrykket (90) giver 

(or)« ^ (ot)« 

Altsaa, idet a betragtes som uafhængig og de forhen fundne Udtryk for dy og d« indsættes, 

eller, Ted •! indictte Udtrykkeae for «, B^, B, givne ved (73) og (84), 

dq (g-fT)«(c— t ) /*• y(l+y)* ,v. . ^ . . ^ -t . 

s 

idet Cø, Cl, C, ere bestemte ved 

«■, — t (» + *) -'o + é <' * ^1 = i (o + ») (<^o + -'o)« 
<^a = y a » ^0 + ^^^ ^1 = fr » (<^o + l^o). 

O + T 

Det er forhen beviist, at yé^ og^jé^+S/é^ ere positive; og da a+T<l, er a+» — 4oT>(a+T)*""4^* 

«=(a — »)^>0, Folgelig er C^ positiv, og derved ogsaa Cj og C, positive. Tillige er o — % 

dF da 

positiv, men -- negativ. Fdlgelig er ^ positiv, saa at, medens o aftager fra 1 til dens laveste 

dt do ■ . 

Værdie obt=gos*54®21'27'^ vil q aftage fira 9^00 ned til dens laveste Værdie q^^^q'', thi 

til a»l, T»0 svarer 91=00 ifdlge (00), hvorimod Minimummet er bestemt ifdlge (01) ved 
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toT X og u^U at inds»Ue deres Værdier ifdl^e CB8), altsaa 9' »1,5377. Det oprindelige Stod 
vil alUaa, forsaavidt q ikke falder u&der dette Hinimum, stedse kunne lede til en enkelt ellipsoi- 
disk Ligevcgtsfigur med tre ulige Azer, idet de uregelmæssige Bevægelser tilsidst ende med en 
constant Rotation om EUipsoidens mindste Axe, hvorimod q <Zq' lader alene Revolntions-Ellipsoiden 
være mulig (lAouulles Theorem). Da q^ u, 7 ere^ den fdrste en vozende Fnnction, de to andre 
aftagende Fnnctioner af o, saa sluttes, åt naar q antages stedse storre, maa 11 og derved ogsaa 
M antages stedse mindre, ligesaa 0, derimod tf stedse storre. Til samme Tid vil ifdige den l'ste 
C82) a være stedse mindre, thi man har 

d.ar j4fi + yé^T ^o(a — t) 

da ~^ '^^I^TJ^a'^ dF ' 

b c 

som er negativ. Tillige Tille b og — formindskes, derimod c og — voxe. 

a 

21« Den foregaaende Undersdgelse af ellipsoidiske Lig^vægtsfignrer (Art. 17 — 20) finder 
Anvendelse i den physiske Astronomie paa Jordkloden, der kan antages oprindeligen at have været 
flydende, men senere at være styrknet paa Overfladen til en fast Masse, efterat den allerede havde 
antaget en Ligevægtsfigur stemmende med dens Rotationshastighed, Tæthed og Stdrrelse« Er denne 
Figur Ellipsoiden med Halvaxer o, b, c, saa erholdes for et vilkaarligt Pankt, enten paa Overfla- 
den eller inde i Massen, Composanterne, regnede i modsat Retning af Azerne, for den ved Centri- 
fugalkraften modificerede Tyngde, nemlig ifdige (573 

idet i, Tj, Z ere Punktets Coordinater. Disse Composanter ere ifdige (69) de samme som fiMAa^ 

i V £ 

multipliceret respective med — , 7^9-7 cll^i* de forholde sig som de partielle DilTerentialcoefii- 
cienter med Hensyn til |, ^y £ af venstre Side af Ligningen 

^+|^ + ^«a«, (93) 

o* b^ c* 

som, ved passende Bestemmelse af Constanten a, giver den med den frie Overflade homothetiske 
Ellipsoideflade , med Halvaxer na, 6a, ca, som er den gjennem det betragtede Punkt gaaende 
Niveau-Flade. Ved Sammensætning af de tre Composanter erholdes Tyngdens StOrrelse i det be- 
tragtede Pankt liig ftMAa^J ved at sætte 



0- + 2! + f! 



saa at -^ fremstiller Lmngåen af den Perpendiculær, som fra Centrum nedfældes paa Tangentpla- 

net til Niveaa*Fladen i det betragtede Punkt. Retningen af Tyngden er efter Normalen til Niveau- 
Fladen i samme Punkt, eller bestemt ved Vinklerne 2, ^» ^> som denne Normal danner med 
Axeme^ for hvilke Yinkier Formlerne ere: 






Det Stykke af Normalen, som afskjeres mellem Punktet og Hovedplanet yzy x%^ xy, er re;pec- 
tive a*^/, h^^y c^J* For alle de Punkter^ som ligge paa samme Niveau-Flade kan altsaa Tyng- 
den siges at forholde sig omvendt som Centrums Afstand til Tangentplanet, eller at forholde sig 
ligefrem som Normalen afskaaret ved et Hovedplan. Den samme Normal, fælleds for alle de ho- 
mothetiske Flader, fremstiller Tyngdens Retning i alle dens Punkter, men for at sammenligne Stør- 
relserne af Tyngden i disse Punkter, være x, y, z Coordinaterne til det Punkt, som horer til den 
frie Overflade, altsaa £ss«d?, ^ssay, ^^snaz Coordinaterne til det Punkt^ som hdrer til en 
vilkaarlig' Niveau-Flade a. Tyngden g i dette sidste Punkt er følgelig 



I x^ v^ z^ 
g^fiMAa^X - +£- + — ,« 



(94) 



eller g^=:^ fjtMAha^ hvor Aa er Normalens Stykke afskaaret mellem det betragtede Punkt og 
PI. yx* Denne Tyngde er alene bestemt ved de indre Lags Tiltrækning i Forbindelse med Cen- 
trifngalkrahen, thi de ydre Lags Tiltrækninger ophæve hinanden (I, IV, 15, 2? ). — For Revo- 

lutions-Ellipsoiden haves 6 := e, og (ifdlge Betegnelserne i Art. 17) -^ = cosd, A « tgd, hvor- 

efter den 1ste (683 giver 

._ 3 A— arcQg— A) 
i^* Ai 



X 



/"jvf. I, IV, C60) hvor j^=>^Y Altsaa ifdlge (94), ved tillige at sætte 

a;«asin^, v/ y * + s^ » c cos 9, ilf=|97pac^, a=>l, 

haves for et vilkaarligt Punkt paa Overfladen 

^ = 4yg^igc ^~"y^'"^V l+A^sin^y. (95) 

Betegnes ved yU Stedets Brede CC^omplementet til Noraalens Vinkel med Rotationsaxen), saa ha- 
ves ifdlge Ellipsens Egenskab 

50* 



fj5j = i.lg^, (06) 

C 

hyorved g> kan elinineres af (96^, hvilket giyer, idet tillige bemerkes at aV^l + A* = c, 

(H-A^)U-«rcOg«^)] .... 

^=a49f/(pa • (97) 

Kramningsradias j^ til den elliptiske Heridian er bestemt yed ^ aaaledes: 

aO+A«) 

180 
og^ naar k betegner Heridiangradens Lengde under den Brede ^^ haves y sa — Ir. Herved kan 

a elimineres af (97), hvilket giver 

Elimineres fAQ ti denne Ligning formedelst (68) og indsættes 10^—9 hvor 7= 86164 (Jor- 
dens Rotationstid i Secnnder), samt g ss n^l^ hvor I betegner Seeundpendnlets Længde ander Bre- 
den ^, saa haves 

1440. A— arcOg=A) 



n'ni A« 



d+A^cos^V'). (M) 



Denne Ligning i Forbindelse med (69) tjener til at bestemme « og A, idet k og I ved amiddeU 
bare Haalinger ere bestemte for en vis Bredde ^. Tillige erholdes Jordens Halvaxe 

180 v/(l+A«cos«^)« . 

a == — *. 

n 1 + A* 



Paa denne Maado har Laplace fanden A* es 0,00868767, altsaa Forholdet af Æqrators Diameter 

e 

a 



c 
til Axen ss — - ss yi + A' «» 1,0043344 (den samme som Forholdet mellem Tyngdekraften an- 



a 1 
der Polen og ander Æqvator), fdlgelig Jordens Applalissement 1 — ~ as --- , desaden Halvazen 

c 23S 

i Hetre ac=s 6352534* Disse Talbestemmelser forudsætte JordeAs Homogeneitel og at Figoren er 

en Revolutions-Ellipsoide med en meget lille Excentricitet. 

SS* For en homogen Yædske meget lidt afvigende fra Kagleformen er den frie Over- 
flade bestemt ved 
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r+=^ (»•+.*), 



•d« 



"^«* ''~jQ/ — 0^'- (^^' *'^®'* ** "•* fowndrefl UI — T iftlgc I, IV, 6)» Ifftlge Udviklin- 
gen for T (I, IV, (120), hvor man kan lage Y^^O og y^ =0 s. I, IV, 24), og ve atsctle 
efter de antagne Betegnelser 

y«+,a = r«(l_^«)=|r« — r«Qu«^i), 

af Formen Zq-^Z^ (idet Z« tilfredsstiller Ligningen I, IV, (111)), samt C istedetfor — , og ved 

at indfdre u som foriien if5lge (68), erholdes 

' r r» L ■ 7r • (2ii+l)r"-* J o j^» \ ^^^^^ 

«2o«i«, aZa= — »(^•— i). * 

Man har r»aCl-l-ay) og y= y^+ y^ + y4+«*M •i'*««« ved BortkasteUe af a*, a*,^*, 

C«|a«— fa'aj^iya+fyg^^.+l^y.+^-.l + aa^C^o+^O- 
Denne Ligning giver ifdige Beskaffenheden af den her bragte Udvikling (I, IV, 23) 

C=|a*+aéi«Zo, ^Y^ = Z^, y, = O, Y^^O,... 

lo 

Altsaa er y es y^ a^ Qu* — |), som indsættes i r Bsa(l + ay), følgelig 

r = a[l-^«(^t«-|3], (101) 

hvorved den frie Overflade er bestemt« Da de hdiere Potentser af u ere bortkastede, falder denne 
Flade sammen med Revolations-Ellipsoiden , og den reduceres for tiB=0 til Kaglen. AlUaa vil 
for en homogen Vedske, som ikke roterer, Ligevegtsfignren^ forudsat kan meget lidet afvigende 
fra Kugleformen, ikke kunne vere nogen anden end selve Kugleformen {Lt^l&ceå Theorem)* Rek- 
ken (100) differentieret med Hensyn til r og multipliceret med — ng giver Tyngdens Compo- 
sant efter Retningen til Tyn^epunktet, eller Tyngden selv, som ikke afviger fra denne Composant 
uden ved en Stdrrelse af Ordenen a*. Attractions-Coefficienten ^, hvormed der ogsaa skulde 
være multipliceret, kan for Kortheds Skyld udelades eller sættes »1. Ved derefter at indsætte 
rm*a(l+aff) og bortkaite a*, »*,,,» erholdea Tyngden pa« Splueroidens Overflade: 



ff=.ij»pa[l— « + — »Oi*— J)j. 



(loa) 



Leddene afhøngige af ii opheves for fi 




— , som beatenner deo Parallelcirkel, hvor Tyng- 
16 



den er den samme som paa Overfladen af den Kogle, der har samme Volnmen som Sphæroiden. 
— Antages Yædsken beterogen, saa haves ifdlge C493 



/^-^T +ar^ CZo + ^O^ 



(103) 



idel aZ^ og aZ^ bestemmes ifdlge (100), men ved her al tage ii = } co*, og idel for T anven- 
des Udviklingen I, IV, (132), hvor som forhen Factoren fi er udeladt Sølles bagefler r »aCl +ay), 
svarende til det Lag, som betragtes, og udvikles, idel a^, »',»•• bortkastes, saa erholdes ved 
Sammenligning af de eensarlede Led 



•dip I »^ a *^ a 



'*g/.'"--'-^°'./;«"'*'-7^/>'"'.'""*^- 



(104) 



o 



O 



4n 
2n 



^ m r JM ^n 4yi„ /»« . , 



(105) 



Man sætte 



^- =■/** 



d 
o a 



y« 2«+i 



4n 



'»» 



(106) 



saa at Xn er uafhængig af a. Herved bliver (105) transformeret til 



C2n + iya*Ynf gda^ + B^-htf gd- 



Denne giver ved Differentiation med Hensyn til a 



Oasfia 



*/ o 



+ «-■ 



dYn 
da 



/;,d...3>/;,d;^- 



SXi 



nf 



som atter differentieres^ hvorved erholdes 






r»c«+i) 



6fa •) 



a* 



\ 



f Qda^ 






(107) 



99!^ 

Paa Grand af Ligevøgteos Stabilitet maa q v»re en aftagende Fnnction af a, og den maa være 
endelig for aeaO^ saa at man kan sætte 

p = /y— yo«— .♦., (108) 

hYor fi, f% • øre positive. Dette indsat i (107) giver 



■._([<:— ><'*«*(Æb--]S 









Denne Ligning integreres ved Bækkeudvikling ifdlge de ubestemte Coefficienters Metbode, idet man 
søtter 

y,c=^,a»+^,tf^+».,, (110) 

bvilket giver 

(s+« + 3)(s — ji+2)^,a^» + (/+ji + 3)(/— ii + 2)^',ii^-a + ... \ 

Ved Sammenligning af de Led i begge Sider, som indebolde de samme Potentser af a, haves 
Cs+»+3)C' — n + 2) = 0, altsaa s=— » — 3 ^% lesn — 2* Af a findes successive s', s",..., 
saa at man erholder to Bekker fremstillende particulære Integraler for C109). . Summen af disse 
Integraler, hvert multipliceret med en arbitrær Factor, giver det fuldstændige Integral, men den 
fdrsteVærdie af a maa her forkastes, da den vilde give aY« uendelig for aes O. Altsaa ør deh 
fdrste arbitrære Factor O, hvorefter den anden vil kunne bestemmes ved Zn ifdlge (106). For 

11=8=1 haves s=a — 1, altsaa ^.bO, -^"«t=aO,.*., fdlgelig yj = — 1, hvorved ogsaa (107) for 

nrssl er tilfredsstillet. Da ZgssO, kan A^^ ikke bestemmes ved (106), men da aY^ maa for- 
svinde tilligemed a , maa man have A^ "=■ O, fdlgelig y^ «« O ligesom i den homogene Vædske. 
Sættes almindeligt 

lln=hAn, (112) 

hvor k er en Funotion af a men An uafhængig af o, saa erholdes ifdlge (107) 

å^k r . -. %qa^ '\k %qa^ dk 



da* 



nin+l) 



ypda* / gda^ 

o J ^0 



da 



Qda^^=fsQa^ — / a^dQ'>Qa*y efterdi q er en aftagende Function af a. For fi>l 



4M 

dk 
vil altsaa Coeffieienten for h i (113) vare positiv. Heraf oiaa t6\ge, al A og -- ere bestandigen 

positive fra Centmai til Overfladen. Haa vil neoilig finde ifOlge OlO 

s^n-2, 1«.+!— 2, -^« = (,.+3)(é + 2« + l)^^"' 
hvorefter de to fdrste Led i Rekken for h ifdige (110) blive bestente, og deraf igjen de to 

Alk Ah 

fdrste af —» og det vil da sees, at for » > 1 vil, fra Centret af, * og — v»re positive. Dersom 
da da 

demøst a voxende skulde bringe h over fra positiv til negativ, maatte ~- allerede forud være 

bleven negativ, som kun kan skee for t-'^O, men hertil svarer ifdlge (1^3) ^^ positiv Verdie 

da 

d^h dk 

af -— , saa at -- maa forblive positiv. — Udtrykket (112) indsat i (^06) giver 
da^ da 



r3fl«« + «/ pd-^— (2fi+l)a*å/'*pdéi» 
+ 3y^%d(a« + «A)]^, + 3~ia«« + l2,, 



altsaa for aea 6 d. e* for Overfladen 

L ■ »/o *'o J «w 

idet A' betegner Vørdien af * for awmb, eller 

O— [^2(«— 1}^ 6" + »*'+C2»+l)*"å'y*a»dp — 3 yV + 'Adpl .rf,4^3?^*«"+»2,. 

(116) 

Coefficienten for An er negativ, thi dp er negativ og il positiv, og for n>2 haves Z«<=0, 
folgelig y^sesO og derved Yn«=0, saa at Udtrykket for Radius r reduceres til 

r«a+aa(yo+y,), (117) 

eller Niveau-Fladerne ere elliptiske, dannede af Revolntions-Bllipsoider om ø'nes Axe (Rotations- 
axen), idet Meridiancurverne have felleds Centrum men forskjellig Excentricitet, der varierer som 
Function af a efter en Lov afhengig af h som Function af a. Denne Function bestemmes ifdlge 
(113), Ldet n»2, nemlig 






4»1 



dH 



da* 



Bl fu^da I Qol^d 



da 



(118) 



Denne Ligning kan ikke alnrindeligen integreres ved de bekjendte Methoder, men omvendt vil den 
let give Q naar h er bekjendt, altsaa bestemme Loven for Tætheden i de forskjellige Nivean-Lag, 
naar den tilsvarende Lov for Excentriciteten er given , thi Ligningen vil da være lineær af 1ste 

Qa*da» Af (115) fdlger for iit=2 
o ' 



u 



^•=— 



65 -. (/t«-i) 
• a * 



inbH / oda^—^n I odia^k) 
»/o *^ o 



aqp være Forholdet af Centrifugalkraften til Tyngden nnder Æqvatbr, altsaa ved Bortkastelse af 
Storrelser af. Ordenen a^ 



hvorved erholdes 



•"*"«!/«**''••' 



^2 T 



(119) 



26^A 



f ^*^ o 



(120) 



a^da 



Ifdlge (117) haves dernest Radios r = A til Spheroidens Overflade, ved at sette 0^=6, 
y, = &'y^j, altsaa 

/ pdC«»A) 



(121) 



24«*'— l"-!^ 



saa at b^=b-^baYf^ — 



b'agih' 

T 






yoa^da 
o 

er den halve lille Axe, Halvaxernes Forsfcjel er 



yfa^d 
o 



bestemt ved 
ÅnalyUsk Mechanik. 



51 



492 



j= 



6'aaifc 



(122) 



26H 



J P 



a'^da 



Da A kun indeholder een arbitrær Constant, som i Udtrykket (121) er ophævet, saa er kun en 
enkelt Ligevægtsfigur mulig, forudsat at Figuren kno meget lidt afviger fra Kuglen. For q con- 
stant vil (118} give h'='C^(fa-^^j altsaa C/eaO, medens C ophæves. Er hele Massen cohcen- 
treret i Centrum, maa man have AbsO. Til disse toHypotheser svare ^^s^a^b og 2/«= (09) 6, 
som fremstille de yderste Grændser, eftersom g maa være aftagende fra Centrum til Overfladen. 
— Tyngden paa Sphæroidcns Overflade er ifdlge Udtrykket (103) 

dT 

ved for T at indsætte Rækken I, IV, (132), og derefter tage a=b samt r=60 + ay) H 
bortkaste cf*, a',«.«. Altsaa formedelst y^^O, 1^8 = 0, y^=»0,..* 

!7 = |^~(l-2«l'o-2ay4)y^%dfl» + ^a/^^d(a»yo+tJ^y4)-2a6(Zo + Z.). 
Ifdlge (106) ved at tage n = 2 og a=b erholdes 

— \nb^Y2 f Qda^ + ^nf ed(a«y,) + 6»Z,c=0, 

gdQa^Y^"). Ved at sætte 6s=:l og ved at samle de .constante 
o 

Led i en Sum Cf erholdes, da a* bortkastes, 

€f^i7ia—2aY^^j\da^+i7iaJ%dCa^Yo:i-2aZ^, 1 

^=(?'+aG'ya — SaZ«. I 

Indsættes ifdlge (100) og (119) aZ^^ — Jay G'(^e«— ^) og ifolge (112) og (120) 
a y^csi — kaifA^ — ^)9 hvor iir er enConstant bestemt ved Loven for Tætheden ^, saa erholdes 

g^ ef^ a (fCi<p — *)Cw« — i) 
eller ved Bortkastelse af a* 

9^g + ccgCi9> — ^^^^^ 024) 

hvor g' =s cf — -} c» ^ (f 9) — - fr). For g og g' knnne indsættes i (124) de dermed proportionale 
Længder af Secundpendulet. Er a e Overskuddet af denne Længde ved Polen over den under Æqva- 
tor divideret med denne sidste, saa haves 

a€-^i)th=z^a% (126) 



408 



som frerasijller den Relation, der er mellem Jordens EUipUcitet og Variationen af Pendallængden 
fra Æqvator til Polen {Laplaees Theorem). Ligningen (124) kan ogsaa fremstilles saaledes : 

^»GfCl— i»cos2oi3, (126) 

1 — cos 2 Al 

— y saa at m er Stedets Brede , samt G = g -k- ^ag' Q^tp — iir) og 



idet yu^ = 



2 



m=s|a9) — 4tt^* Vørdien af denne Storrelse ifdlge Iagttagelser over Pendulsvingningeme paa 
forskjellige Steder af Jorden er !»«= 0,002588. Formlen (126) vil da vise den Lov, hvorefter g 
varierer fra 9 = Gy svarende til coa=4d^y idet den voxer og aftager tilligemed o) indtil 
g^=G{ldLm)^ som svare til at = 90^ og co = 0. Forholdet mellem de yderste Værdier er alt- 
1+« ' 



saa 



1 — 



«8 1,005189. Hertil maatte svare i Tilfælde af Homogeneitet et Applatissement 



9«n 1 1 

-^ 0,005163 eller omtrent ^-3^, men det virkelige Applatissement er omtrent 



]+m 



194 



299 
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ANDET CAPITEL 

Hydrodynamik* 



fOrstIe afsnit. 



Almindelig Thearie af flydende Massers Bevægelse. 

1. For et vilkaarli^ Element dm af Massen være Coordinaterne betegnede x, y, s, tagne 
med Hensyn til et System af tre faste retvinklede Axer, saa at Loven for den hele Bevægelse af 
Massen vil være bestemt ved Udtrykkene for disse Coordinater som Functioner af Tiden I og af 
deres oprindelige Værdier ^ = £, tf = ^9 s^s^ svarende til t^s^O. Altsaa maae ogsaa omvendt 
h fl» C kunne betragtes som bestemte Functioner af x^ y, s, f, hvorved igjen enhver Function af 
I, i^, S bliver alene afhængig af x, y , 2, t. Dette vil f. Ex. gjælde om Hastighedens Compo- 
santer efter Axerne, som betegnes 

dx dy d% . . 

*="' 57=*' dl-*' (^> 

• 

Ere Uf t, w fundne som Functioner af x, y, 2, f, saa vil Problemets Oplosning være reduceret til 

Integrationen af disse Ligninger (1). X, Y ^ Z være Composanterne af den accelererende Kraft 

virkende paa dm, og «', t>\ u> være DiflTereutiatcoefflcienterne af u^ r, v med Hensyn til f, idet 

disse Functioner betragtes som svarende til Elementet dm i dets Bevægelse, saa at de afhænge af 

du de duo 
t deels explicite deels ogsaa som Functioner af « , y, 2, hvorimod — » •—, -— ere de parUelle 

di dt di 

Differentialcoefficienter med Hensyn til det explicite iy saa at man har 

, du du du Au , do de dv ie , dm dm dw dw , 

di dcQ dy az di dx dy di dt dx dy dz 

Ifolge d'Alemberts Princip og ifdige Hydrostatiken maa man have (I^ (0)) 



eller ved at indselte de foregMende Udtryk for u^ o', w 

1 dp ^ du dm du du 
Q dx dt dx- dff dz 

\ dp ^^ do de df> dv \ /'q\ 

= y — « « » — 9 > \^^ 

Q djf dt dx dy di 

1 dp dw dw dw dw 

Q dz dt dx dy dz 

Disse ira Ligninger ere endna ikke tilstrøkkelige til at finde p, Qy ti, r, 10, men de maae combine- 
res med de Betingelser, som haves for selve Massens Beskaffenhed som et sammenhængende Flui- 
dum. Et hvilketsomhelsl retvinklet Parallelepipedum dxdyd*^ som har en fast Stilling bestemt 
ved X, y, z indenfor Flnidels Overflade, vil i Tidselementet dt blive gjennemstrommet af Fluidet 
i Retningerne af de tre Azer. Den Masse, som indstrommer af Sidefladen dydz^ hvortil Coordi- 
naten x h6rer, og den, som udstrdmmer af den raodstaaende Sideflade bestemt ved x + dx, ere 
respective 



Qudydzdt, (oti+-^^dx^dydsd/, 

N dx . / 



efterdi Forskjellen mellem Værdierne af g^u fof to Punkter hdrende til samme Sideflade dydz 
er uendelig lille i Sammenligning med qu, Ligesaa for de to andre Par af Sideflader^ saa at 
det tilsvarende Overskud af Fluidum^ som dette Parallelepipedum modtager i Tidselementet dl, er 

-!t^d^iya^ii, -.iSållasdgdzdi, -^d^dyd^dt. 

dx dy d» 

Summen af disse divideret med dxdydz er Tæthedens Tilvæxt paa det betragtede Sted i Tiden 

dt altsaa liig det partielle Differential af q med Hensyn til f, saa at man har 

d£^d^pt0^d(pe)^dC^_^ 

dt dx dy dz ^ ^ 

For en homogen Yædske er q constant, hvilket reducerer denne Ligning til 

dti de dio 
dx dy dz 

og til samme Tid er g given, saa at Ligningerne (2) og (4) ville være tilstrækkelige til at finde 
p, «, «, æ. I Tilfældet af en heterogen Vædske er g en Function af x , y , z, /, men for det 
samme Element dm er Tætheden uforanderlig, hvilket udtrykke^ ved at sætte, liig O det totale 
Differential« af g, idet x, y, z variere ifdlge Loven for dette Elements Bevægelse, altsaa 



!+«!+. j£,,^=,0,. (6) 

at ax dy az 

hvbrred atter Ligning (3) reduceres til (4), saa at de fem Ligninger (S), (4) , (5) ville tjene til 
at bestemme ji, p, «, o, ir* Derimod for en Gas underkastet constant Temperatur haves Betin- 
gelsen ifftlge Marlottes. Lov 

p-*e, (6) 

som maa combineres med (2) og (S). 

2. Er Fluidet nbegrcndsef, saa har man kun at combinere de foregaaende Ligninger med 
Betitogelseme for den oprindelige Tilstand; men i Tilfsldet af Begrøndaning maae smregne Lig- 
ninger vcre opfyldte med Hensyn til de Punkter, som hdre til Overfladen* Han forudsætter scd- 
vanligviis, at de Punkter^ som fra Begyndelsen af ere i Ber6ring med en enten fast eller bevæge- 
lig Sidevæg, bestandigen ere i Berdring med samme, og at de Punkter, som oprindeligen borte til 
den firie Overflade, ogsaa bestandigen h6re til denne Overflade. Ved disse Hypolheaer indskrænkes 
Opgaven, men den vil alligevel kun i faa Tilfælde lade sig virkeligen I6se» Han antage F(x, y, s, i) ssO 
som Ligningen for en Overflade hdrende Ul Sidevæggen« Han skal altsaa have som Betingebe 
for at de Punkter af Fluidet, der til en vis Tid hore til denne Flade, stedse forblive deri, 

dF dF dF dF ^ ,^. 

dF 
Er denne Flade fast, saa haves 3-==^ O. Betingelsen (7) maa være opfyldt under hele Bevægelsen 

for de Punkter, som oprindeligen hdre til denne Sideflade, og lignende Betingelatr haves for alle' 
de Dele af Overfladen, som ikke ere frie* — Den frie Overflade maa være underkastet et ydre 
Tryk Wy der antages at være det samme i alle Punkter af denne Flade, men variabel i Tiden. 

■ 

Altsaa haves som Betingelse for de Punkter af Fluidet, som hore til den frie Overflade, 

dp dp dp dp dm ,o\ 

di dx dy dz di 

Disse forskjellige Betingelser for Grændsefladerne combinerede med Betingelserne for den oprinde- 
lige Tilstand af hele Massen ^ maae tjene til at bestemme de arbitrære Functioner, som indkomme 
ved Integrationen af de partielle DiflTerentialligninger. 

3. Man antage, at «, «, w ere de partielle DifferentialcoefRcienter af en Function 9 af 
Æ*, y, s, I, tagne med Hensyn til x, y, 2, ligesaa at JIT, y, Z ere de partielle Differentialcoefficien- 
ter af en Fnnotion F, altsaa 
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dq)r=audx + 9dy+itdz^ dV^ Xdxi- Ydy i- Zdz. (9) 

Lignin^rne (S) kanne de fremslilles sealedes: 

Q dx dx dxdi dx dx^ dy dx dy. dz dx dz 

1 dp dV d^ip dip d^(p dtp d*(p d(p dl^tp \ (lo) 

Q dy dy dy di dx dx dy dy dy^ dz dy dz 

1 dp ^dV d^q) d(p d^tp dtp d^(p dtp d'^tp 

Q dz ds dzdi dx dx dz dy dydz dz dz* 

Ved at muUiplicefe den Iste med dx^ den 2den med dy, den Sdie med dz og addere erholdes: 

|..r-..|-i,.[(g)%(|)V(g)"]. („, 

hvor Differentialerne ere tagne med Hensyn ii\ x, y, z^ idet I betragtes som constant. Denne 
Ligning integreres umiddelbart, naar g enten er en given Function af p eller har en constant 
Værdie. Dette sidste Tilfslde haves, naar Fluidet er en homogen Yædske, hvilket fOlgelig giver 

f— s-*[(sy*e)^o']. (-) 

hvor hdire Side skulde oompleteres ved en arbitrær Function af C, men den kan betragtes som 
indeholdt i tp. Tillige erholdes if61ge Betingelsen (4) for Massens Continuitet 

!!!s?+^+^ = o. (13) 

dx* dy* dz* 
Denne Ligning tjener til at finde f), hvorefter de arbitrcre Fonctioner bestemmes, og man vil 
dern&st have ifdige den 1ste (9) 

ti-^ f)«^ i«-^ 

ff — , ©n=_, 10=—-. 

Ax dy dz 

1 Tilfældet af en Gas underkastet constant Temperatur maa q elimineres af (11) formedelst C6), 
hvorefter ved Integration erholdes 

og Ligning C3) kan skrives 

d(p^ d(p^) d(p^\ 

ai dx dy lu 

saa at p og 9) blive at bestemme ved Systemet af Ligningeme <14]) og 05i), og af 9 findes 
tf, «, 10 som forhen. Er Bevægelsen ledsaget af meget hurtige Forandringer af Tætheden g , saa 
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kan Temperaturen 6 ikke betragtes som coDsUiDt, men man kan betragte Tilvciterae af O og q 
som proportionale og anvende Ligning I, (4), hvorefler Atter Ugningerae (11) og QZ') kiuine 
anvendes, efterdi q bliver en bekjendt Fmiolion af p« 

4. Det er forudsat, for at Ligning (11) kan finde Sted, at «, o, w ere partielle Diffe- 
rentialcoefRcienter af en Function q>', men for at denne Betingelse kan blive opfyldt til en hvil* 
kensomhelst Tid i , vil det vere tilstrækkeligt , som Lagrange har viist , at* den er opfyldt til en 
bestemt Tid I = t. Den hertil svarende Yærdie af 

bliver, naar Tiden t erholder en uendelig lille Tilvext «, forandret til 

udx-hvdg-^wdz-^eiu^ds+v^dy+WidzX (1^) 

idet nemlig ved Udvikling haves, for |8sr + «, istedetfor n, «, w 

hvor ffj, V|, 10^ ere Fnnctioner af x, y, s. Ligningerne (2) ville til den samme Tid l«=7 + £ 

blive af Formen (10), idet man istedetfor — ^, — ^. — ^ skriver v.. 0|, »i« Naar henf 

dxdr dydt dndt * * 

Ligning (11) sammensættes, erholdes Udtrykket for Hidx+Vidy + Widz som et exaet Dlfferential 

dv 
i alle de Tilfælde^ hvor -^ er et exact DifferentiaL Fdlgelig er Udtrykket (19) et exact Diife- 

Q 
rential, eller Betingelsen, som var forudsat opfyldt for I==t, maa ogsaa nodvendigen være opfyldt 

for f = T + fi, altsaa ogsaa for los^+St, t+ 3 «,•««, d.e« til en hvilkensomhelst Tid, idet e Ican 

være positiv eller negativ. Da Composanterne til Begyndelseshastigbeden eller Værdierne af 

«, o, te for |b=o ere givne, saa kan det ved disse umiddelbart afgjOres, om Betingelsen eralmin- 

deligen opfyldt eller ikke. Den vil f« Ex. være opfyldt, dersom Begyndelseshastigbeden i alle 

Funkter er O. Derimod er Betingelsen ikke opfyldt, i Tilfældet af en Yædske roterende eensfor- 

migen om en fast Axe uden Forandring i Punkternes relative Stillinger ; thi ved at tage Vnes Axe 

som Botationsaxe og sætte den eonstante angulære Hastighed «=<» haves 

« = — y«, 9s=xWj fOB:aO, (17) 

altsaa 

udx-^vdy-irtodz^imixdy^ydé)^ 

hvilket Udtryk ikke er noget exact DifferentiaL Dette Tilfælde maa aitsaa behandles ved at gaae 
tilbage til de almindelige Ligninger. Man har IMge Udtrykkene (17) indsatte i LigUBgernie (8) 



p do: ^ »y p os 

son multiplicerede med dxj dy^ du og adderede give den samme LigDing, som allerede er fun- 
den i Hydrostatiken (I, (49))* 

5. Den Modstand, som et fast Legeme er underkastet ved Bevægelse i et Fluidum, har 
man alene ved Fastseltelse af forskjellige Hypotheser kunnet underkaste Bereguing, men uden at 
kunne komme til nogen tilfredsstillende Theorie, ligesom ogsaa de af Iagttagelserne udledte Re- 
saltater ere mangelftilde og lidet almindelige* Derimod kj endes noget ndiere ifdlge Forsdg Mod- 
standen af en bevæget Vædske mod et Flan , som enten er fast eller bevæges parallelt , f. Ex. 
naar Vædsken ved Udstrdmning af en lille Aabning har antaget Formen af en meget smal Aare, 
hvilket Tilfælde ogsaa lader sig underkaste Beregning. Arealet af Udstromnings- Aabningen eller det 
perpendiculære Gjennemsnit af Aaren være æ^ Vædskeus Tæthed q^ men abstraherer fra Tyngden 
og antager alle Punkter af Aaren bevægede eensformigt efter dens Retning med en fælleds Ha- 
stighed* Bevægelsen af denne Aare modificeres ved et Plan, som enten er fast eller sdm bevæ- 
ges parallelt , og Vædsken forudsættes at aflobe langs med dette Plan , som har en saadan Ud- 
strækning, at alle Punkter af Vædsken erholde Hastigheder parallele med Planet forend de forlade 
dette. Man antage forst Planet hvilende og perpendiculært paa Aarens Retning. Hele Vædssken 
kan betragtes som et frit System af Punkter^* altsaa ifOlge II, II, (B), ved at antage Aareos 
Retning at falde i den positive Retuing af x^ues Axe, 

idet X er den Kraft, som Fladeelementet dk frembringer, og som er Hig og modsat Vædskens 

d^x 
Tryk* Den hele Modstand af Flanet er 2XdX^^JVe=s2m-^-;--^ Altsaa, naar Systemet er kommet 

i en regelmæssig Bevægelse, er ved Integration N Hig Forskjellen mellem Værdierne af 2m — 

svarende tn I og 1+1. Man kan betragte Aaren selv som ubegrændset i den Retning, hvorfra 
den udspringer, og som identiske de Systemer af Punkter, som til de to Tider bevæges paa Pla- 
net, og tillige er —=0 for dem, som forlade Planet, altsaa — N liig Formindskelsen i Devæ- 

di 

gelsesmængde af Aaren* Er dens Hastighed o, altsaa ^mv den Masse, som bortflyder i En- 
heden af Tiden, saa haves p«©* som den Bevægelsesmængde , der tabes, folgelig A^= — ^w©^, 
eller Trykket, som Planet lider, er liigt Qwt^. Naar Planet bevæges parallelt med en Hastighed, 
hvis Composant efter a?*nes Axe er u, kan dog Planet betragtes som hvilende , idet man tillægger 
Awdytiik Mechanik. ^^ 
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Aaren isledatfor v den Hailighed «— «, øm at Trykket imod Planet er gai^ — «)*. Er lil 
samme Tid Aaren ikke perpendiculsr paa Planet men heldende derimod ved en Yinkel O, og 
opldsea Planets Hastighed i to, den ene i Planet selv den anden « i Aarens Retning, saa kao 
Planet atter betragtes som hvilende, idet man tillsgger Aaren Hastigheden v^-n. Tages nn ;r'nes 
Axe perpendicnlør paa Planet, erholdes som forhen — N Hig Formindskelsen i Aarens Bevegel- 
sesmcngde opldst efter x'nes Axe, d« e. g mie — m) mnltipliceret med (o — u)ainOj altsaa 

iV « — ^ lu (V — «)* sin(?» (18) 

Er a Planets Hastighed opldst efter Normalen ^ saa haves ««=-_, altsaa iV« — gta . 

Er Planet hvilende^ saa haves er« O altsaa iVs— ^ ai«tsinØ. 

ANDET AFSNIT. 

AnoøHdøUe paa Vdåirdmmmg og paa Lydens Ferpkuddåe. 

6. Naar en homogen Vædske indsluttet i et Kar udstrOmmer af en Aabning, som er an- 
bragt i den horizontale Band og som er meget lille i Sammenligning med de horizontale Gjen- 
nemsnit af Karret, saa viser Erfaring, at hele Hassen bevcges i Karret saaledes , at alle de Punkter, 
som til en vis Tid h6re til samme horizontale Snit, ville bestandigen hdre dertil, idel de alle 
synke nedad verticalt med samme Hastighed. Herfra finder kun Undtagelse Sted for de Punkter, 
som ere i Nærheden af Aahningen, idet disse bdie af fra den verticale Retning og bevæges heni- 
mod Aabningen, ligesom ogsaa de i Lagenes Omkredse værende Punkter maae bevæges paa Side- 
væggen, hvormed de ere i Ber6ring. Da man kan udelukke af Betragtningen disse Dele af Massen 
som forsvindende imod den hele Hasse, saa vil man overboved kunne gaae ad fri Hypoikettm af 
Lageneå Parallelisme. Han antage x^nta Axe vertioal i Tyngdens Retning, altsaa' JITs^^ , y<=0, 
2 = 0, og man har ifdlge den nævnte Hypothese ««ssO, ios=0, saa at Ligniogeme C^) give 

saa at Trykket p kun varierer i vertical Retning, men er del samme for alle de Punkter, som 
hdre til det samme horizontale Lag. Ligning C4) kan derimod ikke anvendes, thi omendskjondt 

éo dw 

« og fo ere forsvindende i Sammenligning ined u, saa ere dog — og — af samme Orden som 

iy éz 

du 

^ og kunne fdlgelig ikke bortkastes; men Betingelsen for Continuiteten bestaaer simpelt deri, al 
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de VædfkemttDf der, som i Tidselemeotet åi strdnmie igjennem el horisontalt Snit og igjennem Aab-^ 
ningen, ere ligestore* Betegnes Arealerne af Snittet og af Aabniagen ved w og Jl, Hastighe- 
derne i samme ved u og V, saa ere de nmvnte Yrndskemøngder mndi og SlVdt^ eltsaa 

SIV 

^•i = ^. (20) 

1 dette Udtryk er £A, Udatr6nuiiagshaftigheden, en nbekjendt Fonction af !> a» en given Fonction 
af x^ SL en given Constant. Udtrykket (.20) indsmttes i den Iste QlfO^ ^% ^^^ integreres med 
Hensyn til x^ altsaa 

dU rdx ^ Jl^V^ 



—^C^gx — Jl— I \ -— , 



hvor C er en arbitrær tanction af I, men uafhengig af x. Vmrdieme af x svarende til Niveauet 
og iii Aabaingen være xea^ogar^l-fA, saaatAer Niveaaets H6ide over Aabningen. Hvad 
enten Niveauet synker ned, idet der ikke skeer ny TilstrOmning , eller Niveauet ved bestandig 
Tilstromning boldes til en constant H6ide, vil C være at bestemme ved det ydre Tryk p=m sva- 
rende til x=s£, Altsaa 

idet o betegner Arealet af Niveauet d. e. «ie=sa for xbs^. Det ydre Tryk paa Udstrdmnings- 
aabniagen være 

pz=zm^tB^Qgå. (22) 

AlUaa, ved i C21) at sætte 



X 



J2* i^ dx 

= £ + A = A, 1 fi\ / — =.if, 2gCk + å)^q^, (23) 



erholdes 



?«— 2J2^ir— /?«£/« = 0. (24) 

di 



Slorrelsen A er en given Constant, men m^ tOy å ere almindeligen givne Funi^ioner af i, Naer 
Niveauet ved bestandig Tilstr6mning holdes til en eonstant H6ide, er k en given Constant, hvor- 
ved a^ fi og H bestemmes, og men erholder ifdlge C24) 

Heraf findes ved Integration I udtrykt ved U^ altsaa igjen U ved (. Er å consUnt, altsaa q con- 
stant, og antages IT »s O for 1=0, saa haves 

52* 
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gfi q — §V' fi ««' + r-«* ' 2JIH "^ ^ 

Af U findes « ifolge (20), p ifdige (21), Udtrykket for U viser, at efter eD vis Tid, der er 

q 

stedse mindre eftersom SI er mindre, vil man bave uden mærkelig Feil 1^ = 3-, som er deu 

P 
Grændse, hvortil U convergerer* Ved at bortkaste Qvadratet af — haves /7b=s1 , og for å^^O 

ér 9 = V^2^A, hvorved UdstrOmningshastiglieden bliver den samme som SlutningshasUgheden ved 
det frie Fald gjennem den Hoide A, ved hvilken Niveauet er h«vet over Aabningen. Naar U er' 

bleven constant, haves — = 0, saa at (21) giver 



tf 

P=»+pir(a:~D-ipJ2»t/»(^-l), 



hvorimod i Tilfældet af Ligevægt p^^m-k-Qgix — |), saa at Udstrdmningen forOger eller for- 
mindsker Trykket i de forskjellige horizontale Snit, eftersom disses Arealer ere stérre eller mindre 
end Niveauets Areal, og Trykket forbliver uforandret i de Snit, der have samme Areal som Ni- 
veauet. Det Volumen F, som udstrdmmer i Tiden (, £r bestemt ved 



-Sif 

•^ o 



Udt=^Sl^l ^f . (27) 



ifolge Udtrykket (26) for U, Efter Forlobet af en vis Tid kan e-«< betragtes som forsvindende, 
altsaa 

K«J2^<-J2|-/2, (28) 

hvor det forste Led er det Volumen, der vilde være udstrommet, hvis Hastigheden ligefra 1 = 

havde været liig den constante Grændse -3-« Det kan bemærkes, at U og V ifolge (26) og (27) 

P 

folge samme Love som Hastigheden og den gjennemlobne Vei ved det verticale Fald oden Begyn- 
delseshastighed men i et Medium, hvis Modstand er proportional med Qvadratet af Hastigheden 
(jvfr. II, 1, C21)).- 

7. Antages dernæst, at ingen Tiistrdmning finder Sted, saa vil Niveauet formedelst Ud- 

stromningen synke ned. Hastigheden af denne Bevægelse er ifolge (20) — «= , men ifolge 

dt CX 

d£ dh 
den 1ste (23) haves ^ + J- = ^> følgelig 
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a di 
som i Forbindelse med (24) fremstiller et System af to sammenhorende Differentialligninger 
af 1ste Orden mellom V , hy t. YLt å constant, saa vil i ikke indgaae explicite, hvorfor 
disse Ligninger give .en enkelt af 1ste Orden mellem U og h, idet man i (24) indsætter 
dU dU dh JlUdU 

q% + 2^^ U——S^U^^O. (30) 

a dh 

Sættes U^ = 2gji, saa ' erholdes, ved at bemærke Udtrykket (23) for g^, 

som er lineær, saa at z heraf lader sig bestemme^ hvorved U erholdes som Fanction af hy altsaa 
ifdlge (20) t som Function af A« Dette giver igjen V som Fanction af i, hvorefter u bestemmes 
ifdlge (20), p ifdlge (21). Det ndstrommede Volameu V erholdes af U som forhen ved (27) 
altsaa som Fanction af iy eller, om man vil, som Function af h formedelst (29), nemlig 



■j: 



(32) 



idet A| betegner den oprindelige Værdie af h for 1 = 0. Det samme udkommer ved at bemærke, 
at det Volumen, som udstrOmmer i. Tiden ^, i hvilket. Niveauets Hdide synker fra A| til A, er 
liigt det Volumen, som i Karret begrændses mellem de samme Stillinger af Niveauet. SomExem- 
pel antage man ^csO og at den indvendige Figur af Karret er den af en verticalt stillet Cylin- 
der eller Prisma, ^aa at o) = 6 er constant, hvorved a«=6, ^ss--, og tillige sætte man 

Slt=—b, altseB /?«=! -. Ligning (81) reduceres folgelig til 



fi ' ' n« 



d» — 5— ia(fA + n« = 0, 

A 



hvoraf ved Integration, idet A = Ai for « = 0, 

A\»'-5 



-,-it-,'[-ay ] 



^t dh 



Derefter haves t/==i/2^», altsaa ifdlge (29) i^^n / -7=, hvilket giver 
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éh 



Tiden for den hele Udstrdmning, hvorred Karret adtdmmes , er i s= 7 ved at tage som den lavere 
Gnandae Ak o. Transformeres tillige Integralet ved at søtte AbsA^x', og søttes 

fi*«=iii, A, = J^(?*, 
erholdes 

y o l/l — 



r(L\ r(l) 

Man har (P. U, V, (40)) / _ = -— — - , allaaa , ved at tage p = 1 , 

H:^2m^4j ^=m — 2, og ved at bemærke at P(4)=ay^, 

y_ eyn \2i>i— 4/ 

\2iii-4/ 
Tilfaldet m^^S maa særskilt behandles. Udtrykket (33) for fi'«2 er {(, men Iransformeres til 

1 = 



_ 1 /"'•/'iM-^fi 
Vl^v/* V A/ /A* 



altsaa ved at sætte A = A|jp og ved at integrere fra A = 0, altaaa xasO, 



'->f^y:'-'(4r-4T' 



(!>• II, V, C37))* — Naar Aabningen J2. er overmaade lille, kan maa i (24) sætte /f=l samt 

^ dU 

bortkaste JIH^ hvorved det andet Led bortfalder, forsaavidt ikke --p er meget stor, hvad der 

kun finder Sted i de fdrste Oieblikke af Bevægelsen« Man erholder saaledes umiddelbart og udeii 
I Integration I/«^ eller liig den Hastighed, som skyldes Hdiden k-bå, men ifdlge Forudsætningen 

med Hensyn til — maa å enten være constant eller maa variere meget langsomt, hvilket Resultat 

ol 

gjælder hvad enten Niveauet boldes til en constant Hdide eller ikke, og det er uafliængigt af 
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Stillin^eti af Aabningeos Plan , son kan hare enhver Afvigelse fra den horisontale StilKngi — 
Ifdlge Iagttagelserne maa i alle Tilfølde den beregnede Hastighed I/, og derved ogsaa Yolnmen F, 
reduceres red Hultiplication med Factoren 0,02 formedelst den udstr6mmende Aares Sammentrmk- 
ning,. hidrdrende .fra de Afvigelser fra vertical Bevegelse, som finde Sted i Karret eftersom 
Vsdskedelene nerme sig til Aabningen. 

8. Naar Miveanet holdes til en constant Hdide, saa maa der efter en vis Tids Forldb 
indtnsde en permanent Tilstand af Massen, saa at alle Omstændigheder forblive uforandrede paa 
ethvert Sted og forandres kun fra et Sted til et andet. F. Ex. Hastigheden er paa ethvert Sted 
constant i Storrelse og Retning, saa at to materielle Punkter, som til forslgellige Tider ere paa 
det samme Sted , maae have samme Bane og ndiagtigen den samme Bev«gelse. Ligningerne' (2} 
give altsaa almindeligt, istedetfor (19), 

5^=e0-0, j^ — 9^, ^ — p«, 

hvoraf fdlger for Bevægelsen af et hvilkelsomhelst Punkt 
eller naar U betegner Hastigheden i Banen, , 

Ved at integrere denne Ligning mellem hvilkesomhelst to Punkter af Banen, bestemte ved x^ og x^ 
hvortil svare p^ ^^ P^ ^o ^^ ^> haves 

som gjttlder uafhængigt af HypoUiesen af Lagenes Parallelisme« Br Niveauet et horisontalt Plan, 
og antages Xq at svare til dette Plan, ere tillige som forhen Trykkene paa Niveauet og paa 
Aabningen betegnede m' og ar, erholdes for x^=tXQ + k d. e» for Aabningen 

d. e. ifdlge Q2S) og den 4de (28) If« = 1^ + q^, hvor U er Udstrdmningshastigheden, U^ Hastig- 
heden i Niveauet. Ved at bortkaste U^ som umærkelig erholdes U=^q som forhen« 

9. Udstrdmningen af en Gas maa bestemmes ligesom den af en Vædske ved at forudsætte 
Lagenes Parallelisme, men man kan betragte Tyngdens Indflydelse. som umærkelig > altsaa ifdlge 
den 1ste (19) 



416 

Ligningen for Continuiteteu erholdes ved at betragte to horizoutale Snit svarende iiå x og x + dj, 
og s6go 'den Masse, som i Tiden di slrdinmer ind i Rummet wdx gjeanem det forste Snit og 
strømmer ad af samme gjennem det andet, nemlig 

d.Q O) tf 



Qwudty 1^0)«+ — ^ dxjdt. 



Overskuddet af den forste Masse over den anden divideret med Volumen v)dx er det partielle 
DifTerenlial af ^, altsaa 

c»-S:+_^ = 0. (36) 

di ax 

Tillige haves^ under Forudsætning af constaot Temperatur, Ligning (6), ved hvilken q kan elimi- 
neres af (35) og C36), altsaa 

L^ ^ dtt __Q dp d.pwu _ . . 

p dx di dx, di dx 

Disse Ligninger kunne ikke almindeligen integreres; men naar Gassen udstrommer af el Kar, der 
staaer i Forbindelse med et Gasometer af stor Udstrækning, hvorved der vedligeholdes et constant 
Tryk m paa et beslemt Snit i Karret a» = aj saa vil der efter en kort Tids Porldh indtræde en 

du dp 

permanent Tilstand, for hvilken man kan sætte —==0 og 3^=0, og Ligningerne (37) ville da 

di di 

give ved Integration 

Jk/p+Ji,«=.C, prøii=c', (S8) 

hvor C og (f ere arbitrære Constanter. For (i9=»a, P = tBr, antag u=>Uq, og for Aahningen 
0}=J1 være ps=zw\ u=^U* Altsaa haves 

*/m + il/J=ft/© + J(/*«^, waUo^wJlU=^(f. (39) 

Herved beslemmes U^, [/, C, C', idet w, m\ a, SI ere givne Constanter^ hvorefter LigBingerne 
C38) give p og ti; men det kommer fornemmelig an paa at finde Udstrdmning:?h«stigheden I/, for 
hvilken man erholder ifélge (39), ved Elimination af 6\ C', [/q, 

V^ i ^ (40) 






Naar Udslromningen skeer i ét\ tomme Bum, haves m'"sO, altsaa ^=00. Bortkastes i (40) 

Størrelsen I j som umærkelig, og sættes h=^^^=guh, saa at h er Baromelerhoiden , der 

liolder Ligevægt med Gassens Elasticitet, naar dens Tæthed er ^, og /« er Forholdet af QvIksOl- 
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veto Tæthed og T«theden ^, sta vil det seef, at Gassens Udstrdmningshastighed U er den samme som 

Slatningsbastigheden ved Faldet i det tomme Rom gjennem den Hoide hfil—f. 

w 

10. For de meget smaa Bevægelser af et Flaidam, f. Ex* Tor d/e akustiske Vibrationer af 
Laflen, ved hvilke Lyden forplantes, ville de almindelige Ligninger knnne betydeligen simplificeres, 
idet tillige Methoden i Art. 3 anvendes* Det vil dog her vøre nodveudigt fdrst fra Physiken at 
s6ge nogle Oplysninger angaeende Lovene for Varmemængdens Forandringer i en hvilkensomhelst 
Gas, Imellem de tre Stdrrelser p, (», d finder den almindelige Relation Sted I, (4), nemlig 

p=fcp(;i + a5), (41) 

For 0^=0 og for en Tæthed ^, som giver en Værdie af p liig Atmosphærens Middeltryk sva- 
rende til Barometerhdiden 0*^79, maa den givne Hasse, et Gram af Gas, indeholde en vis Varme- 
mængde , som er aangivelig men som maa betragtes som meget stor i Sammenligning med dens 
Tilvæxt 9, hvorved Gassen bringes til en hvilkensomhelst Tilstand svarende til p, ^, 6, Stdrrelsen 
q er en bestemt Function af disse tre eller ifdlge (41) af de to p og ^, hvilket betegnes ved 

q=fCp, e). («) 

Af (41) fdlger ved Differentiation og Elimination af k, idet enten p eller q betragtes som constaht, 

dp __^ ag dp ap 

de TTad' M'^TTaØ' 

For den betragtede Gas være c og c den specifike Varme under constant Tryk og under constant 

dg do f dg dp 

Volqmen, nemlig c = ^^ og c==^^, félgelig 

ap dg c'==J±.% (43) 



1 + addg^ l^addp^ 



c 



og tillige være --9^= fy altsaa 



c 



tjenende til at bestemme Formen af Functionen (42) , naar fdrst y er fanden som Function af p 
og Q. Naar nemlig Differentialligningen mellem to Variable 

pdp— ypdp=0 (46) 

er integreret ved C/=C, hvor C^ er en bestemt Function af p og p, men C en arbitrær Constant, 
saa erholdes (D. II, IIl^ 2) 

q^FOn. (45) 

Ånaljfiisk MBckmik. ^ 
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Man maa ndd?endigen have o c eller ^^ >• 1 ^ efterdi der naa behdves en stOrre Varmemængde 
til at fordge Gassens Temperatur og tillige udvide dens Volumen end til at give den samme 
Fordgelse i Temperatur nden Forandring af Volumen. Den betragtede Gas være atmospherisk Luft. 
indslttttet i et lukket Kar, og dens Tryk, Tæthed og Temperatur være oprindeligen de samme som 
den udvendige Lufts, p, Qy 6. Man borttager en lille Deel af den indvendige Luft, og naar den 
tilbageblevne Deel igjen har antaget Temperaturen 9, være dens Tryk og Tæthed betegnede p\ q. 
Man tilveiebringer dernæst Forbindelse med den ydre Luft, hvilket lader Tryk, Tæthed og Tempe- 
ratur samtidigen voxe, og efter en meget kort Tid er det indvendige Tryk igjen liigt det udven- 
dige. Man afbryder da igjen Forbindelsen, og man betegner ved q' og 6 + æ den indvendige 
Tæthed og Temperatur; men Temperaturen vil dernæst igjen synke og komme i Ligevægt med den 
udvendige Temperatur 0, og da dette skeer uden Forandring af Tætheden q\ vil Trykket for- 
mindskes fra p til p'\ Da Tætheden er gaaet plndseligen over fra q* til f'\ hvilket giver en 
Fortættelse 



tf 



*= ^^=;^, (47) 

saa vil den dertil svarende Temperatar-Forhdielse m ikke umiddelbart knnne iagttage«, men deo 
kan udledes af de tre Tryk p, p , p eller de dertil svarende Barometerhoider, som kunne maalcii. 
Deu indsluttede Luft har under Experimentet veret snccessire i disse fire forskjellige Tilstande: 

It p, Q,e; 2? p', Q, d; S? j», q", <?+«,; 4? p", g", 6. 

n n 

Ved Sammenligning af den 2den og 4de Tilstand hares ifdlge Mariottes Lov V=^« altsaa 

Q P 

p *"* P 
d = - — r-^9 Og ved Sammenligning af den Sdie og 4de Tilstand haves 

P 

•^= , "^ ^ > (48) 

p 1+aØ 

hvoraf co kan findes, som svarer til Fortættelsen å* I et Forsog af Desormes og Clement skete 
Overgangen fra q til q" i mindre end en halv Secnnd, og man havde 

> 

fl«120,5, p = 0w,7666, p'«= O"? ,7527, ii"=0"»,7629, 

allsaa 

S = 0,0136, rø = 1 <>,3466, 

saa nt - = 0,0101 maa være den Fortættelse, hvorved Temperaturen vil forhoies 1®, naar 

13465 

nemlig Fortættelsen skeer pludseligt, nden Tab af Varmeatof. Naar nn den betragtede Luftmasse, 
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:$varende til ji, p, 6 9 Ted Afkj6liDg hringeu, onder det oonatante Tryk^ ned til en Temperalur 
6 — e, idet Tætheden netop voxer i Forholdet å^ saa haves 

altsaa 

hvor ^=^^ — r^, folgelig ved Elimination af 6 mellem C48) og (40) 
P 

^ - P—p' rt,n\ 

— = -77! j. (50) 

€ p —p ^ ^ 

Naar dernæst, under Trykket p. Temperaturen igjen bringes op fra 6 — € til 0, vil Luftmassen 
absorbere en Varmemængde s=sc«, og naar man derefter ved pludselig Sammentrykning frembrin- 
ger en Fortættelse å^ vil Temperaturen stige til Ø + co, men ved Afkjoling under det constante 
Volumen kan Temperaturen atter bringes til 6 — €, hvorved Luften kommer til at afgive en Varme- 
mængde ^cC^+o)), der maa være liig den forhen absorberede, altsaa 

ce = c'(«+a>), (61) 

hvoraf fdlger /=1 + —, eller ifdlge (50), og ved at indsætte de forhen angivne Værdier 



/ = V-^ « - == 1,363. (62) 

P — P 17 

Tillige har man fundet ^ at / er constant eller uafhængig af og p, saa at man har i (46) 

l/ = — , folgelig 

p=-Qyg> (^), *(! + «»)= p»-i <p (^). (63) 

fifaar altsaa ved en pludselig Sammentrykning eller Udvidelse, uden Forandring af Varmemængden, 
Po9 Pc ^0 ^^^^^ ^^^ P> Qy ^» ®''^^ omvendt, saa haves 

folgelig, ved Elimination af q mellem disse og de to foregaaende, 



*) Ved en mindre ndiagtig Beregning har Poisson fondet / = 1,3482, roen den her anférto rigtigere 
Værdie giver bedre Overeenssteramelse med hvad andre Physikere have fundet (if6lge Gay- 
Lussac og Welter er / = l«3r48, ifOlge Dulong 1,421). 
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som Yise den Lov, hvorefter Trykket og Temperataren forandres ved en pludselig Forandring af 
Tætheden fra Qq til q eller fra g til Qq. 

11. For dernæst at komme til Ligningerne for Lydens Forplantelse i Laflen, antage man 
fdrst, at Qø er Luftens Tæthed i dens Ligevægtstilstand, å dens positive eller negative Udvidelse, 
hvorved Tætheden forandres fra Qq til ^, altsaa 9 = ^0(1 + ^, og man antage, at til Qq svarer 
el Tryk p^r^Jgh^ hvor J er QviksOlvets Tæthed og k den Barometeriidide, som bæres af Tryk- 
ket Pq. Altsaa haves 

F = Po-=^i^*0 + <^- (66) 

Naar Udvidelsen d skeer , pludseligen, uden Forandring af Varmemængden, saa bliver Temperaturen 
forandret fra 0^ til 0, og man bar ifolge den 1ste (54) 

f^JghO^^gy, (6e) 

som giver dp = JghyO-^ 9)^^ d d , altsaa -? = -LL (1 + gy-t ^ ^. Fdlgelig ved Ind- 

Q Po 

sætning i QLl') og ved Integration, idet V=^f>y 

, Jghy (l+cpy-^— 1 d^_ , \{å^y /dg>y /d^Yl 

~^' 7=1 di ^iKdxJ '^Kdi/ '^Kd^J ] 

eller approximativt , da å, -^, -^, -5? ere meget smaa, 

as dg as 

^9^y ^_^ dg) 
Po di' 

Man sætte 

altsaa 



(57) 






(58) 



,. , , e« "•^'^'^S "•^»+^1 "•(»^'^J 

Ligning C3) giver, ifolge den Iste (9), — + + 5L+ = o elier 

at ax åg az 

approximativt 
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då d^q> d^qf d^g) 

di^d^^dH^^'éJ'^ ' 



aUsaa formedelst (58) 



^^a^(^^^^^\ (59) 



Heraf skal ^ findes (s* II, V, (70)), og de arbitrcre Fanctiooer skalle bestemmes ifdlge de op- 
rindelige, til f<=sO svarende^ Værdier af 9 og ^ som givpe Functioner af Xj y, s, idet nemlig de 

oprindelige Vsrdier af «, v, 10 give 9 ifolge den 1ste (0) , og den oprindelige Værdie af å gi- 

dfp 
ver -p ifdlge (58). Den arbitrsre Constant, som sknlde completere tp^ kan udelades som over- 

flodig, efterdi de sogte Størrelser, svarende til en vilkaadig Tid I, blot afhænge nf^,^,-^,^. 

dx dy dz di 

Er Luften nbegrændset i alle Retninger^ saa haves ingen andre Betingelser end de anf6rte 
for |b=sO; men i Tilfældene af Begrændsning maae særskilte Betingelser være opfyldte med Hen- 
syn til Grændserne, hvilket betydeligen fordger Vanskelighederne ved Regningen. Det kan tillige 
bemærkes , at naar forskjellige initiale Tilstande give til en hvilkensomhelst Tid i respec- 
tive 9=^9 19 9 = ^29 V^^Vti** •i '*^ ^^1 ^^ initial Tilstand sammensat af alle de fdrste Til- 
stande give 

« 

idet Hastigheden til enhver Tid og paa ethvert Sted er sammensat af de enkelte Hastigheder 
svarende til de særskilte Systemer af Bevægelser, f. £x» Composanten efter x^nea Axe 

^ = ^1 + ^-^+ -—-+.,, i og Udvidelsen å til enhver Tid og ethvert Sted er Sammen af de 
dx dx dx dx 

enkelte Udvidelser til samme Tid og Sted (jvf* II, V, 24, om Superpositioneu af smaa Bevægelser). 

12. En. huul Cylinder, som er nbegrændset i begge Retninger og hvis Snit perpendicnlært 
paa Generatrix kan have en hvilkensomhelst Figur, antages fyldt af en homogen Gas, f* Ex* at- 
mosphærisk Luft« I et vist Stykke af dette Ror antage man Lnftdelene forflyttede parallelt med 
Generatrix, saaledes at alle de Punkter, som oprindeligen hdrte til samme perpendiculære Snit, ere 
forblevne deri, idet de alle have nndergaaet en fælleds Forflyttelse, og tillige være de samme 
Punkter underkastede ligestore Begyndelseshastigheder parallele med Generatrix. Den hele Bevæ- 
gelse maa derefter ogsaa være parallel med Generatrix eller efter Rdrets Forlængelse, der tages 
som a;*nes Axe, og Bevægeben maa tillige være fælleds for alle Punkter af det samme perpendi- 
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culære Snit, eller å og u og derved ogsaa q> naae vere Fanctioner alene af f og re, men aaP- 
hængige af jf og », saa at Ligning C^9) reduceres til 



d2g> ^^ d^g> 



= as 



(60) 



dx 



(61) 
O skulle svare 

(62) 



(63) 
Herved er 

(64) 



di* dx* 

Allsaa haves (jvf. II, V, 2) 

y = Fj (x — aO + fiO^^ «0, 
og man antage F^(x)^==jF(x')dx^ fiOO'^ffO'O^^' Folgelig, naar til «« 
« = /r(a?), å=W(x) eller 

maa man have i^(ap) + /*(a?) = /Z(a?), /''(x) — /'(a;)==a©x, allsaa 

^C«) = i[J3'(«) + aB^(^)], A(a^)=i[ir(a:) — «m(a:)], 

hvor Functionerne HCx') og w(x') maae være givne for alle reelle Værdier af x. 
Udtrykket (61) bestemt, hvoraf igjen findes 

u=F(x — aO + f(^ + «0> aJ=>FCar — al) — /(x + aO. 

Bevægelsen af alle de Punkter, som oprindeligen have hOrt til et hvilketsomhelst Snit bestemt ved 

Æs=3|, vil derefter kunne findes ved Integration af en Ligning af 1ste Orden mellem x og t, nem- 

dx 
lig -~s=sti, idet tillige oc^ss^ for <=0, hvorved den arbitrære Constant bestemmes. Naar alene 
di 

et begrændset Stykke af Luftcolonnen som j4B'=X (Fig. 56) er bragt ndaf Ligevægten for f«=0, 

og tillige A og B antages at svare til x^^O og xasÅ, saa ville Functionerne J7Cæ) og m(x) 

være O for alle Værdier af æt, som falde udenfor Intervallet fra O til A, og det samme vil f6]ge- 

lig være Tilfældet med F{jl) og fix")^ Man vil derefter kunne undersdge Lnftcolonnens Bevægelse 

i enhver af de tre Dele særskilt: BX^ som regnes fra j;=>l til a:=-f oo, AXi fra ar = til 

aj= — oo, AB fra a; = til j;=A» 1?' For ethvert Punkt M i BX haves a; + fll>A, saa al 

Ligningerne (64) reduceres til 

fi = -F(a;— al), a J=iF(a? — al), (65) 

fdlgeKg wssiaå, men for at disse ikke skulle forsvinde, maa man have 

X jp—- A 
—>t> , 

a a 

* 

. BM AM 

eller M er kun i Bevægelse gjennem det ene Tidsinterval fra — til — , og vil udenfor samme 

a a 

være i Hvile. Bevægelsen forplanter sig altsaa i Retningen BX med en Haatfghed a, og den ved- 



X 

varer for hvert Punkt i Tiden — , saa at det Stykke, hvori Bevægelsen foregaaer, har Længden h 

a 

Det bele System af Bevægelser i dette Stykke er ifulge (653 ^^^ samme, som for 1=0 er givet 

i Stykket AB^ eller man kan betragte denne Bevægelse som bestaaende i en enkelt Lydbolge, der 

eensformigen og med uforandret Figur flyttes, saaledes at den samme Bolge blot bestaaer suc- 

cessive af forskjellige Lnftdele , der ideligen træde istedetfor hinanden. !2? For ethvert Ponkt M 

i AX^^ hvortil svarer x negativ, haves x — at negativ, saa at Udtrykkene (64) reduceres til 

altsaa u=i — a8. Man vil have « og ^ forsvindende, undtagen i Tidsintervallet 

A w ' X 
><> , 

a a 

som lader x-^at falde mellem O og A, eller Jlå^ er kun i Bevægelse i Tiden fra til — .. 

a a 

Den oprindelige Lydbdige AB vil altsaa forplante sig eensformigen med Hastigheden a i Retnin- 
gen AXi ligesokn i Retningen AX^ hvad man ogsaa forud kunde indsee. 3? Endeligen væreJlf" 
et Punkt mellem A og B^ svarende til x positiv mellem O og A. Man vil have x — at belig- 

gende mellem O og A i Tidsintervallet fra <e=sO til f:= — = r, og man vil have x + at be- 

a a 

X X bm" 

liggende mellem O og A i Intervallet fra t=^0 til t=? = . Udtrykkene (64) anven- 

a a 

X Ål ^"^ X 

des altsaa saalænge t ikke overstiger den mindste af Stdrrelserne — og , hvorefter alene 

a a 

X Jl "^ X 

(65} eller alene (66) anvendes mellem — og ^ men naar t er kommen ud over dette In- 

a a 

terval, er itf" i Hvile» Bevægelsen er altsaa fra Begyndelsen bestemt ved de to Lydbolger, som 

gaae den ene i Retningen ABX^ den anden i Retningen BAX^^ med fælleds Hastighed a, idet 

X 

Virkningerne af begge BOlger ere sammenlagte; men disse Bdlger ville for 1= — eller 

a 

X X 

t s=a ophdre at falde over hinanden i det Punkt JV", hvorefter Bevægelsen i ^' alene be- 

stemmes af den ene BOlge, hvori den ligger, indtil ogsaa denne Bolge er Qemet, Idvrigt kunne 
specielt Hix') og tø (o;} være saadanne, ai Udtrykkene (63) give enten F(a?}»0 eller f(j;)ssO, 
hvorved den ene eller den anden af de to Bdlger bortfalder. 



13. Man aata^e dernest R5ret lakket i den eae Ende ved et fast Plan perpendiculert 
paa Generatrix^ men ubeg:rændset til den anden Side, og man regne x positiv fra det faste Plan 
efter Retningen af Roret. Da de Punkter af Luftmassen, som oprindeligen ere i Berdring med 

lim 

det faste Plan , bestandigen maae forblive deri^ saa haves <-!- bs o tot x^^iQ^ som er Belingel- 

dx 

sen med Hensyn til Luftcolonnens Begrsndsning. Heraf fOlger FC — al} ^/C^ 0=0, altsaa for 

enhver positiv Stdrrelse ^ 

Fi-O== — K0* (67) 

Tillige ere II (x) og mix)', og derved ifolge (fi!S) F(jt) og AC^D, alene givne for positive Vær- 
dier af æ, men formedelst Betingelsen (67} ville dog Udtrykkene (64} herved være bestemte, 
efterdi f(x+at) er given for x-i-at fra O til oo og F(jc — at) er given for x — at^ der kan 
have alle Værdier mellem jLoo» Ligningerne (64} knnne altsaa anvendes umiddelbart fra |c=sO 

X X 

til f = — , men for !>- — maae de reduceres ifdlge (67) til 
a , a 

«« — /•(— a? + aO + /"(«:+ «0» «*= — /"(— x+ al) — /"(a? +al}. (68) 
Ere 17(0;} og mQc) begge O undtagen i det Stykke BC (Fig. 57) mellem 6rændsernex=:a=^£ 
og ^=s/9 = ^C, hvor A betegner den lukkede Ende, saa maa det samme gjæide ifdlge (63) 
om Punctionerne FCjd) og fQs)^ og man maa da undersdge særskilt Bevægelsen i de tre Dele 
CX, AB^ BC. 1? For et Punkt M i CX, svarende til x> /?, reduceres Udtrykkene (64) til 

u = ad^ Fix — ai)j (69) 

som er O for l< ^, i hvilken Tid H er i Hvile, idet Bevægelsen fdrst begynder for 

a 

X — S CM X — a BUf 

1= — !-= — og vedvarer indtil 1= = — • Denne Bevægelse kan betragtes som en 

a a a a 

Bolge gaaende ud fra Stillingen BC, og forflyttende sig eensformigen med Hastigheden a i Ret- 
ningen BCX. For l>*^ haves ifdlge (68) 

a 

ii = a*= — f(— ar + al}, (70) 

' - 

D 1 ^ «.j . a II. f. . ^+a BA+AM , ... X+/J CA + Aåf 
som giver Bevægelse gjennem Tidsintervallet fra I s «= indtil 1= — ^=s , 

a a a a 

saa at herved en anden Bdlge er bestemt af samme Længde BC bevægende sig med samme Ha- 
stighed a i Retningen BCX. 2<! For et Punkt H^ \ AB^ svarende til x<a maa fOrst (64} 
anvendes, som reduceres til 

u^—ad=f(jB + ai). (71) 



Denne Stdrrelse er OtorK. , i hvilken Tid M er i Hvile, idet Bevægelsen fdrst begyn- 

a 

a—x BM! B-'X Cid 

der for 1= «= og vedvarer indtil Isss*- = • Hertil svarer altsaa en Bolge ud- 

a a a a 

gaaende fra Stillingen B C og beveget med Hastigheden a i Retningen CBA^ En anden Bdlge, 

bestemt ved det fdrste Led af Udtrykkene (64) eller ved (70), bevæges i Retningen A X^ og maa 

M n , .^ . «., . . ». . * x + a BA+AH^ , , ., x + å CA + AM* ^ 

alBcepe Punktet Jlf i Tidsintervallet fra 1= = indtil /= 1-== . Det 

a a . a a 

er den samm'e Bdige, som i sin fortsatte Bevægelse i Retningen AX y\\, som forhen viist, ogsaa 

bringe M i Bevægelse. De to Bdlger, som saaledes successive afficere Punktet JEf', ville kunne 

falde over hinanden i dette Punkt, hvis de to Tidsintervaller, hvori de vare, ikke falde ganske 

udenfor hinanden , d« e, hvis man ikke har ^ — xK.x-k-a eller \BC<.,AJd' Da den fOrste 

BOlge' lader for S^ Hastigheden u undergaae de samme successive Værdier fra ^(o) til /*(/?), som ' 

ved den anden Bdlge erholdes for — «, kan den anden* B6lge betragtes som identisk med den 

fdrste, tilbagekastet formedelst det faste Plan A. Den uforandrede JPi^ur bliver blot vendt om, 

saa at den forreste Deel, der f5rst stoder an mod A^ ogsaa bliver den forreste i den tilbage- 

gaaende Bevægelse i Retningen AX^ ligesom det ogsaa sees, at for A sat istedetfor nf d. e, 

for 2;= O Tille Momenterne, hvormed de to Bolgetider begynde, og > falde. sam- 

a a 

men* 3? For et Punkt JU" i BC^ altsaa for a<x</9, er Bevægelsen bestemt ved de 

samme Bdlger, fdrst ifdlge C69) fra 1 = til l«» ^ og if6lge (H) fral«=0 til 

a a 

/«S == , saa at disse to Bdlger, som gaae i modsatte Retninger, falde over hinanden i 

.. <2r ~~-' et o "* % 

Punktet M saalænge I er mindre end den mindste af de to Grændser , « Dernæst 

a . a 

bevæges ogsaa Jlf" ved den anden tilbagekastede Bdlge ifOlge C70) i et Tidsinterval, der bestem- 
mes ganske som for M, — Er R6ret aabent i A^ saa at den omgivende Luftmasse vedligeholder 

et constant Tryk i dette Punkt, maa man have ^ssO for x=sO, altsaa ifdlge (61) 

ol 

fi-0=f(.S) (72) . 

I 

for enhver positiv Værdie af ^. Omendskjdndt II 00 o? fl^C^)? og derved formedelst (63) ^o;) 
og fOOi ^^^ ®'® givne for positive Værdier af x, saa ville dog Udtrykkene (64) herved blive 
beslemte ifdlge Betingelsen (72) ligesom forhen ifdlge (67). Man kommer saaledes til ganske 
Analytisk Meckanik, 54 



RefolUiler mm i TilMdeC af dat i den ene Ende jé lakkede B5r. Det maa kon bemer- 
kes, at den til Udtrykkel C71) fvarende Bdlge efter Tilbagekastninfen fra j4 vil ifdige (,72) Y«re 
rremstillet, iftedetfor (70), red 

m^må^rC—x + aO^ (73) 

14* Er Rdret i beg8:e Retninfer begrøndiet, mellem to Ender A og B, svarende til 
X =0 og x^^X, faa vil ethvert Element af Lnftcolonnen , som er bragt nd af Ligevegt, frem- 
bringe to Bælger bver i sin Retning, som bevæges eensformigen med Hastigbeden a til Enderne 
yi og By bvorfra de tilbagekastes, saa at enhver af Bélgeme bevilges oforandret mellem de to 
Grendser, fra ^ til H og fra B til ^, Er R6ret enten i begge Ender lokket eller i begge 
aabent, vil enhver Bdlge efter to Tilbagekaitmnger komme tilbage i sin oprindelige StiUiag, saa- 

2X 
snart en Lmngde lli^ 81 er gjennenddbel, saa at hele Luftcolonnen efter et Tidsinterval — er 

4i 
bragt tilbage til sin oprindelige Tilstand , eller der frembringes en periodisk Bevegelse med en 

21 

Oscillatfonstid liig — • Er derimod den ene Ende lakket, den anden aaben, maa enhver BOIge 

4i 

tilbag^astes to Gange fra den samme Ende, altsaa nndergaae lire Tilbagekastninger, for at knnne 

komme tilbage til den oprindelige Stilling, hvilket indtræder, naar en Længde 4 A er gjennemlobet, 

4X 
saa at Bevmgelicn atter bliver periodisk, men med en Oscillationstid liig — (d. e. Rdret vil give 

en Tone, som vil være en Oelav dybere end i de to foregaaende Tilfælde). De samme Slatninger 
kommer man til iflHge Belingebesligningeme* 1? Er R6ret lakket i A og B^ maa' man have 

^ saO for or&sO og a;«"l, saa at Formlerne C^4) blive bestemte, idet F(x) og f(x) ere 

mX 

givne alene fra :b «s O til a; = A, thi ifOlge (61) haves 

Fi—0+f(0^o, F(A-0 + ra + D = o. (74) 

Ved i den 2den at forandre ^ til £:+A haves F(— ^ +/'(2A + 0s= O, eller ifOlge den 1ste 

/(2A+ O'^tiO' Forandres i den 2den (74) C **! f— A, haves F (2 A — £;+/(£) = eUer 

if61ge den Iste F(2A — ()»#*(— £;)• Heraf indsees begge Fnoetioneraes Periodicitet Qige'- 

som for en svingende Streng s. II, Y, 2). 2? Er Rdret i begge Ender aabent, saa haves 

dm 

-~«sO for a? = og a:==A, altsaa 

di 

^c-o^r<Ds FCA-o«/(A+a (75) 



4n 

hvortf sanne Slutmng addragef wom af lagnuiyenie (74) , In Mfta (76) kmt cre fortljellif e 
fomedebt FnntilioiieB f forandret lU — A 8! Br Mnl lakhal i ^, aakent i H, altsaa 

^=0 for æ = 0, -?=sO for a?=A, saa kaves 
dx di 

F(-o+r(o«o, /^(i-o-ra+0. (76) 

Forandres i den2dea £; til A-f £; og eliinineres F( — j^ ved den iate, erholdes — fiO^fi^^'^C)^ 
altsaa f (f) = — A(2A + 0» <>«r ved her igjen a( forandre f til 2 A + f haves /(2A + f) = — r(4A + J), 
alUaa / (f ) = /" (4 A + £). Forandres i den 2dcn (76) f til f — A , erholdes F (2 A — f) = /•({) 
= — F(— f)> <>8r vedher igjenat forandre f til f— 2A hav«aF(4A— f)«— F(2A— = -'^(— f)- 
Heraf fOlger begge Fanctioners Periodioitet , formedelst del felleds Interval 4A. — Man kunde 
(ligesom for svingende Strenge, s. 11^ Y, 3) ogsaa behandle diaae forslgellige Tilfælde ved Hj«lp 
af trigonometriske Bekker, og man kande deraf igjen udlede de apeeielle Oseillationer, aom vilde 
finde Sted, naar Luftcolonnen indeholdt øqvidistante Svingningsknuder, 

15. For en i alle Retninger nbegnendset homogen Loftmasse vil ^ vøre Kgefirem bestemt 
(Art. 11) og kan fremstilles saaledes: 

— y /(« + 4ilcosA, f-¥mteoif$j Z'haicoB^)tdm 

? = < "i ■ ^ (77) 

+ — 5^ /F(j?+4ilcof A, y-haicos/éj x-i-aieoa^')iéa^ 

begge Integralerne udstrakte til alle Blementeme deø af KngleHaden besklreven om Begyndelses- 
punktet med Radius liig I, idet Xy p,, v ere Vinklerne mod Axeme x, y, s;, som bestemme Ra- 
dius til samme • Element. Betragtes et enkelt Masseelement af Luften, oprindeligen bragt ud af 
Ligevægt, saa ville f o% F være givne for alle Punkter af dette Element, men de ere O for dem, 
som ligge udenfor* Derefter ville for et vilkaarligt Pnnkt Jf , hvis Coordinater ere x^ % %^ Ble- 
menterne af begge Integraler (77) forsvinde undtagen de, for hvilke 9 + iilcosA, y-falcos/f, 
s-f alcosi/ netop falde sammen med Coordinateme til hvilkesomhelst Punkter i det Masseelement, 
som var bragt ud af Ligevægt Om M beskrives altsaa en Kugle, hvis Radius a i voxer propor- 
tionalt med Tiden, saa at fp er O for Punktet M undtagen i det Tidsinterval, der er bestemt ved 
to coneentriske Kngleteder nm M^ aom netop indMnIte dal omhandlede Masfeelement, og for de til 
hvilbesomhélat Pnafcrer i samme svarende Veriier afA, fåj ¥* Dette Masseelement Arembringer 
aMsaa i' alle Bfetninger Bdlger, der fwf lanie sig rettinel med Haatigbaden m ligesom i det ube- 
grændscde «|littdrisin R6r* De forskjelUge Maaseelementor , som oprindeKgen eller ogsaa efter 
hinanden fcntine være antle nd af Ugevaigt, ville, paa aannne Mande udsende Bdlger, som forplan- 

54* 



tef eeiufomiifen i tlle Retawftr oden «t hindre* hinaaden gjøMidigea. Tages el seadaol Maase- 
element, hTorfca LydbéJger ndfaae, tom Begyndelsespnnkk, betefneø Afstanden lil M red r, Ha- 
stigheden af M ved U j saa haves, da Bevægelsen af M maa skee efter Retningen af r, efterdi 
Alting maa vere symmetrisk omkring Begyndelsespunktet: 

r r r 

altsaa Jill o? •!> ed |f+ 10 da =3 C^dr eller, idet (p er en Fnnction alene af r og /, 

l/-^. (78) 

dr 

Tillige er ?-?-. ^«^iL. ^-^i-, .lU« 
do; or r dy ar r OS dr r 

d*7)_^d*yj:^ dyy^+a« d«y d*^) y* dyar^+z* d^y^d*^)*« dyar*+y* 
d^""^r«"^dr r» * d^'^dr« J3 ■*'iS^"T» ' dl«""'dr^r5 """dr ,.s » 

som indsatte i (59) fi^v®'jy=<»*( — » +~"3^) ®''^^ 

d*.ri» - d!^.rq> 
i- s= a» . — , 

dl« år^ 

Ved Integration erholdes 

ry=F^(r — oO + ACr + tfO. 
altsaa ifdlge C78) 



og ildlge (58) 






* = i- [F(r— a I) — /(r + a O], 
ør 



For de Punkter if, der svare lil meget store Verdier af r, kunne i V Leddene af Ordenen 
-- betragtes som umærkelige, og tillige er f(r + 00^=0, saasnart ri- at fiftlder udenfor Grænd- 

_ 1 

serne af den Hasse, hvorfra Lydbdlgen udgaaer, hvilket giver Utata&s» ^ F(r — «l), eller 

Hastigheden U forholder aig omvendt aom AfaCanden r. * Lydalyrfcen^ der antages proportional med 
Qvadratet af denne Hastighed, maa altsaa være omvendt pn^rtionai med Afstandens Qvadrat* 
Er Talheden forahjellig paa forslgelllfe Steder i Luftmaaaeni san nuia'dog den oprindelljge Ry- 
stelse forplante sig som forhen retliøel i alle Retninger, og Lydstyrken kommer da ogaaa lil al 
forholde sig som Tætheden i del Kasseelement, hvorfra Ryalelsen udgaaer. Naar nemttg delte 
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Element flere Gan^ snccessive undergaaer den samme Rystelse, dannes blot snecessiye Bdlger, 
livor\ed Lyden ikke forstærkes; men tænker man sig dernæst flere ligestore Masser sammentryk- 
kede til een Masse i det samme Element af Volnmen og tilsammen bragte i den samme Rystelse, 
saa falde de forskjellige Bdlger' over binanden eller Lyden forstarkes i Forhold af den nevnte 
Masse. Derimod er den Hastighed a, hvormed Lyden forplantes, constant i den samme Art af 
Luft, som sees af (67), hvor /Igh eller Trykket p^ er proportionalt med Tætheden q^. Denne 

Hastighed a er liig Slutningsbastigbeden ved det frie Fald gjennem enHdide liig Iv-. A. Ved at 

bestemme Lydhastigheden a i forskjellige Gasser (eller d<^ tilsvarende Toner af et cylindrisk Ror, 
som successive fyldes med de samme Gasser, thi disse Toner bestemme igjen a ifOlge Art. 14) 
vil Forholdet f af den specifike Varme onder constant Tryk og den under constant Volumen for 
enhver af disse Gasser kunne findes, en Methode, som er bragt i Anvendebe af Dulong. 
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TO fgft i t ii f til ll» ni, 8 (Paf. 944). At Bevvgelsen af den ene Kegle paa den anden er rullende, 
bevises derved, at Vlnklon mollem to eonsecntive Generatricer er den samme for begge Kegler, efterdi man har 

(iT cos «)* + (i< cos /f)«+(if cos/)> =(if cos a)* + (if cos /^)' + (il cos/)* 
(jvf. O. II, n« 49). Denne Ligning er nemlig tilfredsstillet, ifOlge (25), ved Udtrykkene (90) og (91). 

Tillæge til Trykfeilglisten i Differentiale og Integral-Regning 
jD. Pag, 386, G. Pag. 435), 
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Ta$æinm§ til l» 1, 14 (Paff. 14, L. 10 f. o.). Fomeo 1<» haTes for en FmictioB (79>^s«y«.ICrr), 
■aar til «sa ivarar ^assQO, f a=s]» aaa al ffnt.l(fa) har Forman QO.O Qrt f. Es. J. F. IV^ (|B)). 

Ittfolmiiji tfl I, il, 10 (Paf. se, L. 9 £ o.). Danne Rvkka fnmmeret lal Ifftlfa II, V» 4A, hvH- 

kelgnrcrT«« j-53 =n j-^^-j;;^ . 

TOMæimmg til II, II, 47 (Faf. 154, L. 5 f. Oi). BelingeliealigniDiren (llS) indekoldende it, Ff ,Fr, 
den analoge for Å, Pr, P«> of den for R, P«, Pf« (pye» ved at mnUipIkerea reapaoliva ned P«f F^, Pr 
og adderes, en af BelinfelMfligningeme for IntegrabillCelen af (144)« nemlig den, aom indeholder 



P#, Pf , Pr. Antallet af ditse Ligidnger er 



(l-l)(*-a) 



eller liigt Antallet af Combinationer af lo for- 



skjellige Tal af Rækken 2, 9,... f; thi f. Ex. de tre LigQinger« indeholdende den ene P^, Pq, Pr$ den an- 
den P|, Pr, P«» den tredie Pj, P«, Pf , gfye ved at moltiplieerea reipectiTe med P«, P^, Pr og adde- 
res den almindelige BetingeUetlignlng indeholdende P^, P99 Pr. 



Tillægp til Trykfeilslisten i Analytisk Geometrie (G. Pajr. 435). 
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